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Introduccion

Este libro ha sido pensado como texto guia para el curso Calculo Integral
en una Variable, que se imparte en las carreras de Matemadticas, Fisica y
Estadistica de la Universidad Nacional de Colombia. Aunque existen en el
mercado cientos de libros, quisimos escribir uno que cumpliera con los re-
quisitos académicos de los programas de la Universidad Nacional de Co-
lombia, en el que se recogieran todos los temas que se ensefian en el curso
de un semestre y se expusieran los temas con el mismo enfoque que se tra-
tan en la clase.

Los cldsicos como Apostol [1] y Spivak [5] son excelentes libros, que todo
estudiante deberia tener en casa y consultar durante sus estudios de mate-
maticas, pero, en el caso del primero, la presentacién de los temas sugiere
un orden histérico y realiza un desarrollo de las técnicas de integracién de
manera independiente a la derivada, lo cual requiere un mayor esfuerzo
y tiempo para obtener los resultados que se desean ensefiar. Por otro la-
do, Spivak es mas compacto, deja mucha de la teoria para desarrollar en los
ejercicios y no enfoca sus esfuerzos en el cdlculo de integrales ni en sus apli-
caciones; sin embargo, la introduccion del concepto de la integral es muy
claro y formal. Otros libros como Thomas [7] y Stewart [6] son ricos en
ejercicios y aplicaciones y estdn dirigidos a un publico mds amplio, pero el
lenguaje con que exponen sus temas es menos formal y muchas deduccio-
nes se hacen de manera intuitiva. También consideramos muchos recursos
que se encuentran en la red y que resultan de mucha utilidad como foros,
blogs, pdginas con contenidos relevantes, no obstante, estos fueron filtrados
y adaptados.

Teniendo en cuenta todos los aspectos previamente enumerados, trata-
mos de abordar los temas con un lenguaje muy claro y cotidiano, pero con la
formalidad que se espera que tengan los estudiantes de Matematicas, Fisica
y Estadistica. Con este objetivo, presentamos ejemplos sencillos y otros mads
elaborados que, desde nuestra experiencia en aula, puedan ayudar a clarifi-
car las ideas a los lectores. Tratamos de incluir un poco mds del contenido
estricto del curso con el fin de que el libro sea flexible y que al ser apli-
cado a varios cursos se obtengan distintos resultados. Como el libro tiene
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mads ejemplos y aplicaciones de las que se pueden ver en una clase magis-
tral, le servird al estudiante para que consulte antes, durante y después de
la clase, bien sea para preparar el tema o verificar que estd entendiendo lo
que el profesor explica, bien para realizar ejercicios adicionales a manera de
retro-alimentacion.

El hecho de que usemos un lenguaje claro no significa que dejemos de
lado el formalismo matemadtico, por eso incluimos los conceptos de supre-
mo e infimo, que son necesarios para definir de manera precisa el concepto
de integral definida, lo que permite considerar como conjunto de funciones
integrables a las funciones acotadas y no solamente a las continuas.

El contenido del libro corresponde al programa de la materia y cubre
todos los temas que se espera que el estudiante conozca y manipule al ter-
minar el curso. El primero de los cuatro grandes temas que se abordan es la
integral definida, en esta seccién se introduce el concepto de integral a través
de la nocién de drea; se construyen las pruebas de la manera mads rigurosa
posible con el objetivo de preparar al estudiante para los futuros cursos de
Andlisis Matemadtico. El segundo tema abordado es métodos de integracion,
en el capitulo dedicado a ello se ensefian las técnicas que todo estudiante
deberia manipular con cierta habilidad y agilidad, mostrando también mu-
chos de los “trucos”que a menudo se utilizan para transformar integrales en
otras mas sencillas. Seguidamente, se explora un poco en el mundo de las
aplicaciones de la integral, seccion en la que hemos tratado de mostrar al me-
nos un ejemplo de aquellas que consideramos mds practicas, mds comunes
o mds fdciles de entender. Hemos incluido una seccién con aplicaciones a
la probabilidad, algo que es poco comun en los libros de cdlculo, pero muy
necesario para nuestros estudiantes. Por tltimo, dedicamos un capitulo al
estudio de las sucesiones y series, que son de gran importancia en los cursos
de Ecuaciones Diferenciales, Andlisis Matematico, Variable Compleja y en
cursos avanzados de Estadistica, asi como también en Teoria de Sefiales,
Telecomunicaciones y otros en el drea de la ingenieria.

Ademds, el libro tiene un capitulo de preliminares que el lector puede
consultar en cualquier momento. Los temas que se incluyen en este capi-
tulo fueron escogidos porque se utilizan a lo largo del texto y consideramos
que deben ser conocidos antes del curso. Pensamos también que era nece-
sario incluir un apéndice de funciones especiales, en el cual mencionamos
algunas propiedades de estas y formas de calcular sus derivadas, que resul-
tan ttiles en el estudio de algunas técnicas y estrategias de integracion. El
apéndice B extiende un poco la discusién sobre los errores en la integracion
numeérica. Este es un tema extenso y es dificil abordarlo completamente en
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los tiempos de la clase, sin embargo, despierta interés; lo incluimos para que
el estudiante pueda profundizar y comprender este tépico.

A partir de todo lo dicho previamente, consideramos que el libro tam-
bién puede ser usado como texto guia para el curso Cdlculo Integral dirigido
a estudiantes de las Facultades de Ciencias e Ingenieria, y para el curso libre
del mismo nombre. Serd el profesor quien determine cudl es la profundi-
dad con la que quiere abordar los temas que aqui se incluyen, omitiendo
y/0 adaptando los contenidos al publico al que se dirija.

Es importante mencionar que, aunque hemos sido cuidadosos al selec-
cionar los ejemplos y ejercicios que se presentan, es imposible dejar fuera
algunos cldsicos que se encuentran en la mayoria de los libros. Adicional-
mente, hay que mencionar que muchos de los ejercicios que se incluyen
han sido fruto de los talleres que se preparan en el Departamento de Ma-
temadticas, por esta razén agradecemos a los profesores que durante varios
semestres han dictado el curso y han aportado su grano de arena a la reali-
zacion de estos talleres. El libro dispone de un solucionario de acceso libre
que en un futuro se podrd descargar de la pagina del Departamento de Ma-
temadticas.
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En este capitulo, expondremos varios conceptos y definiciones bdsicas de
cdlculo diferencial, asi como algunos teoremas (sin demostracién), que serdn
utilizados a lo largo del texto, y que el lector debe conocer previamente. Para
una exposicién mds detallada se pueden consultar, por ejemplo, los libros
clasicos de Apostol [1] y Spivak [5] o las Notas de Clase de Calculo I [4].
Posteriormente, en la seccién titulada Notacién sigma, iniciaremos el estudio
de las sumatorias e introduciremos la notacién que usaremos a lo largo del
texto.

Dados nuestros propdsitos, en este texto trabajaremos tnicamente con
el conjunto de los nimeros reales.

Cotas superiores e inferiores
Tomemos 4 C R y a, b nimeros reales.

» Diremos que b es una cota superior de A six < b para todo x en A. Si
ademds b estd en A, entonces b es el mdximo de A (es tinico).

» Diremos que a es una cota inferior de A si a < x para todo x en 4. Si
ademds a estd en A, entonces a se llama el minimo de A (es tnico).
Pruebe que el minimo y mdximo, en caso de existir, son tinicos.

» Diremos que un conjunto es acotado superiormente (inferiormente) si el
conjunto de cotas superiores (inferiores) es no vacio.

» Llamaremos supremo de A a la minima cota superior de A y la de-
notaremos sup A. El supremo de un conjunto acotado lo podemos
caracterizar de las siguiente forma:

s=sup A &= sesuna cota superior de Ay

no existe otra cota superior de A menor que s.

De manera mds formal diremos que

s=sup A & sesuna cota superior de Ay,
para todo € > 0, existe a € A tal ques —€ < a < s.
Esta dltima expresion podria leerse asi: s es sup A si al retroceder un €
encontramos puntos del conjunto.
s Llamaremos infimo de A a la mayor cota inferior de A.

A manera de ejercicio, sugerimos escribir la definicién formal para

inf A.
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Axioma de completitud de los niimeros reales'

Recordemos que el conjunto de los nimeros racionales estd conformado
por todos los objetos de la forma fl—), donde p y ¢ son enteros y ¢ # 0,y
sabemos que un nimero es racional si y solo si tiene una representacién
decimal periédica (incluida la representacién decimal finita). También co-
nocemos de la existencia de niimeros que no son racionales, algunos de ellos
son: V2, e, m, In2, entre los incontables ejemplos que es posible encon-
trar. El conjunto de los nimeros reales se construye completando o agre-
gando estos nimeros (el conjunto de nimeros irracionales) a los nimeros
racionales. Si pensamos intuitivamente en los nimeros racionales en re-
presentacién decimal, siempre que ubicamos dos racionales sobre la recta
real podremos encontrar un nimero irracional entre ellos, basta construir
un ndmero con una expansion decimal no periddica; es decir, que el con-
junto de los nimeros racionales tiene huecos. La propiedad que distingue al
conjunto de los niimeros reales de los racionales es importante para muchos
aspectos del andlisis matematico y se conoce como el axioma de completitud
-o completez- de los niimeros reales. El axioma afirma que:

dado A, un subconjunto no vacio de R, si A es acotado superiormente, entonces
A tiene supremo.

Una consecuencia inmediata del axioma es que los nimeros reales son
densos: entre dos miimeros reales siempre hay otro miimero real, por cerca que
parezcan. De ahi el uso de la palabra completitud. Veamos formalmente
cémo deducimos esto a partir del axioma.

Consideremos dos numeros reales §

< = : T
a <byB:={xeR:x < b} el ///;///////2

~

que se encuentran a la izquierda de b. B

conjunto de todos los niimeros reales

Es claro que este conjunto es no vacio, porque a € By estd acotado supe-
riormente por b, entonces, por el axioma de completez, existe s = sup B.
Ademds, s es un numero real que cumple ¢ < s por la definicién de supre-
mo y s < b por ser b cota superior de B. Es decir, hemos encontrado un
numero real s que satisface a < s < b.

Propiedad Arquimediana de los niimeros reales
Afirmamos que el conjunto de los niimeros naturales N no estd acotado superior-
mente. Supongamos, por el contrario, que N estd acotado superiormente,

! Axioma: cada uno de los principios fundamentales que no necesita demostracién y sobre
los cuales se construye una teoria.
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por el axioma de completitud existe s = sup N. Entonces, sabemos que da-
do € > 0 existe m € N tal que s — € < m. Si hacemos € = 1, tenemos que
existe m € N tal que s — 1 < m, o equivalentemente s < m + 1, lo cual
contradice que s sea el supremo de N.

Entonces, dado x € R*, siempre es posible encontrarn € N tal quex < n.
Aplicando este resultado a f con x,y € R*, tenemos que existe n € N tal
que | < n, 0 mejorx < yn, lo que se conoce como la propiedad arquimediana
de los niimeros reales.

Observe que este axioma es en realidad un axioma de medicién, afirma
que sobre los reales es posible medir con la precisién que se quiera. En
otras palabras, si la unidad de medida es y, siempre es posible sobrepasar a
x pegando n segmentos, cada uno de longitud y.

Continuidad
La continuidad es una propiedad muy importante en todos los @mbitos de
las matemadticas, en particular, todo el tratamiento que haremos en este tex-
to para definir la integral definida tiene como punto de partida las funcio-
nes continuas. Después se puede debilitar esta exigencia para trabajar con
funciones que tienen discontinuidades esenciales. Por su parte, las discon-
tinuidades de salto no representan un problema para la integral definida.
Que una funcién sea continua significa que si dos puntos en el dominio
estdn muy cerca, sus imdgenes también estin muy cercanas. Precisemos este
concepto:
la funcién f se dice continua en a si

lim /() = /(a).

Formalmente decimos que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si |x — a| < 6,
entonces |f(x) — f(a)] < €.

Note que el § depende tanto de € como de a, lo que nos lleva a la si-
guiente definicién.

La funcién / es uniformemente continua en un intervalo A si para cada
€ > 0 existe algin 6 > 0 tal que, paratodo x,y € 4,

si|x—y| <8, entonces |f(x) — f(y)] < €. (1.1)

Observe la diferencia entre estos dos conceptos, en el primero se define
continuidad en un punto, mientras que en el segundo se define sobre un in-
tervalo. Estos dos conceptos no son equivalentes, pero si es posible probar
una implicacién cuando se considera un intervalo cerrado. Para la demos-
tracién el lector puede consultar, por ejemplo, [5].
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Teorema 1.1. Si f es continua en [a, b], entonces f es uniformemente continua

en |a, b].

Si el intervalo no es cerrado, no siempre se tiene la implicacién, como
se muestra a continuacion.

Ejemplo 1.2. Considere f(x) = % definida en el intervalo (0, 1]. Esta fun-
cién no es uniformemente continua, ya que si se toman nimeros muy cer-
canos entre si y muy préximos a 0, la diferencia de sus imdgenes serd tan
grande como se quiera, impidiendo la continuidad uniforme. Mds preci-
samente, por la propiedad arquimediana, dados € > 0y 6 > 0, existe un
entero positivo N que satisface € < N y ademads ﬁ < §. Entonces, si ele-
gimos x = ﬁ yy= Al,, tenemos que

1 1 1

"”‘y|=‘ﬁ_ﬁzﬁ<5

y, por otro lado,

(ERI

es decir, que dado € > 0, no existe § > 0 que satisfaga (1.1).

Ejemplo 1.3. Si en el ejemplo anterior consideramos f(x) = %, definida en
el intervalo cerrado [%, 1], en el que n es algin entero positivo, para cual-
quier € > 0 basta con tomar ¢ :%. El lector puede verificar, calculando
directamente, que se satisface la condicién (1.1) de continuidad uniforme.

Otro resultado importante que merece la pena que mencionemos, es la
relacién entre diferenciabilidad y continuidad.

Teorema 1.4. Si f es diferenciable en a, enionces [ es continua en a.

Recuerde que el reciproco de este teorema no es cierto. Para probarlo,
considere, por ejemplo, la funcién valor absoluto.

Maids adelante veremos que existe un resultado similar que nos da una
relacién entre las funciones integrables y las continuas.

Otro resultado que usaremos con cierta frecuencia se conoce como teo-
rema del emparedado, del sandwich, de estriccién, de compresién o de encaje.
Este nos permite hallar limites comparando funciones cuyos limites desco-
nocemos con otras cuyos limites son conocidos.

IA

Teorema 1.5. Sea I un intervalo abierto que contiene al punto a. Sean f(x)
g(x) < h(x) para todo x € I, excepto posiblemente en a, v, ademds, lim f(x)
xr—a

L = lim h(x). Entonces, forzosamente se sigue que lim g(x) = L.
r—a T—a
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1. Notacion sigma X

La notacién sigma se utiliza para sintetizar la suma de una cantidad de tér-
minos. Consideremos m, 7, i enteros no negativos, con m < n. Aqui el indice
i actiia como un contador entre el limite inferior m y el limite superior n, es de-
cir, varia desde m hasta n aumentando de uno en uno y los términos a; son
numeros reales. Entonces, podemos escribir

n

Zai:am+am+l+"'+an—l+any

i=m

que se lee la suma desde i = m hasta i = n de los a;.
Por ejemplo, lasuma 1 +2+3+4 + 5+ 6 + 7 + 8 la escribimos de forma
sintética en notacion sigma como Z?:] i. Otros ejemplos son los siguientes.

7
Fjemplo 1.6, (a) » i =8%+4%+5%+6%+ 72 = 135.
=3

99
(b) Z3:3+3+---+3:3-99:297.
i=1

7
(© Y 2h=20+2"+9% 4. .. 497 =255,
k=0

Propiedades de la notacion sigma
Sean ¢ € R una constante, m, n, i, k enteros no-negativos, con m < n, y
a;, b; € R. Tenemos las siguientes identidades:

n

@) ic-ai=c~2ai.

i=m

(ii) i(ai ibi) = iai + ibl

i=m i=m i=m

n k n
(iii)Zai=Zai+Zai, con m<k<mn.
i=m

i=m i=k+1
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n—k

(iv) Z a= ) i

i=m—k

Las primeras tres identidades provienen de la asociatividad, conmutativi-
dad y distributividad de los niimeros reales. La ultima propiedad, llamada
reindexacion, es solo una re-enumeracion de los términos que se suman y la
re-acomodacion de los limites. Con el fin de aclarar esta ultima, conside-
re la suma Z?=5 a; = a5 +ag + ay +ag + ag y tome k£ = 3. En este caso la
reindexacion queda

<

-3 6

Z ai+3—zaz+3—da+ao+a7+08+d9,
i=5-3 i=2

que coincide con la suma inicial.

Esta ultima propiedad también se puede ver como un cambio de variable,
esto es, suponga que tenemos nuevamente Zl_, a; y que cambiamos i por
Jj+38, 0sea, hacemos i = j+3, entonces en lugar de a; escribiremos a3 y los
limites cambian, asi: sii = 5, entonces j = 2,y sii = 9, entonces j = 6. Con
estos cambios la suma queda Z?:Q a;+3, que es exactamente lo que tenfamos
arriba.

Una forma rdpida de recordar esta propiedad consiste en “sumar y restar":
si al indice del término «; le sumo &, entonces a los limites les resto k. Esto es
cierto, pero debemos tener cuidado al utilizarlo, pues a menudo se cometen
errores como el que se muestra a continuacion.

10 10-1
93i-1 _ 93i-1+1 231 ERROR!!

Note que si hacemos el cambio de variable 7 = j + 1, los limites para j son
efectivamente j = 8 y j = 9. Pero el término dentro de la suma cambia asi

93i=1 = 93(+D-1 = 93/+2 "¢on o cual la expresion correcta es:
10-1
2231 1_ Z 93(j+1)-1 223]+2 Y
j=4-1

Algunas sumas ttiles

Encontrar un patrén para una suma o hallar una {6rmula para sus prime-
ros términos ayuda en el cdlculo de integrales y de series, entre otros. La
siguiente suma es utilizada con frecuencia cuando se realiza el célculo de
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integrales definidas por medio de la definicién.

n

Zi:1+2+3+--~+n
i=1

_ n(n+1)

3 (1.2)

A continuacién relatamos una anécdota que cuentan los biégrafos de Gauss?

con respecto a la suma que acabamos de escribir.

“...A los nueve afios Gauss

DL0998939U1 asiste a su primera clase de

Aritmética. Biittner propo-
ne a su centenar de pupilos

ZEHN DEUTSCHE MARK

un problema terrible: calcu-
lar la suma de los cien pri-
meros numeros.

Nada mds terminar de proponer el problema, el jovencito Gauss traza un niimero
en su pizarron y lo deposita en la mesa del maestro exclamando: Ligget se! (iAhi
estd!). Habia escrito 5.050. La respuesta correcta. Ante los ojos atonitos de Biittner
v del resto de sus compafieros, Gauss habia aplicado, por supuesto sin saberlo, el
algoritmo de la suma de los términos de una progresion aritmética. Se habia dado
cuenta de que la suma de la primera y la dltima cifra daba el mismo resultado que
la suma de la segunda vy la peniiltima, etc., es decir: 1+ 100 =2 +99 = 3+ 98 =
... =101. Como hay 50 parejas de niimeros de esta forma el resultado se obtendrd
multiplicando 101 x 50 = 5.050...” 3

Regresando al presente, recuerde que para probar una afirmacién que se
cumple para todo nimero natural n es necesario usar induccion matemdtica,
como mostramos a continuacion.

» Cuando n = 1 se verifica la suma de manera trivial.

» Suponga ahora que la suma (1.2) se tiene para todo nimero menor a

-1 - (n=1)n
2

n, en particular para n — 1, es decir, 3,/ i = . Entonces,

n n—1

Di=|)il+n.

i=1 i=1

2Note la importancia y el reconocimiento que tiene Gauss en la historia de las mate-
maticas, lo que le dio un lugar en el billete de 10 marcos alemanes. Imagen recuperada de
http://www.matematicasdigitales.com/wp-content/uploads/Billete-Gauss.jpg el 12 de Fe-
brero de 2017.

8Extraido de Gauss: El principe de los matemdticos, Antonio Pérez Sanz (2008).
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Utilizando la suma hasta n — 1 (que se conoce como hipétesis de in-
duccién), tenemos que

— 2 2

Asi, la afirmacién queda probada para todo ntimero natural # > 1. Otras

sumas que se usan con {recuencia son las siguientes

S g n(n+1)(2n+1) S g [n(n+1))? .

Z 1“ = ; Z 0= —" (1.3)
i=1 6 i=1 4

La suma de los primeros n cuadrados la deduciremos mas adelante con ayu-

da de la suma telescépica. La suma de los primeros n cubos se deduce de

manera similar y la dejaremos como ejercicio al lector. También, a manera

de ejercicio, puede probar por induccién las dos férmulas.

La suma de las primeras potencias de un nimero x € R, conocida como
suma geométrica, que se utilizard en capitulos posteriores y tiene aplicaciones
a series de potencias y polinomios de Taylor entre otros, estd dada por

1= xn+1

Dat=leat bt = ——. (1.4)
=0

1-x

Para verificarla, denotamos por S;, = Zf:() 2! la suma parcial de las primeras
k + 1 potencias de x. Entonces,

Sp=1l+x+---+x"
xSy =x+a2 4+ + 2"

al restar las dos expresiones obtenemos que (1-2)S, = 1-2"*!, despejando
n+l

S, tenemos S, = 1_1+:+, que era lo que se queria.

Ejemplo 1.7. Al usar la férmula de la suma geométrica para calcular 211:20 ’

obtenemos 9
) 1_213
2= ——— =981
; 1-2

Ejemplo 1.8. Usando la férmula y propiedades de las sumatorias, tenemos
que

iQ%—l_liSk_l 1_811_811_1
Te4” Te -8

k=0
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Ejemplo 1.9. Cuando la suma no comienza en cero ain es posible usar la
férmula, veamos

k=0

k=0
1 _ 516 1= 54 516 _ 54
T 1-5 1-5 4
Suma Telescépica
Considere n+ 1 términos reales y denételos por ay, ag, . . ., ay,.1. Una suma

de la forma ¥;_, by, donde by = aj,1 — @, se llama suma telescipica. Obser-
ve que el valor de la suma depende del primer y tltimo término, pues los
demais se cancelan dos a dos

n

Z[a/m -] = aps1 —ay. (1.5)

k=1

Ejemplo 1.10. Consideremos la siguiente suma

8
Z[(/@+ D2 -k =122-1%1+[8%2-22] +--- +[9% - 8%]
k=1
=9? - 1% = 80.
Ejemplo 1.11. Note que la suma anterior puede escribirse de la siguiente
forma
8 8 8
Z[(k+1)2 k2] =Z R+ 2% +1-42] =) [2+1],
k=1 k=1 k=1

que coincide con la suma de los primeros impares, empezando en 3 y fina-
lizando en 17.

{Puede dar una férmula para la suma de los primeros impares, empe-
zando en 1y finalizando en 2n + 17

Ejemplo 1.12. La suma };_, kQ es tele%coplca ya que podemos escribir

- l 1
el k-ésimo término como ;7 = 7 k+1 Asi, el valor de la sumaes 1 — —.

Ahora bien, utilicemos la siguiente suma telescépica y las propiedades
de sumatoria para deducir la suma de los primeros n cuadrados, asi
n
D la+ 1P =] = (n+1)° -
i=1
_ .3 2
=n°+3n“ + 3n. (1.6)
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Por otro lado, si expandimos el cubo, utilizamos las propiedades (i)-(iii) y
luego aplicamos la férmula de sumatoria (1.2), tenemos

n

Z[(i+1)3—i3] :23i2+3i+1
i=1

=1
:3Zn:i2+3ii+il
=1 =1 i=1

n
=3 ) 1
i=1

3 n, (1.7)

igualando las expresiones (1.6) y (1.7) obtenemos la suma de los primeros
n cuadrados, como afirmamos en la férmula de la izquierda en (1.3).

n
D
i=1

322'2:%[2n3+6n2+6n—3n2—3n—2n]
=1

73 +3n? +8n —

3n(n+1) B
—g N

(1.8)

L C 1 € C
Ziz = 6(2713 +3n% +n)
i=1

_n(n+1)(2n+1)
= 5 )

Ejercicios 1.1

1. Exprese las siguientes sumas en notacién sigma y reindexelas de tres

formas diferentes:

a) 22+3%+43 4. +nd.

b) 4+6+8+---+248.

) 83-5+7-9+11----+51.

d) 3+9+27+---+531441.

e) l—x+2? -2+ +(=1)"a".

) 1+3+7+15+---+524287.

g 1+1+2+6+24+---+40320.

h) 1+3+3-5+8-5-7+---+3-5---51.
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. Pruebe por induccién la férmula de la suma (1.3) de los primeros n

. Verifique la férmula de suma de los primeros n cubos

[n(n+1)]*
T

(a) utilizando induccién; (b) por sumas telescépicas.

2
cuadrados.
3
n
S
i=1
4. Expanda las siguientes sumas:

2/3

(% - 1)

6
b) Z
k=1

100

11
0 ) (-1
=3

10
o Y 2
k=1

2kk!

5. Re-indexe la suma Z ¢*=* de manera que empiece en k = 1.

k=5
6. Calcule las siguientes sumas:

100

a) Z5i.
=0
8

b D2 +1).
r=0
4

¢) Z(Qi +i%).
=0

99 1 1
d>;(7_i+1

)

7. Encuentre un entero positivo n,

1
que 50 < Z—_.
1

i=1

) n 1/ 2
8. Calcule lim —-1—1.
n—o0 p— n\n

1 1 1
g) ;n+k—l_n+k'

50
h) 22/@2 — 8k +4.
k=0

el mas pequefio posible, de tal manera
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9. En los siguientes ejercicios verifique la igualdad:

2n 1 2n 1

a) Z(_I)HI? — Z ?
i=1 i=n+l
-1 (1) o1

D el GO
n 1 1

) ; k(k+1) - n+1
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1. El problema del area

Frecuentemente, la integral definida se introduce como una herramienta
para calcular el d4rea de regiones no negativas en el plano xy. Por lo cual, se
requieren ciertas nociones bdsicas sobre el significado de drea y la forma de
calcularla. Podemos asumir naturalmente que el drea de una regién plana!
rectangular es el producto de dos de sus lados adyacentes. En particular, co-
mo punto de partida consideraremos el drea de un cuadrado unitario como
la unidad bdsica para medir el drea.

Existen dos formas intuitivas de asignar un drea a una region, una es
determinando el drea de las unidades cuadradas estrictamente necesarias
para “cubrir” la region, otra, calculando el drea de la mayor cantidad de
unidades cuadradas que “caben” en la regién. Tdcitamente, se asume que lo
que cubre es lo mismo que cabe, sin embargo existen regiones para las cuales
estas dos formas de aproximar el drea no coinciden (como veremos mds
adelante en este capitulo). Este tipo de regiones no tienen drea, simplemente
no se pueden medir.

Regiones como las lineas rectas o curvas no pueden contener siquiera una
parte de un cuadrado, de hecho, el drea de los cuadrados que la cubren se
puede hacer tan pequefia como sea posible, por eso, a este tipo subconjuntos
se les asigna drea 0. Observe que el drea es una medida no negativa, por ello,
se espera que el drea de la unién de dos conjuntos disyuntos sea la suma de
estas.

2. El area bajo la curva

Considere una curva definida por una funcién y = f(x), no negativa y con-
tinua sobre el intervalo [a, b], como lo muestra la gréfica. {Es posible hallar
el drea de la region que se encuentra entre la curva y el eje x en [a, b]?

N

y=f(x)

a b *

1 Guando hablamos de una regién plana se tiende a pensar inicialmente en algtin subcon-
. p
junto de R2.
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Alrededor de esta pregunta surgen algunas otras inquietudes como, por
ejemplo, {qué pasa si la curva no es continua? {Qué pasa si la curva es ne-
gativa? {Qué tipo de discontinuidades se pueden admitir? A continuacién,
daremos respuesta a estos interrogantes.

Empecemos con el caso sencillo en que el dominio de la funcién incluye
el intervalo [a, b] y, para a < x < b, se tiene que f(x) > 0. Supongamos,
ademds, que la funcién es continua en tal intervalo. La primera aproxima-
cién que podemos hacer -bastante pobre, por cierto- es usar el rectangulo
que tiene como base el intervalo [a, b] y cuya altura es /(a). Note que una
parte del rectingulo queda por fuera de la curva, pero esto no compensa la

parte de la regién que quedd sin cubrir.

=/ (x)

P

Ahora bien, si tomamos el rectdngulo con altura f(b), su drea seria mucho
menor que el drea buscada, asi que no consideraremos ese caso.

Podriamos hacer la aproximaciéon por el rectangulo que encierra la curva,
con altura el maximo de f en el intervalo, pero nos damos cuenta que en
este caso tal drea es mads grande que el drea buscada.

y=f(x)

{Cémo mejorar estas aproximaciones? {Qué tal si en lugar de un solo rec-
tangulo hacemos varios, de distintas alturas?
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— y=f(x)

a b *

En la figura anterior, vemos que algunos rectingulos quedaron totalmente
incluidos en la regién en cuestién, pero otros no. Podriamos desear que
todos quedaran incluidos o que todos queden cubriendo la regién. También
que todos los rectdngulos tengan el mismo ancho y que sus alturas tengan
alguna relacién con las imdgenes de la funcién, por ejemplo, que la altura
corresponda al valor minimo alcanzado en cada subintervalo.

Y

y=f(x)

a b *

Vemos que la dltima parece ser la mejor de las cuatro aproximaciones, asi

que vamos a perfeccionarla. El primer punto a mejorar, a partir de lo obser-

vado, es que entre mas rectingulos de base mds pequefia mejor la aproxima-

cion. El segundo es escoger adecuadamente las alturas de los rectangulos.
Antes de hacerlo, necesitamos introducir unas cuantas definiciones que

nos permitirdn resolver formalmente este problema.

Sumas superior e inferior
El conjunto P = {tg, t1, ..., ty}, cona =ty < ;] < --+ < t, = b se llama una
particién del intervalo [a, b]. Por ejemplo, el conjunto

{2, 2.1, 2.5, 2.8, 3}

es una particién del intervalo [2, 3].

Llamaremos longitud de la particién a la medida del subintervalo mds
grande. En ese sentido, la longitud de la particién del ejemplo anterior es
0.4. Existen particiones regulares donde todos los subintervalos tienen el
mismo tamaiio, por ejemplo,

(2, 2.9, 2.4, 2.6, 2.8, 3},
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en este caso cada subintervalo tiene longitud 0.2.

Hasta ahora hemos pedido que la funcién sea continua en un intervalo
cerrado, sin embargo, en lo que sigue de este capitulo supondremos tni-
camente que la funcién f es acotada en [a, b] y cuando se requiera de la
continuidad haremos las consideraciones necesarias. Sea P = {19, 1, ..., s}
una particién de [a, b]. Definimos los siguientes niimeros

wom =inf{f(x) :ti. <x <}y
s M; =sup{f(x): 61 <x <t}

que corresponden al infimo y al supremo de las alturas de los rectangulos.
Observe que si [/ se considera continua, el infimo coincide con el minimo y
el supremo con el maximo. Con estas cantidades definimos la

= suma inferior I(f, P) = Z mi(t; —t;_1) y la
i=1

= suma superior S(/, P) = ZMz‘(li —5_1).
i=1

Note que estas son sumas finitas y positivas, ya que estamos suponiendo
que nuestra funcién toma valores no-negativos en el intervalo dado, en caso
contrario, estas sumas pueden ser negativas y NO tendrian el significado de
area.

Dada una particion P, siempre tenemos que I(f, P) < S(f, P), esto es,
la suma inferior siempre es menor o igual que la suma superior. En efecto,

para todo i
m; < M; = mi(t; —t;i-1) < M;(t; —t;-1)

n n
= Zmi(ti —1i-1) < ZMi('fi —ti-1).
=1 i1

Y Y

y=/(x) y=/(x)

a:l(]"'fk"'t,‘LZb x a=ty -l iy, =b

Sumas inferiores Sumas superiores

X
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Ejercicio 2.1. Considere la funcion y = x y encuentre el valor real del drea entre
la curva vy el eje x en el intervalo [2, 3]. Después encuentre las sumas superior e
inferior con las dos particiones dadas, équé puede decir al respecto?

Como las particiones son conjuntos, en ocasiones una particién P pue-
de estar contenida en una particién Pg, en tal caso diremos que Pg es un
refinamiento de P;.

Por ejemplo, Py = {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1}
es un refinamiento de P; = {0, 0.2, 0.4, 0.8, 1}, ambas particiones de
[0, 1].

El siguiente resultado afirma que si tomamos un refinamiento de una
particién y calculamos las sumas inferiores, la nueva suma inferior es mayor
o igual que la primera.

Lema 2.2. Consideremos una particion P = {ig, t1, ..., lp—1, tg, +-., In } del in-
tervalo [a, b] y un refinamiento Py = {tg, {1, ..., i1, U, tp, ..., ty }. Entonces,

Demosiracion. Podemos dividir la particién P; en dos partes. La primera
considera los puntos desde ¢y hasta # y la segunda los puntos desde « hasta
tn. De acuerdo con la definicién de my, tenemos que m,, := inf{f(x) : 1 <
x <u} >my ytambién m) :=inf{f(x) :u <x <1} >my

my(u — ty—1) +my(tp —u)
my, (u — ty—1) +m, (t —u)

I(/, Py).

= my (tg — 1)

IA

= I(f,P)

IA

o

Nota 2.3. De la misma forma, podemos mosirar que si Py es un refinamiento de
P, entonces S(f,P1) < S(f, P). En otras palabras, al hacer refinamientos, las
sumas inferiores crecen, mientras que las sumas superiores decrecen.

El siguiente teorema afirma que una suma inferior siempre es menor o
igual que una suma superior, isin importar la particién que se esté conside-
rando!

Teorema 2.4. Dadas dos particiones (posiblemente disyuntas) P, Pgy de [a, b],
entonces [(f,P1) < S(f, Pg).

Demostracion. Consideremos Q = P;UPg. Es claro que Q es un refinamien-
to de P; y de Py, entonces, por el lema previo,
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Esto significa que I := {I(f,P)} = {I(f, P) : P es una particién de [a, b]}
estd acotado superiormente, y por el axioma de completitud de los nimeros
reales

iikxiste sup I = sup{/(f, P)}!

Igualmente, S := {S(f, P)} = {S(/, P) : P es una particién de [a, b]} estd
acotado inferiormente, y por la misma razén

iiExiste inf S = inf{S(/, P)}!!

Mas ain sup I < inf S. Esto nos permite dar la definicién de funcién
integrable.

Definicién 2.5. Sea [ una funcion acotada sobre [a, b]. Diremos que [ es in-
tegrable en [a, b] si sup{I(f, P)} = iInf{S(f, P)} v definiremos el valor de la
integral desde a hasta b como

b
/ f(x) dx .= sup{I(f, P)} = inf{S(f, P)}.

Se lee “integral de f(x) dx desde a hasta b”, los elementos de la integral son:

limite superior«__

b
/ f (x) dx—> diferencial
a

integrando

limite inferior

Nota 2.6. No hemos exigido que la funcion [ sea continua. La razén es que el
problema en las discontinuidades de salto puede arreglarse afiadiendo un punto a la
particion, precisamente aquel donde ocurre la discontinuidad; de esta forma, se in-
cluye un rectangulo adicional sin ningiin inconveniente. Las discontinuidades don-
de hay asintotas verticales se manejan con las integrales impropias, pero nos hemos
quitado ese problema de encima suponiendo que la funcion es acotada.

Nota 2.7. Si f(x) > 0 sobre el intervalo a < x < b, entonces el valor de

fa J(x)dx corresponde al drea entre la curva vy el eje x.

Ejemplo 2.8. Consideremos la funcién constante f(x) = c¢. Observe que
my, = M, = ¢ para cualquier particién, por lo tanto sup{I/(f, P)} = c(b—a) =

inf{S(f, P)}, esto es,
b
/ cdx=c(b-a).
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Ejemplo 2.9. La funcién

() 0 six esracional,
X)) =
1 six esirracional
es un poco atipica, en el sentido que es discontinua en cada punto, pero
ademds todas sus discontinuidades son esenciales. En este caso, tenemos
que
O=sup I <inf § =1,

es decir, no es integrable.

Otra forma de decir que una funcién es integrable es que la diferen-
cia entre sus sumas superior e inferior puede hacerse tan pequefia como se
quiera. Grificamente queremos que el drea de la regién sombreada sea casi
cero, lo que nos lleva a la siguiente definicion.

N

y=/f(x)

a b x

Suma superior menos suma inferior

Definicién 2.10 (Alternativa de funcién integrable). Sea [ acotada en [a, b].
Diremos que [ es integrable en [a, b] siy solo si, para todo € > 0, existe P de [a, b]
tal que

IS(f,P)-I(f,P)| <e.

Note que esta definicién no es préctica para hacer calculos concretos, pues
no nos da el valor de la integral, pero es til cuando se quiere probar que
una clase de funciones es integrable. A manera de ejercicio, el lector puede
demostrar la equivalencia entre las definiciones 2.5y 2.10.

8 six=2,

1 sixz#2.
Verifiquemos que esta funcién es integrable en [1, 4]. Para ello, consi-
deremos una particion P = {tg = 1,¢1,...,t, = 4} de [1, 4], es claro que

Ejemplo 2.11. Realice la grdfica de la funcién f(z) =

en cada subintervalo el infimo es m; = 1, ¢ = 1,...,n, asi que la suma
inferior es

n

HﬂP)=§}mm—n4)=§]n—aq)=m—m=4—1=3

i=1 i=1
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Por otro lado, en cada subintervalo el supremo es M; = 1, excepto en aquel
que incluya a x = 2. Supongamos que t;,_; < 2 < 1 y, asi, M} = 8, entonces

S(P) = D Myt = ti-1)
i=1

k-1 n

= D Mt = 1) + Mt — i) + ), Mty = 1i1)
i=1 i=k+1
k-1 n

= Z(Ii —tio1) + 8ty — 1) + Z (ti = ti-1)
i=1 ikt
k-1 n

= Z(ti —tio) + (= 1) + Z (ti —tim1) + 7(ty — 1)
i=1 i=k+1

=) (ti—tis)+ 7t — tp—1)

—

=3+ 7()5]e —1p_1)-

Entonces, de acuerdo con la definicién alterna de funcién integrable, bas-
ta verificar si existe alguna particién para la cual la diferencia de la suma
superior y la suma inferior se haga tan pequefia como se quiera, esto es,

SUP)—I(f,P) =7t — 1) < €

resulta fdcil encontrar una particién que satisfaga la desigualdad anterior.
Dado € > 0, escogemos P tal que su longitud sea menor que £. Lo que
muestra que la funcion isi es integrable!

Sumas de Riemann

Las sumas de Riemann son una herramienta que permite calcular la inte-
gral de una funcién integrable, de una manera practica, sin recurrir a sumas
superiores e inferiores. Estas sumas nos permiten hacer la conexién entre
la definicién analitica de la integral y sus aplicaciones, mds precisamente, en
el capitulo 7 las utilizamos para definir el volumen, la fuerza, el centro de
masa, entre otros, en términos de una integral. Una suma de Riemann de
una funcién en un intervalo I depende de la particién y seleccién de los va-
lores que se tomen en cada uno de los subintervalos. Cuando se consideran
restricciones sobre la particion (la longitud de los subintervalos) y los puntos
de los subintervalos, es posible calcular la integral como un limite, que es
mucho mis sencillo que el cédlculo de supremos e infimos.
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Sea f una funcién acotada en un intervalo cerrado [a, ] y P una parti-
cién. Si se elige un elemento a; en [f;-1, 4] de forma arbitraria, la suma

R(f,P) = ) [t —ti1)
i=1

se denomina suma de Riemann de / para la particién P. Como la imagen
3

k
suma de Riemann, estd entre las sumas inferior y superior para la misma

de x; siempre estd entre el infimo y el supremo, m; < f(x;) < M;, una
particion
I(f,P) <R(/,P) <S(f,P).

Esto significa que si la funcién es integrable, se puede encontrar una suma
de Riemann tan préxima como se quiera al valor de la integral. Cuando f
no es continua, las sumas inferior y superior no necesariamente son de Rie-
mann (vea el ejemplo 2.11), pero cuando la funcién / es continua I(f, P)
y S(f, P) son sumas de Riemann, ¢por qué?

Nota 2.12. La suma de Riemann no necesariamente estd en la mitad de las sumas
inferior y superior.

Sumas de Riemann con una particion regular. En este caso, la longitud de cada
subintervalo es la misma y depende de la cantidad de puntos de la particién,
entonces denotamos la longitud como

b —
Ar=Axp =1 — -1 = a,
n
y la suma de Riemann adquiere la forma
S ~b—a
> rap—. 2.1)
k=1 n

Sumas de Riemann con la regla del extremo izquierdo. En este caso, se escoge
x; = t;_1, entonces la forma de la suma es

D DA,
k=1

Andlogamente, se tienen sumas de Riemann con la regla del extremo derecho. En
este caso, &, =, y la forma de la suma es

D f ).
k=1
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Sumas de Riemann con la regla del punto medio. En este caso, x; = ["+fk Loyla

forma de la suma es .
i, + 1)
2 () A
k=1

También se pueden hacer combinaciones con particiones regulares. En este
caso, las sumas adquieren una forma particular, por ejemplo, suma de Rie-
mann con la regla del extremo derecho y con particiones regulares. Ademds,
cada elemento de la particién se puede expresar en términos de Ax

b-a k(b—a)

tp=a, ty =a+ ,...,tk=a+—,...tn=b,
n n

y la suma de Riemann adquiere el aspecto

gf —Zf( k(b—a))T

Parece algo mds complicado pero realmente depende de la funcién que se
esté considerando.

Ejemplo 2.13. Probaremos que la funcién f (x) = x es integrable en [0, 4],
con 0 < b, y calcularemos su integral utilizando sumas de Riemann. Resulta

conveniente considerar particiones regulares de la forma P, = {tp =0, ¢; =
b 2b (n=1)b l)b

n’ t2:7,...,t”1— n n:b}7yaque
kb (k—=1b b
Axkzt]e—t}eq:——g:—.
n n n

Por otro lado, como [ es creciente, en cada subintervalo el infimo es

(k- 1)b

my = f(tp—1) = -1 = —

y el supremo
kb
My =f(t) =t = —

Entonces,

SUsP) =1 P) = D (Mi=mi) (6= tir)

k=1

ARy

- “\n n n
2 N 2 2

= b—( 1:b—(n=b— — 0 cuando n — oo.
n? n? n
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Como el limite es cero, concluimos que la funcién SI es integrable. Es im-
portante recalcar la superioridad de la primera definicién sobre esta ltima,
pues no solo nos dice que la funcién si es integrable, sino que ademads da
el valor de la integral. Note también que considerar particiones regulares
nos permite utilizar limites para probar que la funcién es integrable. Para
calcular el valor de la integral usamos sumas de Riemann con las mismas
particiones regulares P, (Ax;, = %) y la regla del extremo derecho z; = ¢

(f(z}) = %), entonces la suma adquiere la forma

R(/,P,) = Zf(xk)A L B

k=1

ik bzn(n+l)

b2 1 2
=g (1+n)_)§ cuando n — oo,

Como I(f,P,) < R(f,P,) < S(f, P,), por el resultado anterior, se tiene

que
b 2
b
rdxr=—.
A 2

También podemos calcular el valor de la integral usando el drea de la region
triangular y verificar que efectivamente es b%/2.

Para ilustrar los tipos de sumas de Riemann, hallamos el valor de la inte-
gral utilizando la regla del punto medio con particiones regulares. Conside-
remos, pues, como altura la imagen del punto medio del subintervalo [#;,_1, t;],
que es

«  Lp—1 T 1 b(k—l)
HTTTg Ty

Recuerde que el punto medio se calcula como un promedio aritmético y

bk] b
+ —] = 5o (2k—1).

n n

tenga en cuenta que para llevar la misma notacién debemos iniciar la suma
en k = 1, asf que el primer z; debe ser 2] que corresponde al punto medio
de [to, t1].

Ahora siguiendo nuestro ejemplo con f(z) = x, tenemos que f(x}) =

x; =g, b (9% — 1), entonces la suma de Riemann queda

n , n b b
R P = 3 fuAn = ) om (2= 1)~
k=1 k=1
2

- S e-n= L amrn-m=
T oo & BELEA M=y
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{Qué pasé con n? {Acaso no hace falta calcular el limite cuando n va para
infinito? En este ejemplo en particular la n se canceld, esto ocurrié por la
naturaleza de la funcién f(x) = x, pues, al escoger el punto medio y trazar
los rectangulos, las dreas de los tridngulos que quedaron por encima com-
pensaron las de los tridngulos que quedaron por debajo, y por eso, la suma
de Riemann nos dio el valor exacto de la integral.

y 7/
y=x

-

|
|
|
|
|
(0,3) ;
(0,0) (1,0) ' *

1 1 X
lktk %] b

2 es integrable sobre

Ejemplo 2.14. Determinemos si la funcién f(x) =
el intervalo [0, b] para b > 0. Como antes, consideremos P, una particién
regular de [0, b], otravez podemos escribir f;, = kn—b, k=1,2,...,n,soloque

en este caso f (i) = t]? = (@) , y tenemos que my, = f((k‘n_l)b) - ((/?—nl)b)Q y

M, :f(%) = (%)2, entonces

n 2 2
5090 -0 -y 3 (2 - (4520
k=1

n

n 18
i DY

3
n—oo
=1 n

3

= hm —(n(n+ 1) —n)
2

= lim b— =0.

n—oo 1

Como el limite es cero, la funcién es integrable. {Cudl es el valor de la inte-

. b+t
gral? Nuevamente, por la regla del punto medio, tenemos que x; = +5=- =

(2~ 1)y f(a}) = £ (2 - 1)2, entonces

R(f,P) = Z 62 (2/e—1)2( ) 32(4’<2 4k +1)

=1
bd (4n3 +4n? + n) b3 ( 1 1 ) b3
_ — 1 _— —

T 4nd 3 E} n o 4n? 3
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b3

b
cuando n — 0. Asi, queda demostrado que / xdx = R
0

Ejemplo 2.15. Probemos que la funcién f(z) = 1 es integrable en el inter-
" £

valo [1, 2]. Para verificarlo, nuevamente usamos sumas inferiores y supe-

riores con particiones regulares P, = {tg = 1,...,4 = 1 + %, e, by =23,

donde Az; = L. Por ser f una funcién decreciente, el infimo es my, = f(4) =
n
7

TV el supremo es My = f(t;_1) = n+2+1’ entonces

SU,Py) —I(f, P,) Z( n n )1

— n+k—1 n+k/n
i 1 B 1 _l_i
kln+/€—l n+k n 22

— 0 cuando n — oo,

1
2n
lo que quiere decir que la funcién es integrable. Hallar el valor de la integral

en este caso no es tan sencillo, tratemos de hacerlo utilizando sumas de
Riemann con una particién regular con la regla del extremo derecho:

R(f:[p)"):i(n?-k)(%)

En este punto, no sabemos cudl es el resultado de esta suma ni mucho me-
nos cémo se comporta cuando n tiende a infinito. Sin embargo, el resultado
es muy interesante, pues, como veremos mads adelante, el valor de la inte-
gral es In 2, asi que lo que hemos obtenido es una forma de aproximar este
logaritmo por medio de una suma, esto es

2 dx S |

{Conocia usted algtin otro algoritmo para calcular un logaritmo natural?

Realice este mismo proceso para probar que / es integrable en [1, 8] y en
general en [1, r], con 0 < r, y aproxime su valor por medio de una suma
de Riemann.
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Ejercicios 2.2

. Sea [ una funcién acotada sobre el intervalo [a, b]. Considere P un

refinamiento de una particién P de [a, b]. Demuestre que S(f, P;) <

S, P).

. Demuestre que las definiciones 2.5 y 2.10 son equivalentes.

. Considere la funcién f(z) = 22 — 22 definida en [1, 3] y utilizando

particiones regulares P, con n = 4, 8, 16, halle: (a) la suma inferior
I1(f, P,); (b)la suma superior S(/, P,); (c) la suma de Riemann con
la regla del punto medio.

. Aproxime? el valor de las siguientes integrales definidas utilizando

sumas inferiores y superiores hasta que S(f, P) — I(f, P) < 0.001.
Escriba un valor aproximado para la integral y explique las razones
de su eleccién.

3 2
dx
2
dzx. .
a)'/ox T c)'/0 o 22
1

/3
b) 4 de. d) / tan zdzx.
0 n/4
b b3 3
. 9 a
. Muestre que para a < b se tlene/ xédx = 3~ g
a

b b
. Muestre que/ 23dr = —.
0

4
4

. Muestre que para 0 < a < b y cualquier nimero real p

b p+1 p+1
/ zldx = b _ 4 .
“ p+1 p+1

Puede revisar las indicaciones que se dan en las secciones 1.23 y 5.2
de [1] y en el ejercicio 4 del capitulo 13 de [5].

. Exprese los siguientes limites como una integral definida en el inter-

valo dado

n

a) lim 3 t;In(1 + t?)Ati, sobre el intervalo [0, 3].

C B . P . . . .
2Utilice una hoja de cdlculo para realizar el ejercicio.
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b) lim i

At;, sobre el intervalo [0, 1], a € R.
i 2 G

9. Exprese las siguientes sumas como una integral definida en un inter-
valo adecuado.

/2
a) lim Z 2n+z I ¢) lim Z (n+§32 .

n—00 ; n—co /2

d) lim Z Ln(n +1i) —In(n)].

7!—?00 Il—)DO

10. Aproxime el valor de la integral de f(x) en el intervalo dado usan-
do una suma de Riemann con una particién regular y tomando como
punto muestra el extremo derecho de cada subintervalo, con n subin-
tervalos.

@ f(x)=4-2xen[0,2],n=38.
®) f(x)=22+xen[0,1],n=6.

11. Encuentre el valor de la integral de f(x) en el intervalo dado usando
una suma de Riemann con la regla del extremo derecho y con una
particion regular.

(@ f(x) =4 -2z en [0, 2].
(b) f(x) =2 +xen [0, 1].

12. Encuentre el valor de la integral usando sumas de Riemann.

1 2
a)/ 1 — 2%dx. c)/ 22+ 22 - ldx.
0 1
1 4
b) / 4 +xdx. d) / addx
0 1

13. Suponga que la funcién f(x), cuya grafica se muestra adelante, es in-
tegrable en su dominio (el arco corresponde a un cuarto de circunfe-

rencia). Encuentre el valor de / f(x)dzx.
0
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14 y=f(x)

— q
wo

14. Suponga que la funcién f(x) de la grdfica es integrable en su dominio
(el arco corresponde a un cuarto de circunferencia). Encuentre el valor

de/ogf(x)dx.

1 ¢
y=[(x)

15. El valor promedio de una funcién f no-negativa en el intervalo [a, b]
se define como el valor de su integral dividido entre el ancho del in-
tervalo, esto es,

T
b—a

Encuentre el valor promedio de las funciones dadas en los ejercicios

valor promedio de f =

10y 11 de esta seccion.

16. Muestre que para una funcién continua f toda suma superior y toda
suma inferior son sumas de Riemann.
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3. Propiedades de la integral

En lo que sigue, mostraremos algunas propiedades de la integral y su sig-
nificado geométrico. Empecemos mostrando que ya tenemos una amplia
gama de funciones integrables: las continuas.

Teorema 2.16. Si [ es continua en [a, b, entonces | es integrable en [a, b].

Demostracion. Supongamos que la funcién / es continua en el intervalo [a, b].
Se debe probar que para todo € > 0 existe P tal que

IS(f,P)—I(f,P)| < e.

y Como [ es continua en [a, b], es uni-
formemente continua en [a, b], en
y=/() otras palabras: para todo € > 0 existe
0 >0,

l tal que para todo x, y € [a, b], si
3; A X |x—y| < &, entonces |f(x)—f(v)| < €.

Dado ;% > 0, como f es uniformemente continua en [a, b], existe § > 0
tal que si |z —y| < &, entonces |f(x) — f(y)| < 7%. Basta considerar una

particién P donde x; — x;_; < § para todo i. Entonces,

/(@) = /0] < 5, siempre que z, y € [ai-1, ).

De hecho, en el caso extremo en que m; es el minimo y M; el mdximo de f
en [x;_1, x;] (que existen porque la funcién es continua sobre un intervalo

cerrado), entonces
€

b—a’

Al calcular la diferencia entre suma superior e inferior tenemos

|M; —m;| <

ISC/P) = 1(f, )| < D IM; = mil (i = 2i-1)
i=1
< i = (zi—x1)
PR

€ n
<3 Z(J’Ei - xi-1)
-3

<L(b—a)=e.
—a
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Nota 2.17. Es posible debilitar las condiciones del teorema anterior y exigir que
la funcion tenga un niimero finito de discontinuidades de salto y la conclusion serd
la misma. La prueba puede hacerse por induccion en el niimero de discontinuidades
de salto. Parte del caso base se prueba en la siguiente proposicion. El paso inductivo
se deja en el ejercicio 24.

Proposicion 2.18. Sea | una funcion definida en [a, b] y continua en (a, b]
con una discontinuidad de salto en a. Entonces, [ es integrable en [a, b].

Demostracion. Como [ es acotada, denotamos por

M =sup{f(x):x € [a,b]} vy m=inl{f(x):x € [a,b]}.

Probaremos que / es integrable usando la definicién 2.10. Considere cual-
quier € > 0, entonces para § existe un § > 0 para el cual 6(M —m) < 3.
Por otro lado, como f es continua en [a + &, b] existe una particién P’ del
intervalo [a + ¢, b] para la cual S(f, P’) — I(f, P’) < §. Entonces, para la

particion P := {xg = a} U P’ de [a, b] se tiene que

S/, P)=I(f,P) =My —omo+S(f,P') = I(/,P’)

<S6M -m)+S(f,P)-I(f,P")
Sifee
donde My = sup{f(x) : x € [a,a+ 6]} y mo = inf{f(x) : x € [a,a+
o]} o

Cuando la discontinuidad de salto estd en el extremo derecho, la prueba
es andloga; el caso en que el salto estd en el interior del intervalo se deja
como parte del ejercicio 24 de esta seccion.

Propiedades de la integral
Propiedad 1. Sean a < ¢ < b, [ es integrable en [a, b] siy solo si [ es
integrable en [a, c] vy [¢, b], ademids,

‘/abf(x)d:cz‘/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Si pensamos en dreas, se puede calcular el drea bajo la curva desde a hasta
b haciendo una parada en c.

Demostracion. (=) Supongamos [ integrable en [a, b], entonces para e > 0
existe una particion P de [a, b] tal que [S(f, P) = I(f, P)| < €.
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Si ¢ es un punto de la particién P, entonces ¢ = t, para algin k =
0,1,...,n,y P’ = {tg, ..., 1z}, P = {43, ..., t,} son particiones de [a, ]
y ¢, b] respectivamente. Para tal €, tenemos que

ISCL P =T P+ SUL P = I PO = IS, P) - I(f, P)| <e,

de lo cual podemos concluir que

ISULP) = I(f, P < ey ISP - I(f, P <€,

en otras palabras, f es integrable en [a, ¢] y [¢, b]. En el caso en que ¢ ¢ P,
consideramos Q = P U {c} y caemos en el caso anterior. o

Ejemplo 2.19. Esta propiedad resulta 1til si la funcién a integrar, el inte-
grando, estd definida por casos

1 0 1
/ |x|dx:/ —xdx+/ xdx
-9 -2 0

1 5
:2 — = —.
979

Propiedad 2. (Integral en un punto)

/aaf(x) dx = 0.

Asumimos esta propiedad como una definicién, ya que consideramos par-
ticiones de intervalos cuyos extremos son distintos. Sin embargo, nues-
tro pensamiento geométrico nos dice que estamos calculando el drea (o su
opuesto) entre la curva y el eje x desde a hasta a, es decir, sobre un inter-
valo de longitud cero, por lo tanto, las dreas de los posibles rectdangulos que
dibujdsemos serian todas iguales a cero.

Propiedad 8. (Inversion de los limites) Para a < b,

'/baf(x)dx = — ‘/abf(;c)d:c

Recordemos que los intervalos siempre van escritos de izquierda a derecha,
de menor a mayor, por lo tanto, calcular la integral desde b hasta a, sabiendo
que a < b, no tendria sentido. Lo que hace esta propiedad es precisamente
darle sentido a esta integral, como la integral desde « hasta b, con el signo
opuesto.

Propiedad 4. (Aditividad) Si [ y g son funciones integrables en [a, b],
entonces f + g es integrable en [a, b] y, ademias,

b b b
/ f(@) +ge) da = / @) d + / ¢(2) de.
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En efecto, sea P = {t, ..., t,} una particién de [a, b], llamemos I; al inter-
valo [#;_1, t;] y consideremos los siguientes nimeros:

m; =inf{f(x) +g(x) :x € ;},  M;=sup{f(x)+g(x):x € L;},
m! =inf{f(z) : x € I;}, M! = sup{f(x) : x € I;},

1

m!" =inf{g(x) : x € I;}, M =sup{g(x) : x € I;}.
Es claro que m! +m!” <m; y M; < M+ M. Entonces,
I(f,P)+1(g,P) <I(f +g,P) <S(f +g,P) <S(/,P) +S(g, P).

Como [ y g son integrables, dado €/2, existen particiones Py P” tales que

’ ’ € 144 144 €
SULPY=I(,P) < 5 v S(@.P) =g, P") < 5.
Si definimos P = P’ U P”, entonces

S(f"'gr P)_I(f'l'g’ P) <

€ €
—+==¢.

2 92
Si hacemos particiones mds finas, como [ es integrable: I(f, P) y S(f, P)

tienden al mismo valor (el valor de la integral), lo mismo sucede con I (g, P)
y S(g, P), entonces por el teorema del emparedado

b b b
(f +)(2)da = / F(2) do+ / (o) da.

Nota 2.20. éEn realidad es claro que m! +m!” < m;? Considere las funciones
f(x) =)z -2 vy g(x) =22 definidas en [0, 2] y los infimos

my :=1nf{f(x) : x € [0, 2]}, mg = inf{g(x) :x € [0,2]}y

m :=inf{(f +g)(x): x € [0, 2]},

verifique que my +mg < m. Construya un ejemplo en el cual my +mg = m.

Ejemplo 2.21. La aditividad puede ser usada para establecer relaciones
entre integrales definidas, por ejemplo,

Ve T
7T=/ ldxz/ sen? x + cos® x dz.
0 0

/e /4
De modo que, 7 — / cos’x dx = / sen? z dz. ¢Puede probar que
0 0

7r C n C
/ cos 6 dh = / sen? @ dg?
0 0



La integral definida o 37

Propiedad 5. (Homogeneidad) Sea [ integrable en [a, b]. Entonces, ¢-f ()

es integrable en [a, b] y, ademds,

‘/abc-f(x)dx:clbf(x)dx.

Demostracion. Nuevamente consideremos una particién P de [a, b], ¢ un
numero real positivo, I; = [t;_1, t;] v los siguientes nimeros:

m; = inf{f(x) : x € I;}, M; =sup{/f(x) : x € I;},
m! =inf{cf(x) : x € I;}, M =sup{cf(x) :x € I;}.

1

Es evidente que m/ = cm; y M = ¢cM;. Como [ es integrable, dado €/c > 0,
existe una particién P tal que

S P =1/, P) < =,

entonces

S(Cf,P)—I(Cf,P):CS(f,P)—CI(f,[p)
=c[S(/,P)-1(/,P)] <e.

Ademads, como

cd(f,P)=1(cf,P) <S(cf,P)=cS(f,P),

otra vez por el teorema del emparedado,

‘/abc-f(x)dxzc/abf(x)dx.

{Qué pasa con el caso en que ¢ sea un nimero negativo? ¢Qué pasa con

c=0? o

Nota 2.22. Las propiedades de aditividad y homogeneidad juntas se conocen como
propiedad de linealidad. Para el lector que halla tomado un curso de dlgebra lineal
0 esté familiarizado con sus resultados, las propiedades 4y & estdn afirmando que el
conjunto de funciones integrables en [a, b] forman un subespacio vectorial real del
conjunio de funciones definidas en [a, b]. Al mismo tiempo, estdn afirmando que
la integral definida en [a, b] es un operador lineal de este subespacio vectorial. El
resultado también se aplica al subespacio de las funciones continuas como veremos
en la siguiente seccion.
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Propiedad 6. (Invarianza respecto a traslacion) Sea [ una funcion inte-
grable en [a, b]. Entonces,

Podemos pensar esta propiedad geométricamente usando el concepto que
tenemos de dreas. ¢En qué se diferencian la graficadey = f(x) yy = f(x—c)?
Para obtener la segunda, hemos desplazado la primera ¢ unidades hacia la
derecha, en el caso en que ¢ es positivo (hacia la izquierda cuando ¢ < 0).
Entonces, ya no calculamos el drea entre a y b, sino que también despla-
zamos el intervalo, también hacia la derecha, como lo muestra la grafica.
En total, estamos calculando el drea de la misma regién, solo que la hemos
movido.

s

Ejemplo 2.23. De la identidad cos (x — g) = senx y la propiedad de tras-
lacién podemos deducir

/2 T P
/ cosx dxz/ cos (x—(—) dz
0 /2 2
Vs
=/ senz dzx.
/2

Propiedad 7. (Contraccion-dilatacion k > 0) (reflexion k < 0) Sea [
integrable sobre [a, b] y k& # 0. Entonces,

/abf(x)dx - % kkbf (%) dz.

a
Demosiracién. Primero supondremos que £ > 0. Como f es integrable en
[a, b], dado 7 > 0, existe una particién de [a, b], P = {tg <11 < --- <1},
de modo que S(f, P) = I(f,P) < £. Ahora construimos una particién Pt
del intervalo [ka, kb] a partir de P, que se define como

Pt o= {th =ka <t <o <tk =kb},
donde tf := k(#;). Note que las imdgenes de f(x/k) para cada subintervalo

inducido por P* coinciden con las imdgenes de f(z) para los subintervalos
inducidos por P, es decir,

{f(@) sz € [timy, 61} = {f(x/k):x e[, 4]}
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Luego los infimos y supremos de dichos conjuntos también son iguales
m; = inf{f(x) :x € [ti1, 4;]} = inf{f(x/k) :x € [, }]} = m},
M; = sup{/ () s x € [tim1, 1]} = sup{/(x/k) 1w € [t}_y, {1} = M.

Entonces para € > 0, existe P*, descrito anteriormente, de modo que
S(f (k) PY) = I(f (x/k), P) = > (M} —mb)(ef &)
i=1
= (M —my) (ke — ki)
i=1

.y Z(Mi —m;) (L — Li-1)
i=1
=k(S(f(x), P) - I(f(x), P))

€
<k—=¢€.

k
Ademds, como
RI(f,P) =I(f(x/k), P*) < S(f(x/k), P*) =kS(f, P),

por el teorema del emparedado y la propiedad de homogeneidad, tenemos
que la integral es

kb b
f(x/k) dx = /e/ f(x) dzx.
ka a
Cuando k£ < 0, considere la particién de [kb, ka]
Pt .= {t§=kb <t}{ < <tﬁ=ka},

donde t* := k(t,_;). De esta forma, los conjuntos que resultan ser iguales
; £
son

(f(@) :x € [timy, 1} = {f(x/k):xe [, 1)

Entonces, sus infimos y supremos coinciden y, de manera andloga al caso
anterior, probamos que

ka b
/ F(e/k) da = (<k) / @) da,
kb a

y aplicando la propiedad 8 de inversion de los limites de integracién se ob-
tiene el resultado. o



40 o laintegral definida

Ejemplo 2.24. Asumiendo que /01 e* dx = e — 1, podemos deducir que

1/8 -1
3x e
dx = .
A‘ e X 3

Ejemplo 2.25. Asumiendo que /Oﬂ senx dx = 2, podemos deducir que
/2 1
/ senxcosx dr = <.
0 2
Aplique la propiedad de contraccién para £ = 1/2 y tenga en cuenta la
identidad sen(2x) = 2 senx cosx.

Propiedad 8. (Comparacion) Supongamos [y g dos funciones integrables
sobre [a, b], con f(x) < g(x) paraa < x < b, entonces

[bf(x)dxslbg(x)dx.

Nuevamente, pensando en dreas, la afirmacion es clara a partir de la grdfica.

‘ ‘ y=g(x)
5 = f(x)

f X

a b

En general, dada una particion P = {ty < --- < 1, } de [a, b], se tiene que
M/ = sup{f (@) : x € [ti-1, 1]} < sup{e(@) : @ € [t1, 1]} = M.

Esto implica que para cada suma superior de f existe alguna suma superior
de g que la acota, basta con tomar la misma particién

S(f,P) <S(g, P),

y como para cada suma superior de g existe alguna suma superior de f por
debajo, entonces

b
/ f(x) dx = inf{S(f, P) : P es particién de [a, b]}

b
< inf{S(g, P) : P es particién de [a, b]} = / g(x)dx. (2.2)
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Propiedad 9. Si f(x) es negativa en el intervalo [a, b], es decir, su grifica se

b
encuentra por debajo del eje x, entonces la integral / f(x)dx corresponde
a

al opuesto del drea de la regién que se encuentra entre la curva y el eje x.
Por ejemplo, consideremos f(x) = x — 2, su grdfica es una linea recta con

pendiente 1, que corta al eje y en y = —2. Entonces, el valor de /02 x —2dx

corresponde al negativo del drea del tridngulo que queda marcado, es decir,

/ng - 2dx = -2.

1 x>0,
Ejemplo 2.26. Definimos la funcién signo como sgn(z) =40 z =0,
-1 z<0.

Su grifica es la funcién a trozos que se
muestra a la izquierda. Es integrable en
cualquier intervalo finito, pues solo posee

5= o % 1 3 una discontinuidad de salto. Podemos

. 3
— 0 calcular, por ejemplo, /_2 sgn(x)dx = 3—
2 2 como el “drea de la parte positiva, me-

nos el drea de la parte negativa”.

Ejercicios 2.3

1. Pruebe el reciproco de la propiedad 1.

2. Encuentre el valor de las siguientes integrales usando propiedades e
interpretacién como dreas. Aqui [|x|] denota la parte entera de x.

a) /OQQxdx. 0) 03[|x|]dx.
b) [;xdx. 1) _:[|x|]dx.
) /04|x|dx. 9) _25[|2x|]dx.
d) [:|x|dx. h) 03[|x2|]dx.

n
3. Encuentre una férmula para/ [|z|]dx, conn € N.
0
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

La integral definida

Sean f y g dos funciones continuas sobre el intervalo [a, #] y sean
mi,m!,m!’, M;, M!'y M!" como en la propiedad 4. Demuestre que
m!+m!" < m;yM; < M+ M. Bajo qué condiciones se tiene la
igualdad?

. Realice una prueba formal de la propiedad 6.

. Demuestre la propiedad 9.

Sea [ integrable en [0, b]. Utilizando propiedades de la integral,

b b
(a) pruebe que si f es par, entonces / f(x)dx = 2/ f(x)dzx.
b 0

b
(b) Pruebe que si f es impar, entonces / f(x)dx = 0.
b

1
Asuma que / V1 —2?dx = § (épor qué?) y encuentre el valor de
0

1/vr
/ V1 - ra? dx, donde 0 < r, e interprete el resultado geométri-

0
camente.

. Verifique las siguientes igualdades utilizando las propiedades de la in-

tegral e identidades trigonométricas.

a) / cosx dx = 0.
0

/2 n
b) / senx dx = —/ cosx dx.
0 7/2

Suponga que / es una funcién continua en R tal que f(38x) = 7/ (x)
y, ademds, se conoce que /01 f(x) dx = 1. Calcule fogf(x) dx.

{Toda funcion integrable es continua? Si la respuesta es si, haga una
prueba, en caso contrario, exhiba un contraejemplo.

{Toda funcién acotada es integrable? Si la respuesta es si, haga una
prueba, en caso contrario, muestre un contraejemplo.

Pruebe que si f es una funcién continua e inyectiva en el intervalo
[a, b], entonces f~! es integrable en su imagen.

Si / es derivable y estrictamente creciente en [0, a], con f(0) = 0,

Of(a) fNa)dx = af(a) - foa [ (x)dx. Explique geométrica-

mente por qué esto es cierto.

entonces
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15. Para la funcién f que se muestra a continuacién, encuentre el valor

3
de / f(x)dx (el arco corresponde a media circunferencia).
-1

1 y=/(x)

-1

10
16. Encuentre el valor de f(x)dzx, donde

() r—2 -2<ux<4,
x) =
2 4 <z <10.

3n

’ f(x)dzx, donde

_I
2

Fa) = {senx -5 <

X
219 Iogp<dX
T 2

17. Encuentre el valor de

1
18. Encuentre el valor de / f(x)dz, si existe, donde
-1

x x €Q,
f(x)—{_x o

a
19. Encuentre todos los valores de a paralos cuales / | senx + cosx|dx = 0.
n
T

20. Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

1 1
a) / |z|dx < / x?dx.
-1 -1

2
b)‘A z(x—1)(x-2)dx =0.
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1
c) ./0 (x - 1dx =0.

1
d)/ |x|dxz = 0.
-1
e) /Qcosxdx:—/ cosx dx.
0 3

n
9 n—a
/) / cosx dx = —/ cosx dx, para0 < a < F.
a n
2

LR i,
g) sen®x dx < sen“x dx.
0 0

2 9 2
h) / et dx < / etdx.
1 1

21. Realice la grifica de la funcién sgn(senx) y, a partir de ella, calcule las
siguientes integrales.

2” nm
a) f sgn(senx)dzx. d) A sgn(senz)dx, n € N.
0
b) sgn(senx)dx. e) / sgn(senx)dzx, a > 0.
0 —a
¢) ” sgn(senx)dz. f) / sgn(senx)dxr, n € N.
) 0

292. Determine la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

a) Si f(z) es una funcién absolutamente integrable, esto es, la inte-
gral / |f (x)|dx existe, entonces se tiene que la integral / f(x)dx
también existe.

b) Sea f una funcién positiva e integrable sobre el intervalo [0, 1].
Entonces, /Olf(x)dx = 0 siy solosi f(x) = 0 para todo x €
[0, 1].

23. Muestre ejemplos de funciones que sean continuas en todos los puntos
de un intervalo cerrado [a, b], excepto en un nimero finito de puntos
en los cuales tiene discontinuidades de salto, y que no tengan médximo
y/0 minimo. Esta es la razén de que en la prueba de la proposicién
2.18 se tomen el supremo vy el infimo.

24. Pruebe que una funcién definida en [a, b], continua en todo punto del
intervalo, excepto en un nimero finito de puntos en los cuales tiene
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discontinuidades de salto, es integrable. Sugerencia: realice la prueba
por induccién en el nimero de discontinuidades.

a) Complete el caso base (proposicion 2.18) para cualquier funcién
que tiene una discontinuidad de salto en un punto ¢ € (a, b).
Considere un intervalo adecuado alrededor de ¢ y 5.

b) Plantee la hipétesis de induccién para cualquier funcién que tie-
ne hasta n discontinuidades de salto.

¢) Realice el paso inductivo: considere una funcién continua en casi
todo punto de [a, b], excepto en n + 1 puntos.

2
25. Utilice las propiedades de la integral para acotar el valor de / 239 dx.
)

4. Teorema Fundamental del Calculo

En esta seccién presentaremos dos resultados fundamentales para el estudio
del cdlculo integral. El primero de ellos, el teorema del valor medio para
integrales, que es consecuencia directa del teorema de valor intermedio para
funciones continuas. Si pensamos en dreas, el teorema muestra la existencia
de un punto ¢ en el intervalo [a, b] tal que el drea del rectdngulo con base
el intervalo [a, b] y altura f(¢) coincide con el drea entre la curva y el eje x,
sobre el mismo intervalo.

y v=/f@)

El segundo resultado importante, llamado Teorema Fundamental del Cdlcu-
lo, en adelante notado como TFC, muestra la relacién existente entre la
derivada y la integral que, como sabemos, pueden considerarse procesos
Inversos.
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Teorema 2.27 (Teorema de valor medio para integrales). Sea / una funcion
continua en [a, b]. Entonces, existe a < ¢ < b tal que

b
f f@)dz=(b—a) 0.

Demostracion. Como [ es continua sobre el intervalo cerrado [a, b], es aco-
tada. Sean pues m = min{f (z) : x € [a, b]} y M = max{f(x) : x € [a, b]}.
Entonces, para todo x entre a y b,

m<f(x) <M
b
mb—a) <I(f,P) S/f(x)dxﬁS(f,lP’) <M(b-a)

b

Por el teorema de valor intermedio para funciones continuas, f(x) toma
todos los valores entre m y M, es decir, existe ¢ € [a, b] tal que

fabf(x)dx

fle) =
que era lo que buscdbamos. o

Note que este teorema garantiza la existencia del punto ¢, pero no nos
dice cémo hallarlo. Aunque esto no debe suponer mayor problema para
nosotros, pues a menudo en nuestros razonamientos es suficiente saber que
el punto existe, aunque no se conozca. Sin embargo, después de aprender
a calcular las integrales, para encontrar el punto ¢ basta conocer la funcién
inversa de f.

Ahora bien, a partir de la demostracién anterior, también podemos con-
cluir que si f es integrable sobre [a, b], y allim < f(x) £ M, entonces

b
m(b—a)S/ [(@)dx < M(b - a). (2.3)

Teorema fundamental del cdlculo

Demos paso al teorema mds importante de nuestro curso, no por nada se
ha ganado el adjetivo de fundamental. De hecho, podriamos saltar todo el
tratamiento de integrales definidas que hicimos con sumas superiores e in-
feriores y empezar el curso con este teorema. Pero nuestro propésito es di-
ferente, queremos que el estudiante no solo muestre habilidad en el cdlculo
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de integrales, sino que comprenda el nicleo del tema. Bajo esa directriz y
con la intencién de prepararnos para los futuros cursos de andlisis matema-
tico, hemos hecho el estudio previo.

Consideremos nuevamente una funcién / integrable sobre el intervalo
[a, b] (y, por lo tanto, acotada), definimos una nueva funcién asi

F(x) := /If(t)dt.

Note que F'(x) es una funcién que depende de la variable x, y ¢ es una varia-
ble superficial que utiliza la funcién f, pero debe ser distinta de . También
observe que la funcién F estd determinada por la constante a.

Ejemplo 2.28. Consideramos la funcién F(x) := / t dt, donde x puede
1

ser cualquier nimero real.

T AT ‘.3 T 7 T o ‘.1 T
/ tdt=4 / tdt=0
J1 J1

Figura 2.1: De izquierda a derecha F(2), F(3) y F(-1). En los tres casos,
el eje horizontal es el eje t.

Observe que no tiene sentido la definicién H (x) := fII f(x) dzx, tratemos
. 2 . . ..

de evaluar {H (2) = /1 2 d2? Si considera otra definicién como H (x) :=

/le(x) dt, cada vez que evalie H (x) estard integrando una funcién cons-

tante distinta, por ejemplo, H(3) = flgf(?)) di = 2f(8) y, en general, se

tendria H (z) = (x — 1) f (x).

La funcién F(x) estd determinada por su limite inferior, si lo cambia-
mos, obtenemos otra funcién. Por ejemplo, si G (x) := fox t dt, es suficiente
evaluar en algun valor para darse cuenta que F # G. En la tabla de abajo
presentamos las imdgenes de algunos valores,

;c 2 [-1] 0 1] 2 38
F(x) [ 8/2] 0 | -1/2| 0 [8/2] 4
G@) | 2 [1/2] 0 |1/2] 2 [9/2
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Sin embargo, las funciones F' y G definidas en el ejemplo anterior estdn re-
lacionadas, pues ambas son continuas, derivables y sus derivadas coinciden,
como lo veremos mas adelante.

Suponga que f(¢) es una funcién continua en [a, b], ¢ algiin nimero tal
quea < ¢ <byheR, tenemos

c+h c
F(c+h)—F(c):/ f(t)dt—/ f(t) dt

= /cc+hf(t) dr.

Supongamos que & > 0, entonces, por el teorema de valor medio para in-

(2.4)

tegrales, para cada & existe k;, con ¢ < k;, < ¢ +h, tal que
c+h
dt = h) — k
) J (@) dt = [(c+h) —clf(kn) ©2.5)

= hf (ky).
Entonces, por (2.4) y (2.5),

. F(c+h)=F(c) .. hf(ky)
lim ———————~ = [im ——=

h—0* h =0t h (2.6)
= hlir(r)l+f(kh)'

Dado que [ es continua, el dltimo limite existe y converge a f(c). Andlo-
gamente, cuando i < 0, el limite por la izquierda converge a f(¢), por lo
tanto, I es derivable para cada punto ¢ de [a, b]. Observe que estamos asu-
miendo tnicamente el limite por derecha para calcular F”(a) y el limite por
izquierda para calcular F’(b). Bajo estas consideraciones, tenemos que

F'(c) = ;{%w = /(¢

y hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 2.29 (Primer teorema fundamental del cdlculo, TFC-I). Sea [
continua en [a, b]. Entonces,

F(x) = / f(t)dt
es una funcion diferenciable sobre [a, b] y

F'(z) = [ (x).
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Tenga en cuenta las siguientes observaciones.

b b x
Nota 2.30. Si definimos G (x) := f(@)dt = f(t)dt - f(t) dt, en-
tonces '/"C '/a '/a

G'(x) = =f(x).
Nota 2.31. Six < ay F(x) := /If(t) di = —/af(t) dt, entonces

Fi(z) = =(=/(2)) = [ (2).

h(x)

Nota 2.32. Considere la funcion H (x) := /a f(t)dt, donde h es una fun-

cion diferenciable de x, esto es, H es una composicion de funciones, entre F (x) =
/a Y F(t) dt y la funcion h(z). Por lo tanto, si queremos hallar la derivada de
H(x) = (F o h)(x), tenemos que aplicar la regla de la cadena, asi

H'(x) = F'(h(z)) - b (x).

Ejemplo 2.33. Para encontrar la derivada con respecto a x de

2x+1
H(x) = / édt,

consideramos F'(x) = f(lx edety h(x) =2x+1, entonces H(x) = (Foh)(x)y
H'(z) ="' 2.

Corolario 2.84. Sea [ continua en [a, b] y supongamos que existe g tal que
g’ (x) = f(x). Entonces,

b
/ f(@) da = g(b) - gla).

Demosiracion. Sea F(x) definida como antes. Entonces, por el teorema 2.29,
tenemos que F’(x) = f(x) = g’(x) sobre [a, b]. Luego,

F(x)=g(x) +c.

De donde ,
F(b) = / (@) dt =g(b) +c, (2.7)

F(a)z/df(t) di =0=g(a)+c. (2.8)

b
Restando obtenemos / f(t)dt = g(b) — g(a). o
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En el Corolario 2.34, asumimos que f es continua en [a, b], sin em-
bargo, es suficiente considerar que f sea integrable en [a, b]. Este resultado
no es una consecuencia del TFC-I, por lo que debemos hacer una prueba
independiente.

Teorema 2.35 (Segundo teorema fundamental del cdlculo, TFC-II). Sea

[ integrable en [a, b] y supongamos que existe g(x) definida sobre |a, b] tal que
g’ = f. Entonces,

b
/ f(@) da = g(b) - g(a).

Demostracion. La prueba que presentamos a continuacion se sigue de [5].

SeaP = {tp < t; < --+ < I} una particién de [a, b] y, como antes, m; =
inf{f(x) : t;-.1 <x <t;} yM; =sup{f(x) : t,-1 < x < t;}. Entonces, para
i=1,...,nyparacadaxen [x;_1, x;], se tiene que

mi(x; — 2i-1) < f (@) (2 = 2i-1) < Mi(2; = xi-1),
y como g’ = f en [a, b],

m;(x; — ;1) < g'(@) (2 — xi-1) < Mi(2; — xi21). (2.9)
Para algin z* en [x;_1, x;], se tiene que g’ (z*)(x; — x;_1) = g(x;) — g(x;_1)
a causa del teorema de valor medio para funciones derivables. Entonces,

sumando el término central en (2.9) y sumando para cadai = 1,...,n,
llegamos a

imi(xi —xi1) < ig(xi) -g(xi-1) < iMi(xi - 1),
p) i1 i-1

pero esto no es mds que

I(f,P) <g(b) —gla) <S(f, P),

es decir, g(b) —g(a) estd en el medio de cualquier suma inferior y cualquier
suma superior, y ya que / es integrable debe coincidir con el valor de la
integral

b
/ (@) da = g(b) - g(a).
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Ejercicios 2.4

1. En la prueba del TFC-I, considere que & < 0 y pruebe que

lim
h—0~

F(c+h) - F(c)

= /().

2. Halle un valor de a adecuado para que se satisfaga la igualdad.

a) / 9% dt =% - 1.
b) / Qdi=x>-92
c) / edt=e"—1.

3. ¢{Esposible hallar un valor real para a de modo que / 2 di =22+ 1?

4. Use las funciones dadas para encontrar el valor de las integrales apli-

cando el TFC-II.

4
a)/ 9z dx, g(x) =22
2

3
b)/ 32%dz, g(x) = x°.

c) / cosf db, g(0) =send.

—dx, g(x) =

d)/

0 /1 ﬁ, (@) = VX

5. Encuentre el valor de la integral.

4
a) / (5—t+2%)dr.
1
1
b)/ (8 + xvVx)dx.
0

6. Utilice el TFC para probar que

b bn+1
2" dx = -
p n+1

1
) /_1 eldt, g(t) =¢'.

o )

h)/ (In10)10°dz, g(z) =
10*.
/4

i) secx tanxdx, g(x) =secx.
0

2
c)/d—x
1 X

1
d) /1 V1 - 22 dx.

T2 g(x) = arctan x.

an+1

—_ -1.
n+1’ n#
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7. Encuentre las siguientes derivadas.

d "1+t PR
)%/2 e g)ﬂfo e dt
d R Y f'x arcsen t2dt
) %/2 e 0 %/1‘ om0
d 8 1+:¢ d send
C) ﬁ‘/x; 1—tdt. l) %‘/H If4 di.
4
d) i/ sen(t? + 1)dt. ) i b# z
dx 22+1 J Iz ; Tzt
d [F 4l d 12 +2+1
T ————dr. a +20+ 1
’ ds/l a1 £ dx./o 2 -4 dt.
d rr sen 6 d v .
D @/Syﬂ mdg' Iy E./o el dt.

8. Encuentre C% (F_l(x)), donde F(x) = / %dt.
‘ 1

9. Derive la funcién F(x) con respecto a x, asuma que / es integrable en
el intervalo dado.

a) F(z) = [ af (t)de.
b) F(x) = [} f(x)dt.
¢) Fx) = [; f/(t)dt.

10. Determine la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

a) Sea f(x) una funcién positiva y continua. Entonces ¢(x) = /OE f()dt
es creciente para x > 0.
fx sent?dt

b) limL— =1
x—0 x

JiN2+1de
¢) lim 1—:1
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Suponga que F(x) es una funcién derivable en un intervalo abierto (a, b),
entonces la derivada es una nueva (y tnica) funcién f(x) definida en el mis-
mo intervalo, que denotamos por F’(x) o %F (x). Otra forma de expre-
sar la relacion entre F' y [ es diciendo que F es una antiderivada de [ .
Sin embargo, si una funcién f tiene una antiderivada, entonces tiene tantas
antiderivadas como nudmeros reales, basta sumar una constante real a una
antiderivada para obtener otra. Por ejemplo, F(x) = 22 es una antiderivada
de f(x) = 2xy F3(x) =22 +8, Fr(x) =2%+7my F s(x) = 22 -5 son todas
antiderivadas de f, en general, F¢(x), donde C representa un ndmero real.
El conjunto de todas las antiderivadas de una funcién f se llama integral
indefinida y se denota por

ff(x) dzx. (8.1)

Cuando se conoce al menos una antiderivada F' de f, la integral indefinida
se expresa como

/f(x)dx:F(x)+C,

donde C recorre el conjunto de nimeros reales.

En estos términos, la primera parte del teorema fundamental del cdlculo
nos dice que toda funcién f integrable en [a, b] posee una antiderivada que
se define como

F(zx) = /xf(t) dt, (3.2)

y esta funcién F estd determinada por su limite inferior. Volviendo a nuestro
ejemplo anterior, una antiderivada de f(x) = 2z es F_4(x) = 22 — 4 y esta
corresponde a [; 2t dt. Halle F_;(z) en la forma (3.2), {puede encontrar
una antiderivada de f definida como en (8.2) que corresponda a 22 + 1?, {es
posible que faI 2 di = /}f 2t dt con a # b?

Por otra parte, el TFC-II provee una manera de hallar el valor de una
integral definida de una funcién integrable f/ siempre que se conozca una
antiderivada (cualquiera) de esta. Por eso, en adelante vamos a exponer va-
rias técnicas para calcular antiderivadas e integrales indefinidas.

Por ejemplo,

/2xdxzx2+C,

es la integral indefinida de f(x) = 2z vy g1(x) = 22 + 8, go(z) = 2% + %,

g(z) = 22 son antiderivadas. Usando el TFC-II y cualquier antiderivada,
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podemos hallar el valor de la integral definida

3
/ 2x dx
2

o _ 1) 1) _
g2(3>—g2<z>—(9+2) (4+2)_5
2(3)—g(2)=9-4=5

g13)—g1(2) =(9+3) - (4+3) =5.

El valor de la integral es independiente de la antiderivada que escojamos.

Nota 3.1. Observe que la antiderivada vy la integral definida son distintas. El
problema de hallar la antiderivada de una funcion f consiste en encontrar una
Juncion F tal que F' = f. Mientras que la integral definida de [ desde a hasta b es
un miimero real. Por supuesto, si conocemos la antiderivada, es muy fdcil hallar el
valor de la integral definida, pues por el TFC solo necesitamos evaluar en los limites
de integracion.

Ejemplo 3.2. / senx dxr = —cosax + C.

/” senx dr = [-cosx]j = —cos(m)— (—cos(0))
0
1+1=2.

Observe la notacién que hemos usado para decir que la funcién — cosx se
evalia en b y en a y se hace luego la diferencia.

Las propiedades de la integral indefinida son consecuencia de las pro-
piedades de la derivada. Si F es una antiderivada de f y ¢ es una constante,
entonces [cF (x)]" = cF’(x) = cf (x), es decir, cF es una antiderivada de ¢f.
Se tienen entonces las siguientes propiedades para la integral indefinida.

0 [e@de=c [ f@is.

@ [ o= [ f@des [ g

1. Algunas integrales indefinidas
(inmediatas)

Antes de estudiar las técnicas para hallar antiderivadas, vamos a repasar las
derivadas de funciones tipicas que son estudiadas en un curso ordinario de
cdlculo diferencial y las vamos a expresar en términos de integrales indefi-
nidas que llamaremos inmediatas. En las siguientes integrales b > 0, n # —1
y k representan constantes.
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1. /kdx:kx+ C. 9. /cchxdx:—cotx+ C.
xn+1
9. /x" dr = +C. 10. /secx tanx dx = secx + C.
n+1
3. /ldx=ln|x|+ C. 1. /cscxcotxdx:—cscx+ C.
x
) 1
4. /e"f dr =¢* + C. 12. 7.2 dx = arctanx + C.

<

E / 1
L 13. ———dx =arcsenz + C.
ey Vi

6. /senxd:c=—cosx+ C. dx =arccosx+ C.

s

7. /Cosxdx=senx+ C. 14. /senhxdx=coshx+ C.

8. /sechdx:tanx+ C. 15. /coshxdx:senhx+ C.

{Por qué es necesario el valor absoluto en 3.?

2. Problemas con condiciones iniciales

Existe una gran variedad de problemas que involucran antiderivadas y en los
que se dan condiciones iniciales para responder una pregunta en concreto,
lo que hace necesario encontrar la constante de integracién, que hasta ahora
parece desempenar un papel secundario. Veamos unos cuantos ejemplos.

Ejemplo 3.3. Ecuacién de una curva dada la pendiente. Suponga que se
conoce la pendiente de la recta tangente a una curvay = f(x), como funcién
de x, y se quiere hallar la ecuacién de dicha curva.

Recuerde que en el curso de cdlculo diferencial se proponia el problema
opuesto, esto es, dada una curva, encontrar la pendiente de la recta tangente
en un punto dado. Para resolverlo, se deriva y se evalda en el punto en men-
cion. Es este caso, haremos lo contrario, esto es, integraremos la pendiente
para encontrar la funcién. Mds precisamente, si la pendiente estd dada por

= % I b @~ 945 6, escrito d
m(z) = 2x°, entonces lo que sabemos es que 7= = 2x° 6, escrito de otra
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forma, dy = 2x%dx, lo que nos lleva a la solucién

x()

y=5+C. (3.3)

Pero observe que esta solucién es una familia de curvas, solo cuando halle-
mos la constante C tendremos la tnica curva que pasa por un punto dado y
satisface la condicion. Esto es, hace falta una condicion inicial para resolver
el problema. Suponga que la curva buscada pasa por (1, 4). Si sustituimos
estos valores en la ecuacion (3.3), obtenemos C = % y, asi, la curva buscada
esy= “%() + %, que a menudo se escribird como 3y = 2% + 11.

Es frecuente que en la literatura se hable de la pendiente de la curva, que
puede considerarse un abuso del lenguaje, pero no debe suponer mayor
problema, lo que se quiere decir es la pendienie de la recta tangente a la curva.

Ejemplo 8.4. Crecimiento de poblacién. La tasa de crecimiento dP /dt de
una poblacién de bacterias es proporcional a t3/2, donde P es el tamaifio de
la poblacién y ¢ es el tiempo en dias, 0 < ¢ < 10. El tamafio inicial de la
poblacién es de 20 bacterias. Después de 4 dias, la poblacién ha crecido
hasta 180 individuos. Estime el tamafio de la poblacién después de 9 dias.

dP < C
De acuerdo con la informacién dada, planteamos la ecuacién o k32

t=0 P =20,
t=4 P =180.

Reescribimos la ecuacion “pasando a multiplicar dt” e integramos a ambos

con condiciones iniciales {

lados
dP = kt32dt
/dP =/e/ 32 dy
2 5/2
P =k3z +C. (8.4)

Hallamos las constantes usando las condiciones iniciales asi:

= Sustituimos ¢t = 0, P =20y obtenemos

luego
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s Sustituimos t =4, P = 180 para hallar &:

Qk C
180 = =452 1 20

5
64k
160 = —
5
25
iy
2 ’

asi, la expresion (8.4) para la poblacién de bacterias queda

P = é (2?5) 52 + 90 = 5:%/2 + 20.

Para responder la pregunta, reemplazamos ¢ = 9 y obtenemos
P=5-972490=1235,

esto es, después de 9 dias, la poblacion serd de 1235 bacterias.

59

Ejemplo 3.5. Movimiento vertical uniformemente acelerado. Una pelo-

ta es lanzada hacia arriba desde una altura de 2 metros con una velocidad

inicial de 10 metros por segundo. Determine la altura maxima alcanzada.

Usaremos las conocidas ecuaciones de la fisica para aceleracion y veloci-

dad a = ‘fl—’; yV = fl—‘?, donde a, V' y S representan la aceleracién, velocidad

y posicién, respectivamente. La condicién dada dice que en el tiempo ¢ = 0
se sabe que S = 2y V' = 10m/s. Ademds, sabemos que % = -9.8m/s2,

entonces

dV =-9.8dt
V=-98t+C,

sustituimos ¢ = 0 y // = 10 para hallar la constante C:

10 = -9.8(0) + C
10=C,
esto es,
V =-9.8t + 10.

Como V = ‘Cl{—‘j =-9.8¢ + 10, tenemos

dS = (-9.8: + 10)d:
S=-4.92+10t+C.
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Sustituimos ¢t = 0, S =2, conlo cual 2 = Cy, y asi
S =—-4.912+ 101 + 2.

Ahora bien, la pelota alcanza su mdxima altura cuando la velocidad es cero,
esto es, resolvemos la ecuacion 0 = —=9.8t+10,lo quenosdat = % =1.02s.
Entonces, su maxima altura es

Spar = —4.9(1.02)% + 10(1.02) + 2 = 7.10204m.

Ejemplo 3.6. Depreciaciéon. La tasa de depreciacion dV /dt de una ma-
quina es inversamente proporcional al cuadrado de (2¢ + 1), donde } es el
valor de la mdquina ¢ afios después de que se compré. El valor inicial de
la mdquina fue de 45000 délares, y su valor decrecié 13000 délares en el
primer afo. Estime su valor después de 7 afios.

La ecuacién diferencial que expresa la tasa de depreciacién es
v _ k
dt  (2t+1)2°
y las condiciones iniciales que da el problema son
t=0, V =45000
{t =1, ¥V =382000.

Entonces,
k
dV = ———dt
(2t +1)2
k
T+l c.
Sustituyendo las condiciones iniciales, tenemos que £ = 19500y C = 25500,
luego
19500
Asi que el valor de la mdquina después de 7 afios es
1
V= 915500 + 25500 = 26800 ddlares.
Note que al hacer la integral hemos omitido el signo menos y el 2, esto es, en
lugar de escribir /' = % +C, permitimos que la constante k£ absorbiera

el —=2 en el denominador. Esto no debe suponer ningtin problema para el
estudiante que haya decidido dejar el signo menos, pues al final el valor de
la constante debe coincidir.



La integral indefinida « 61

Ejemplo 3.7. Rendimiento financiero. Supongamos que P es una canti-
dad de dinero que se presta para una inversién. Usualmente, por esta canti-
dad, se percibe un rendimiento financiero o interés, un pequefio porcentaje
sobre el dinero adeudado, que denotamos por (100 X 7) %, cada cierto pe-
riodo de tiempo m. Luego del primer periodo m = 1, el saldo de la deuda
esP+i-P = (1+1)-P, después del segundo periodo m = 2, el saldo seria
(1 +4)% - P, y asi sucesivamente, en el n-ésimo periodo m = n, la deuda
asciende a (1 +4)" - P. Es decir, que la deuda del siguiente periodo crecerd
en la misma proporcién. Este tipo de rendimiento se aplica después de la
terminacién de cada mes y de forma discreta. Abajo vamos a explicar, si-
guiendo las consideraciones anteriores, cémo hallar una funcién continua
que arroje el interés en cualquier instante de tiempo.

Ahora consideramos que el tiempo es una variable continua con el fin
conocer la deuda en cualquier momento, ademds, seguiremos la regla de
que la deuda crece proporcionalmente al monto adeudado. Siy = f(¢) re-
presenta la deuda en el instante ¢, entonces

f(0)="r, la deuda inicial, (3.5)
d
d—{ =rf(t), el creciemiento de la deuda es (3.6)

proporcional a la deuda actual.

Como | representa una deuda en continuo crecimiento, podemos asumir
que f # 0, ademds, si satisface la ecuacion (3.6), también debe satisfacer

S
J(@)

El lado izquierdo de esta ecuacion es la derivada de In(f (x)), por eso, si

calculamos la integral indefinida a ambos lados, entonces obtenemos
In(f(t))=rt+C,

y despejando finalmente f, obtenemos la forma general que debe tener una
funcién que satisface (3.6)

f@) =Ke",

donde la constante es K = ¢C. La condicién (8.5) se utiliza para hallar una
tnica funcién, ya que P = f(0) = Ke'® = K, es decir, que la funcién que
arroja el valor de la deuda en cualquier instante de tiempo ¢ es f(t) = Pe™.
Para hallar el valor de r, basta evaluar f(1) = P(1 +i) = Pe", es decir, que
r=1In(1+1).
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Ejercicios 3.2

1. Determine la integral indefinida. Suponga a # 0.

a) / 5s ds. n) / o de.

b) /4xdt. n) /senae de.
¢) / 9r° dr. i) / cos az dx.
d) /de. 0) /secandx.

e) /\/3}+\d/ﬁ dx. ») /cscgaxdx.

2z

1)) /x4—§+z—2dx. q) /secax tan ax dzx.
g) /v(v2+2)2 dv. r) /cscaxcotaxdx.

3_2 a
b [ 9 [ e

2 1) /;dx

V1 — a2x2

- ) [
7 /0—csc9cot6d0. u N z
k) /sen2x dz. V) /senhax dzx.
D) /tangxdx. w) /coshax dx.

2. Use propiedades de la integral y el TFC-II para calcular las integrales
definidas.

1
a)/ 1+ 2z + 422 dx. d)/ V1 -2 dt.
0
2
b)/ 2r — e dx. e)/ (4y3+2y)dy.
-2

'371

c)‘/1 Vi (1+1) dt. /) |senx| dx.
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. Encuentre el valor de f(2).
a) / f(@)di =2 (1+x).
0

f@ (
b) / 2 dt = 2% (1+2).
0
. Halle una funcién que satisfaga las condiciones dadas.

a) f(x) =2f"(x) y f(0) = 3.
b) f(x) =zf"(x)y f(1) =e.

. Suponga que la pendiente de la curva y = f(x) es 822. Encuentre la
ecuacion de la curva si se sabe que pasa por el punto

@) (1, 1). by (1,5).

. Suponga que una particula se mueve con funcién de posicion s(z),
velocidad v(¢) y aceleracion a(t). Dadas las condiciones iniciales, en-
cuentre la posicién.

a) a(t) = 10m?/s, v(0) = 5m/s, s(0) = 3m.
b) a(t) = (2 + D)m?/s, v(0) =4m/s, s(0) = lm.

. Determine cudl de las siguientes graficas corresponde al problema de
valor inicial % =322, y(2) = 10.

ki

20 20
1 15
1 16 16
1 1 |
|
2 2 2 |
|
0 10 10 |
[
s s s
6 / 6 \ 3
4 4 .
/ \
2 / 2 \
o o o
7 T 2 T p 2 CR T2 CR T
2 2 2

8. Determine la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

a) Si [ es par, entonces una de sus antiderivadas es una funcién
impar.

b) Si f es impar, entonces una de sus antiderivadas es una funcién
par.

¢) Si f es par, entonces todas sus antiderivadas son impares.

d) Si f es impar, entonces toda antiderivada de f es una funcién
par.
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{Es posible encontrar la antiderivada de e* *? ide sen(x?)? ide ﬁ? Después
de pensarlo un rato y hacer algunos cdlculos, nos damos cuenta que no es fi-
cil encontrar una antiderivada de estas tres funciones. De hecho, no existen,
esto es, hay funciones que no tienen antiderivada. Pero si lo que queremos
es calcular una integral definida, usamos un método numérico para aproxi-
marla.

1. Regla del trapecio

Consideremos vy = f(x) una funcién positiva y continua sobre el interva-
lo [a, b]. Tomemos ademds una particién P = {a = xg, x1,...,x, = b}.
Aproximamos f(x) por una poligonal, como lo muestra la figura, y calcu-
lamos el drea de cada trapecio, luego sumamos las dreas y obtenemos una
aproximacion para el drea entre la curva y el eje x desde a hasta b.

Hacemos la particién regular, de modo que la longitud de cada subintervalo

es
b—a

n
El drea del trapecio que tiene como base el subintervalo [x;_1, x;] es

A, = (f(xi—l);‘ /(i) )

Ax =

Ax,

y si escribimos v, en lugar de f(x;), tenemos

A; = (yl_lT-'-yl) Azx.

Sumando todas las dreas, obtenemos
Az Ax Az Ax
A= 7@0 +y1) + 5O +y9) + 7@2 +y3)+ et o O +Yn)

Ax
Y (Vo+2y1+2y9+ -+ 21 + ) -
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Teorema 4.1 (Regla del trapecio). Sea [ una funcion acotada sobre el intervalo

b
[a, b]. Podemos aproximar / [ (x)dx por medio de

Ty= 5 (yo+ 21+ 29+ -+ 2y_1 +30)

donde P = {a = xg, x1, ..., x, = b} es una particion del intervalo [a, b] en n
subintervalos iguales, cada uno de longitud Ax = b;—“, y donde yi, = [ (x).

Note que hemos enunciado el teorema sin imponer condiciones a la fun-
cién f, aunque al inicio del capitulo dijimos que f debia ser positiva y conti-
nua sobre el intervalo. La positividad se requiere, puesto que estamos pen-
sando en dreas, pero una vez obtenida la férmula nos damos cuenta que no
es necesaria. .o mismo pasa con la continuidad, pues si la funcién tiene una
discontinuidad de salto, digamos en « = d, se trabajan por separado los in-
tervalos [a, d] y [d, b]. Lo que si es necesario es que la funcién sea acotada,
pues discontinuidades de tipo infinito no se pueden manejar en estas sumas
finitas.

Empezamos aplicando el método a una funcién cuya antiderivada es co-
nocida, por lo tanto, podemos comparar el valor que obtenemos por medio
de la regla del trapecio con el valor exacto de la misma.

1
Ejemplo 4.2. Aproximemos / x2dzx usando la regla del trapecio, conn =

0
4. En este caso, tenemos que Ax = 1%0 = %, los x; son

1 1

3
x0 =0, TL=, X2 =G, A3 =, xg =1,

y los correspondientes v, son

yo =0, f@) =
(1Y
=) T 16
(11
yZ_ 2 _4’
(3.9 |
=1 T 16 o

ye=(1)2=1.
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Entonces, aplicando la férmula, tenemos

Ax
-5 (Yo + 2y1 + 2y9 + 2y3 + y4)

1 1 1 9 11
§(0+2(16)+2(Z)+2(E)+1)—@—0.34375.

Ty

{Cudl es el valor real? Note que esta es una integral muy sencilla que ya
hemos hecho, precisamente, la consideramos aqui porque conocemos su
valor exacto, que es % Observe también que el valor de la aproximacién
nos dio por encima del valor real, lo cual estd acorde con lo que muestra la
grifica. Podemos preguntarnos entonces {cudl fue el error que se cometic?
El error absoluto es

Eaps = T = Lvacsal = 10.34875 — 1| = 0.010416,

donde I ;414 €s el valor exacto de la integral, mientras que el error relativo
es
|Tn - Iexacta| _

|[e:cuctu|

Eyy = 0.03125,

esto quiere decir que el porcentaje de error al aproximar con Ty fue de

3.125%.

s
T 1]
Ejemplo 4.3. Encontremos el valor aproximado de / —de usando
0 1+x
la regla del trapecio, con n = 20, y comparemos con el valor real.
Delta k xk (1% kA2) 2y k
0.039269908 0 0 1 1 En la tabla de la izquierda pue-
1 0.03926991 0.99846025 1.9969205 . .
2 007853982 099386931 108773863 den leerse los siguientes da-
3 0.11780972 0.98631086 1.97262172 t - D lt' . d . A _
4 0.15707963 0.97592014 195184027 795(') ¢lta corresponde a Ar =
5/ 0.19634954 0.96287803 1.92575605 1~ _ or C .
6 0.23561945 0.94740345 1.89480691 20 - 0'0392699082 aprOXI_
7 0.27488936 0.92974463 1.85948926 mado hasta 10 Cifras deCimaleS.
8 0.31415926 0.91016984 1.82033968
9 0.35342917 0.88895828 177791657 L la columna x;, estdn los ele-
10 0.39269908 0.86639154 1.73278307 ..
11 043196899 0.84274506 168se912  mentos de la particion, esto es,

=
~

04712389 0.81828634 1.63657269 _ ! la sioui
051050881 079326094 1ssss2187 Lk = 0 + kAz. En la siguiente

0.54977871 0.7678978 1.53579559 — _
0.58904862 0.74240247 1.48480494 COlumna’ tenemos Ye = f(xk) -

0.62831853 0.7169568 1.4339136 ;2 y, en la ﬁltima, el producto
0.66758844 0.69171873 1.38343745 1+xk

0.70685835 0.66682283 1.33364565 — _
0.74612825 0.64238149 1.28476298 ka para k - 1 haSta k - 19’ y

0.78539816 0.61848646 0.61848646 para k=0 y k =20 se conserva

suma 33.9036458 el valor de y;.
T_20= 0.66569653

Finalmente, hemos hecho la suma yg + 2(y; + - - - + ¥19) + ¥90 v, frente a la

NN
CL XNV AW

casilla denotada por Ty, tenemos el valor de la aproximacion, esto es, Tog =
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%(suma). Ahora bien, si utilizamos el software WolframAlpha! para hallar
el valor de la integral, este nos arroja como resultado 0.6657737500; que
es, por supuesto, otra aproximacion, aunque posiblemente con un método
mds preciso que el que hemos usado y muy seguramente con un nimero
de iteraciones n mucho mayor que 20. Para terminar, el error absoluto esta
vez fue

E . =10.665696528 — 0.6657737500] = 0.000077222,

mientras que el error relativo (suponiendo que el valor exacto de la integral
es el obtenido por medio del software) fue

E
E, = —% —0.0001159884,

exacta

lo que significa que el porcentaje de error cometido fue del 0.011 %. Si ana-
lizamos la informacién que nos da el error absoluto, vemos que la aproxi-
macién dada coincide con el valor real en cuatro cifras decimales.

Ahora bien, resulta que es posible acotar el error cometido al aproximar
la integral usando la regla del trapecio. ¢Cudl es la finalidad de hacer esto?
Algunas veces no se sabe cudl es el niimero minimo de iteraciones que nos
van a llevar a una buena respuesta, en el sentido en que la diferencia con el
valor verdadero sea tan pequefia como se quiera. Mds precisamente, dado
€ > 0, se pretende encontrar n tal que |T,, — Lyqcq] < €. La demostracion
del siguiente resultado puede encontrarse en el apéndice B.

Error en la regla del trapecio. Si /' es continua y M es una cota superior
para los valores de |f”’| en [a, b], entonces el error E7 en la aproximacién
por la regla del trapecio, de la integral desde a hasta b de f(x) en n pasos,
satisface la desigualdad

1
Ejemplo 4.4. Suponga que se quiere aproximar la integral f x2dx con
0

un error menor a 0.001. {Cudl es el n adecuado?

IPara la tabla se ha usado Microsoft Excel Version 15.19.1. Para el valor exacto hemos
usado la aplicacion WolframAlpha (Versién 1.4.2018021301)[aplicacién mévil]. Descar-
gado de: https://play.google.com/store/apps/details?id= com.wolfram.android.alpha.
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Tenemos que /' (x) = 2, entonces M = 2 es cota para |f”’| en el intervalo
[0, 1], y ast

3
|Ep| < % = # <0.001
1 e
6(0.001) ~
166.6 < n?
12.9 < n,

es decir, necesitamos al menos n = 18 subintervalos para lograr esa preci-
sion.

Nota 4.5. Observe que para lograr una aproximacion con cierta precision es ne-
cesario conocer la segunda derivada de la funcion y el valor M dado en la iltima
desigualdad, pero hay otra forma de hacerlo. En el ejemplo anterior, la precision se
obtiene con n = 13, asi que podriamos realizar las aproximaciones Tyg y T1g. Al
compararlas, no obstante, verificamos que las respuestas dadas no coinciden en las
dos cifras decimales que se piden, pero si hacemos T3y lo comparamos con T4, de
acuerdo con el resultado obtenido en el ejemplo, la diferencia entre estas dos si debe
ser menor que 0.001. Este método serd particularmente iitil cuando se use la regla
de Simpson, pues se hard necesario conocer la cuarta derivada de la funcion.

2. Regla de Simpson

Suponga que tenemos nuevamente una funcién continua y positiva sobre el
intervalo [a, b] y queremos aproximar el valor de su integral, pensando en
que es el drea bajo la curva. Para ello, consideramos una pardbola que pasa
por los puntos (a, f(a)), (b, f(b)) vy, adicionalmente, el punto (c, f(c)),
donde ¢ es el punto medio del intervalo [a, b], esto es, ¢ = % Observe que
el polinomio

(x—c)(x=b) (x —a)(x-b)
(a-c)(a-0b) (c—a)(c—10)

satisface que P(a) = f(a), P(b) = f(b) y P(c) = f(c), asi que P(x) es el

polinomio cuadrético? que describe la pardbola en cuestién. Vamos a apro-

(x—a)(x—c)

P(x) = f(a) (b—a)(b—c)

+f(c) “4.1)

+/(0)

2E1 polinomio P(z) se conoce como polinomio de interpolacién de Lagrange de orden

2.
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ximar fabf(x)dx por medio de fab P(x)dzx.

b
[ [olzgezh, it b g aata),

a—-c)(a-0) (c—a)(c—0b) (b—a)(b-c)
_ f(a)(b—a)(2a+b—3c) N fle)(a—-b)3 N F(b)(b—a)(a+2b—38c)
6(a—c) 6(c —a)(c-10b) 6(b-c)
_J@b-a) 4/()0b-a) [)-a)
6 6 6
=22 @ 4@ + D). 1.2

Ahora vamos a refinar este procedimiento, esto es, tomamos una particién
regular P = {a = xg, x1, ..., x, = b} de [a, b]. Al tomar dos intervalos

consecutivos, digamos con base en los
subintervalos [xg, x1] v [x1, 2], po-
demos construir una pardbola que pa-
se por los puntos (xo, y0), (x1,31)y
(xg,v9), donde y, = f(x;), como lo
muestra la figura. De acuerdo con el

razonamiento anterior, el drea bajo tal

pardbola estd dada por Ay = 2z [f(x0) + 4/ (x1) + f(x2)] . Como la par-
ticion es regular, podemos escribir xg — xy = 2Ax, asi que

Ax
Ay = o [vo +4y1 +ye] .

Suponga ahora que encontramos la pardbola que pasa por los puntos (xg, y9),
(x3, v8) v (x4, v4); el drea bajo la curva estda dada por A9 = AT“ [yo +4yg +y4] .
Repetimos este procedimiento hasta los dos tltimos subintervalos y obte-

nemos que el drea bajo la curva serd A,,_9 = % [Yu—o +4v,_1 +y,] . Al su-

mar estas areas, obtenemos la aproximacion deseada

Ax

I =S, := 5 [vo+4y1 +yo +yo +4yg +ys+ -+ 9+ 4y, + ¥l
Ax

=3 [vo+4y1+ 2y +4y3 + 2y + - - + 2y, 9 + 4y, + ¥ ] .

Observe que para aplicar esta regla es necesario que n sea par.

Teorema 4.6 (Regla de Simpson). Sea [ una funcién acotada sobre el intervalo

b
[a, b]. Podemos aproximar / [ (x)dx usando
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S=5 (yo+4y1 + 22 +4y3 + 2+ + Qg +Ayu1 + )

donde n es par, Ax=1%,yk=f(xk)parak:O,l,...,n.

1
Ejemplo 4.7. Aproximemos / x2dz usando la regla de Simpson, con n =
0

4. Igual que en el ejemplo 4.2, tenemos que Ax = 11—0 = i, los x; son

1

3
$O=0,x1:Z,x2: ’x3:Z7x4:17

1

2
1 2 1 2 1

y los correspondientes y; son yg =0, yj = (Z) =15, Y2 = (5) =1, ¥3=

2 2
(%) = % y y4 = (1) = 1. Al aplicar la férmula, obtenemos

1
S 19 (vo +4y1 + 2y9 +4y3 +y4)

)il

Observe que en este caso, obtuvimos el valor exacto de la integral, épor qué?

Ejemplo 4.8. Aproximemos el valor de / ! mdx usando la regla de
0 x

Simpson, con n = 20, y comparémoslo con el valor real y con el encontrado
en el ejemplo 4.3.
En la primera columna de la tabla,

Delta k x_k 1/(1+x_kA2) z_0

0.039269908 0 0 1 tenemos Azr = 42—0 = 0.039269908,
1 0.03926991 0.99846025 .
2 0.07853982 0.99386931 en la tercera columna, hemos dis-
3 0.11780972 0.98631086 1 1 1 _
4 0.15707963 0.97592014 puesto los x y, en la cuarta, los y; =
5 0.19634954 0.96287803 l :
oo eTe 7. Frente a la casilla suma, hemos
7 0.27488936 0.92974463 k 1 1 d 4 2
8 031415926 0.91016984 puesto el valor de yo +4y; +2yg+-- -+
9 0.35342917 0.88895828 :
e o 2y18 + 4y19 + v90. Finalmente, frente
11 043196899 0842745% g |a casilla marcada como Sy, tene-
12 0.4712389 0.81828634 . .. .
13 051050881 079326084  OS la aproximacion pedida. Al com-
14 0.54977871 0.7678978
151 0.58904862] 074240247 parar con el valor real (dado por Wol-
16 0.62831853 0.7169568
3 0.66758834] 0.69171873 framAlpha), tenemos que el error ab-
18 0.70685835 0.66682283 SOlutO flle
19 0.74612825 0.64238149
20 0.78539816 0.61848646

o s0.8613651 E,, =10.665773763 — 0.6657737500|

S_20= 0.66577376 — 0 000000013
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Esto nos muestra que la aproximacién obtenida con la regla de Simpson
coincide con el valor real en las primeras siete cifras decimales, lo cual pa-
rece bastante bueno, y definitivamente mejor que la aproximacién con la
regla del trapecio.

De manera andloga a la regla del trapecio, tenemos una relacién entre
el error cometido al usar esta aproximacion y el nimero de subintervalos,
para una mayor explicacién al respecto vea el apéndice B.

Error en la regla de Simpson. Si /) es continua y M es cualquier co-
ta superior para los valores de |/ (x)| en [a, b], entonces el error Eg al
aproximar la integral de f(x) desde a hasta b con n subintervalos satisface
la desigualdad

M - a)®

Eq| <
IEs| < g0

Ejemplo 4.9. Encuentre el nimero minimo de subintervalos necesarios

2
para estimar / —de, con un error menor que 1074,
1 X

De acuerdo con la afirmacién previa, hallamos la cuarta derivada de f
y la acotamos en el intervalo dado. Como f(z) = 272, f’(x) = —2x78,
f7(x) =627, f77(x) = =247 y fW (x) = 120279, entonces [ alcanza
su maximo en [1, 2], cuando z = 1, y dicho mdximo es £ (1) = 120,
es decir, este es el valor de M que nos sirve (de hecho, cualquiera mayor).
Luego,

M(b-a)® 120(1)°
180n*  180nt
120 A

<
180 x 104 ~
g 10* < n?
6666.6 < n*

9.08 < n,

<10

|Es| <

es decir, el nimero par buscado es n = 10.

Ejercicios 4.2

1. En cada caso, considere una particién regular de 8 subintervalos y
aproxime el valor de la integral definida con la regla del trapecio y la
de Simpson. Compare con el valor exacto de la integral.
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3
a)/ edx. c)/
itz
/3
b)/ . d)/ tan xdzx.
1+ a2

2. Aproxime el valor de las siguientes integrales usando los métodos de
trapecio y Simpson, con n = 4, 8, 20. Después, encuentre el valor
exacto, si es posible, o utilice un software para hallarlo y compare.

1. 2
a)/ & dr. d)/ In22%dx
0
1
b)/ senx2dx. 8)/ l—dx
0 nx
1/2 ) b y
c)/o cose'dx. / /er —1+x2 x

1
3. Aproxime / f(x)dx usando los dos métodos, con n = 10, donde
0

senr sz #0
f@w=1 -+ °
sizx=0.
3
4. Halle dos aproximaciones de / —dx, una con la regla del trapecio,
1 X

otra con la regla de Simpson, con errores menores que 1073,
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Cuando nos enfrentamos al problema de hallar una antiderivada, a menudo
debemos usar un método para encontrarla. Es poco usual que se nos ocurra
una funcion tal que su derivada sea.... En este sentido, tenemos que verificar
si la funcion dada estd en nuestra “lista”de derivadas, si se “parece”a alguna
conocida o si es necesario hacer una modificacion para acercarnos a alguna
de las antiderivadas conocidas.

Bidsicamente, existen dos métodos para hallar integrales: sustitucion y
partes. Los restantes, que serdn presentados en el libro, son modificaciones
de estos, que se apoyan en identidades o descomposiciones que disminuyen
el grado de dificultad -casi siempre- de una expresién. En todos los casos,
tratamos de dar ejemplos clave, en los que mostramos el corazén de ca-
da técnica, asi como un amplio nimero de ejercicios, que el lector podrd
completar a lo largo de la lectura.

1. Regla de sustitucion

Esta seccién la empezamos con el primero de los métodos de integracion:
sustitucién simple. En adelante, el estudiante debe preguntarse cudl de los
métodos es posible aplicar, empezando por el mads fécil. Después, gracias
a la experiencia ganada tras realizar varios ejercicios, la intuicién de cudl
método utilizar serd mucho mads acertada.

11. Sustitucion en integrales indefinidas

Dadas dos funciones diferenciables F'(x) y g(x), que se pueden componer
para x € [a, b], podemos hallar la derivada de la composicién usando la
regla de la cadena:

ar dg

d
o P =75

dx

Si llamamos f a la derivada de F, es decir, F'(x) = % = f(x), tenemos que

[Fe@)]’ = f(g()) - ¢’ (@),
Luego, por el TFC-I,
/ flg@) - g'(x) dx = / [F(e(@)] de= F(g(x)) + C.

Si cambiamos un poco la notacién, y en lugar de escribir g(x) escribimos «,
lo que formalmente se conoce como el cambio de variable u = g(x), entonces
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tenemos que cambiar todo a términos de u, es decir,

du ,
E =g (1‘),
0 mejor
du = g'(x) dzx. 5.1)

Al escribir la integral que estamos buscando, cambiamos todo a nuestra nue-
va variable u, asi,

/ flg(@) - ' (x) do = / fu) du = F(u) +C,

y al regresar a términos de x, tendremos que

/f(u)du:F(u)+C:F(g(x))+C.

Note que la ventaja de trabajar con u es que podemos encontrar la antide-
rivada mads fdcilmente, de hecho, hay que procurar un cambio de variable
que nos lleve a una integral conocida, o, al menos, mds fécil de encontrar
que la que tenemos inicialmente.

Nota 5.1. En la notacion de Leibniz de derivada %, tanto df como dx carecen
de valor e incluso de sentido si se consideran individualmente, sin embargo, esta
notacion es compatible con la de integral f [ dx v permite hacer manipulaciones
algebraicas como en (5.1).

Ejemplo 5.2. Para hallar / (22 + 22) cos(z® + 32%)dx, hacemos la sustitu-

cion u = 2%+ 822, de donde du = (322 +6x) dz, o mejor %du = (22 +2x)dz.
Sustituimos estos datos en la integral, con lo que tenemos

/(Jc2 + 97) cos(x® + 8x?) dx = /
1

=—senu+C

-3

1 C
=3 sen(z® + 22?) + C.

1
3 cosu du

Ejemplo 5.3. Para calcular / V2z + 1 dx, hacemos el cambio de variable

u=2x+1,du = 2dzx, o equivalentemente %du = dx. Entonces,
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/\/Qx—+dx— /\/_du

§ u3+C

- . (2e+1E4C.

co »—‘l\DI»—'

Ejemplo 5.4. Calculemos / xV3x — 2 dx. La sustitucién que parece ade-

cuada es « = 3x — 2, con lo cual du = 3dx, pero iqué hacemos con la otra x
que estd en el integrando? Recuerde que todo debe quedar en términos de
la nueva variable. Entonces, despejamos x, de donde x = %, y ponemos
todo en la integral.

/x’/—3x di = u+2\/__
5[ (u+2>u”2du=$ [y

1(2 2 g/
_ 5/2 L 9%, 8/2
9(5 +23u )+C

_ % (%(395 _9)5/2 %(335 _ 2)3/2) e

No existe un tnica forma de realizar la sustitucién ni tampoco existe una
tnica solucién. El siguiente ejemplo lo ilustra y ademas resalta el uso de la
constante C que se agrega en la integral indefinida.

Ejemplo 5.5. Considere la integral
/ tan @ sec 6 d6. (5.2)

Como [tan 8]” = sec? 6, parece natural hacer la sustitucién w = tan 6, luego,
dw = sec? 6 df, haciendo que la integral (5.2) se transforme en

/wdw =(1/2)w?® +C
= (1/2)tan® 6 + C. (5.8)

Por otro lado, en (5.2) también se puede hacer la sustitucién v = sec y
dv = tan 8 sec 8 d6, lo que conduce a

/vdv = (1/20v+C
= (1/2)sec? 0 + C. (5.4)
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Las integrales indefinidas (5.3) y (5.4) son iguales como conjuntos. La cons-
tante C solo representa que cualquier otra antiderivada se obtiene agregando
una constante real, ademds, tan® 6 + 1 = sec? 6, esto quiere decir que ambas
integrales indefinidas son correctas.

La sustitucién no siempre es evidente y en algunas ocasiones no resuelve
el problema inmediatamente, lo que hace necesario involucrar varias técni-
cas y estrategias.

Ejemplo 5.6. Considere la integral
1
/ In(yz) dr,
x

la sustitucién no parece evidente, pero podemos cambiar la forma de la in-
dx
N

tegral utilizando la sustitucién u = Vr y du = transformando la integral

/'2muodu
= du.

La sustitucién para la segunda integral es un poco mds evidente w = In(u)

€n

ydw = %, asi, obtenemos
/ 9w dw = w? + C
= [lnu]?+C
= [InVz]? + C.

Otra forma de resolver este problema es utilizando las propiedades de loga-
Ina'/2 _
X

ritmo, mads precisamente, podemos escribir el integrando como

%1“7"”, asi que la integral queda

1 Inx 1 22
§/7dl‘—§/2dz Z+C

= +C,

donde hemos hecho la sustitucién z = Inx (muy parecido al caso anterior).
Nos preguntamos si estas dos respuestas coinciden. La respuesta es afirma-
tiva, pues podemos escribir

[Inx]? Inx
E

2
- —] ~ [Inva]2.

Sin embargo, también hubiese sido posible resolver el problema utilizando
una sola sustitucion, a saber, v = In(y/x), que no es evidente.
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1.2. Sustitucion en integrales definidas

. . b
En el caso en que queremos calcular la integral definida fa f(g(x))-g'(x)dx
usando el método de sustitucion, también debemos cambiar los limites de
integracion. Esto es, si hacemos el cambio « = g(x), los limites se cambian
asi:

b g(b)
/ f(g(@)e’ (2) de = / ) du.

g(a)

0
Ejemplo 5.7. Calcular / z(z? +8)* dz. Hacemos u = g(z) = 22 + 3,
-1
du = 2x dzx, o mejor %du = xdzx, ademds, g(-1) =4y g(0) = 3.

0 g(0)
/ x(x? +3)dx = / —utdu
-1 g(-1) 2

54
1 | 1
—__ .| _ _45_ 5
2 [5]3 L
1 781
= - 51024 - 243) = - T2,

Si le parece complicado el cambio de limites, puede elegir no hacerlo; en
lugar de eso, debe regresar a la variable original y evaluar en los limites ori-
ginales. Para ello, conviene trabajar con la integral indefinida, en el ejemplo
previo tendriamos

1 u®
2 4 _ 4 -
/x(x +3) dx—Q/u du 10+C

2 35
_@+3p

C.
10

A continuacién evaluamos en los limites originales

0 9 570
3
L o + ) = %_1
_3_5_4_5_35_45
10 10 10 ’

que coincide con el resultado obtenido usando el primer método. Observe
que la constante de integracién tuvo un papel secundario en este ejemplo.
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Nota 5.8. Es muy importante escribir correctamente y tener cuidado de no mezclar
las dos variables, esto es, dentro del integrando solo se debe escribir la letra x vy, por
lo tanto, dx, o solo la variable u y du. Ademds, los limites de integracion deben
corresponder a la variable con respecto a la cual se estd integrando. A continuacion
algunos ejemplos de lo que NO se debe hacer.

/ x(x? +8)dx = / xutdx ERROR!!

No se deben mezclar las dos variables.

0 0
C 1
/ x(z? + 8)dx = / §u4du ERROR!!!
-1 -1
=1y 0 son limites de x, no de u.

Al hacer la sustitucion u = x* + 8, tenemos que du = 2xdzx, luego, dx = g—'; Por
eso, algunas personas estdn tentadas a escribir

/ x(z? +3)4dr = / Tu ‘Zl—” ERROR!!!
X

No se deben mezclar las dos variables.

Si tenemos la integral f 0849, como (sen®)’ = cos @, podriamos pensar en

cos 6
tomar u = sen 0, du = cos 0d0 y escribir
sen 0 u
/ do = / — ERROR!!!
cos 6 du

du siempre debe “multiplicar’al integrando.

Ejerciclos 5.1
1. Use la regla de sustitucion para encontrar las siguientes integrales. En

algunos casos, puede haber mas de una posibilidad para la eleccién de
u.

a) /x\/x2 +1dzx. c) /costsethdt.

b) /(sent)ec"”dt. d)/sen(\/_)



e) /ex(l+62‘”) dx.
/) /xV4x—3dx.

g) /tanQd@.
h) /cot@d&.

7) /(Qx— V7 + 2x dx.

7 /xsen(xQ) dx.
k) /(Jc+1)4 dz.
) /(7x—1)2018dx.

m) /cos3xdx.
n) /sen3x dzx.
) /lan3xdx.

2. Resuelva mads integrales.

)/ Q¢+ 1

a

x2+2x+1

b) /cos59d9.

c) ‘/sen‘aﬁde.

)/ senx
4 +cos?x

e) / csch do.

3. Encuentre la integral/sec@ do = / sec 0 -

Técnicas de integracion

1
0)‘/3+x2dx
5
d
p)/7+3x2 *

q) /x2v2x—ldx.
r) /(x2+2x)Vx+3dx.

1
—dx.
s),/x2+2x+2 *
t)/L
22462+ 10"
/ dt
u) —_—.
(8 + 51)°
x
v)/l_xgdx.

2
w) /ln(;: ) dx.
[Inz]?

y) /ex V1 +e* dax.

7) /u\/u2+ldu.
7) /u3Vu2+ldu.

secH +tan @
secH +tan 6@

b b
4. Demuestre que / f(x)dx = / fla+b—2x)dzx.

85
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5. Compruebe la propiedad de contraccién-dilatacién

/abf(x) d = %/]:bf L

para f integrable en [a, b], con k # 0, utilizando la regla de sustitu-
cion.

Integracion por partes

En este libro, desarrollamos dos reglas de integracién: por sustitucién y por
partes. Sin embargo, aplicando estas reglas y haciendo manipulaciones al-
gebraicas, se deducen algunas estrategias de integracién que presentaremos
en las secciones posteriores. La integracion por partes es una técnica que
transforma una integral en otra, es decir, que no resuelve inmediatamente
el problema de hallar una antiderivada.

Consideremos dos funciones f y g con derivada continua. Partiendo de
nuestros conocimientos bdsicos de cdlculo diferencial, sabemos que

[f-gl' =/f-¢g+[f-g.

Si integramos a ambos lados, se tiene

[ arae= [ gdes [ 1oga
[rgic=rg- [rgd

donde hemos usado el teorema fundamental del cilculo. Se puede usar la

0 mejor

siguiente regla de mnemotecnia

/udv = uv — /vdu.

Y si lo que queremos es la integral definida, tenemos:

f () - ¢'(2) dz = [f (2) - g ()], f (z) - g(z) da.

Cuando se tiene el producto de un polinomio p(x) por una funcién cuya
integral es periédica g(x) (como es el caso de senx, cosz, %), se puede
considerar u = p(x) y dv = g(x) dz, de esta forma la complejidad de la
integral disminuye hasta llegar a la integral / g(x) dx.
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Ejemplo 5.9. Para calcular/ zsenx dx, consideramosu = x, dv = senx dz,

con lo cual du = dx y v = — cosx. Entonces,

/xsenxdx =x(-cosx) —/(— cosx)dx

=—xcosx+senx +C.

{Qué pasa si se elige u = senx y dv = xdx? En ese caso, tendriamos du =
1‘2 . . -
cosx dx, v = . Al aplicar la férmula, quedaria

2 2
xsenxdx:§senx— §cosx dx.

Aunque esto no es un error, la eleccién que se hizo de « y dv no nos lleva a
una integral mds facil de calcular que la que teniamos, asi que lo descartamos
y nos quedamos con la primera eleccién.

Ejemplo 5.10. Para calcular / 2% di, tomamos u = 12 y dv = ¢* d1,

entonces du = 2tdt y v = %e&.

. 1. 1.
238t g, _ 2 = 3t _ -8
/te dt =1 3e /3e 2t dt

23
:tg —é/e3‘-zdt.

En este caso, vemos que la segunda integral no es inmediata, pero es bas-

tante mds fdcil que la primera, pues ahora tenemos ¢ en lugar de ¢2. Esto
quiere decir, que aunque el método de integracién por partes no nos ha da-
do la solucién inmediatamente si mejoré nuestro problema (disminuyé el
exponente de ¢). El procedimiento ahora es utilizar nuevamente integracion

por partes para resolver la segunda integral. En este caso, u = t, dv = ¢3dt,
3

1 e3z_
2 3t 3t 1
/tg-e:’”dt t; - [t-%—§/e3‘dt]
"3 33
92

conlocualdu =dt yv =5
92
3
t2 3t 9 3t 1 3t
e _g[t e 1. ¢

+C.

379797

{Qué ocurre si en la segunda integral tomamos u = €%, dv = tdt? iQué
ocurre si en la eleccién inicial tomamos u = ¢ y dv = 12dt?
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Después de responder estas preguntas, confirmamos dos hechos. El pri-
mero es que si en el integrando aparecen las funciones senx, cosx, e*, con-
viene integrarlas, es decir, considerarlas como dv; el segundo es que si hay
que utilizar el método de integracién por partes mds de una vez, debemos
mantener nuestra primera eleccién. Para precisar esta idea, trate de encon-
trar la antiderivada de ¢* sen x.

Otras veces nos enfrentamos a integrales de funciones muy simples, en
algunos de estos casos, cambiar por la integral de una funcién mds compleja
permite resolverla. En particular, es muy ttil para encontrar las integrales
de las funciones inversas. Empiece encontrando la antiderivada de arctan x.

Ejemplo 5.11. Calculamos / In|x| dz. Tomemos u = In|x| y dv = dx,

entonces du = % y v = x. A diferencia del caso anterior, el grado del poli-
nomio aumenta, pero la integral se puede resolver:

dx
/ In|z|de =xIn|z| - / r—
x
=zln|z|-z+C.
Hay casos en que la complejidad no disminuye ni aumenta y al aplicar in-
tegracion por partes volvemos a un miltiplo de la integral inicial. Entonces,

conviene asociar una incégnita a la integral y resolverla como una ecuacion.

Ejemplo 5.12 (La integral incégnita). Suponga que queremos calcular la

integral / = | ¢* senx dx. Aplicamos el método de partes, conu = %, du =
e*dx, dv = senxdx, v = — cosx, lo que nos lleva a
I = / e’ senx dx
=—e"cosx + / cosx e* dzx. (b.5)

Para realizar la tltima integral del lado derecho, aplicamos partes una vez
mads, con u = ¢ y, esta vez, dv = cosxdx, con lo cual du = e*dx y v = senx
(a esto nos referiamos cuando dijimos que debiamos mantener la primera
eleccion), entonces

I:—excosx+efsenx—/senxex dx.
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Note que hemos obtenido otra vez la integral I, esto puede escribirse de la
siguiente manera:

I =—-¢“cosx+e*senx—1 = 2] =e*(senx — cosx)
e.[
= [= E(senx—cosx)+C.

Nota 5.13. No siempre se puede resolver la integral utilizando la técnica de la
integral incdégnita. Dada f sen? ¢ dt, escogemos u = sent 'y dv = sent dt. Luego,

/sethdt:—costsent+/cosgtdt (5.6)
:—costsent+sentcost+/sengtdt.

En este caso, llegamos a que O = 0, que no es de ayuda para resolver la integral.
La sugerencia es que en (5.6) se utilice la identidad cos®>t = 1 — sen® t en vez de
volver a hacer integracion por partes.

En ocasiones, es necesario aplicar la integracion por partes varias veces
antes de resolver la integral. En estos casos, se puede hacer una tabla que
permite agilizar los cdlculos; considere f f(x)g(x) dx. Asumamos que co-
nocemos suficientes antiderivadas de g: Gy, Gy, ..., donde G, = G, y
G| = Gy = g, ademds supongamos que f tiene derivadas conocidas de to-
doslos ordenes f(V, f@ . donde [f™]" = f*D y (O = £ Entonces,
si aplicamos integracién por partes escogiendo los papeles

u=f"(z) dv = G, (z)dx
du = [ (2)dx v =G (2),

tenemos
[r@ew de=61-1© - [ 116 da
=Gy =Gy Vs [ 196y do
=GO Gy fD 4Gy fO /f@)GQ dx,

y asi sucesivamente hasta que decidamos parar o se solucione la integral.
Observe que podemos hacer una lista de las derivadas y antiderivadas, las
flechas indican el producto entre las funciones y un signo adicional que se
agrega a cada término. Observe que si [/™]” = 0, la integral se resuelve
completamente y el dltimo sumando seria f"~1G,.
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Ejemplo 5.14. En la integral / (x® + 222 — 1) cos x dx claramente se debe
tomar u = 25 +22% — 1 para reducir su grado y dv = cos z dz, sin embargo, se
debe aplicar la integracién por partes 4 veces. En este caso, es mejor utilizar
el método anterior:

u 23 +2%2-1 8x2+4x 6x+4 6 0
dv cos T senx Zcosx —senx cCOsx,
entonces + - + -

/(9@3 +9x7 — 1) cosx dx = (23 +22% - 1)senx + (82? + 42) cos x
—(6x+4)senx —6cosx+C
= %+ 222 — 62— 5)senx + (3Jc2 +4x —6)cosx+C,

en este caso se resolvié totalmente la integral, ya que [f ] = 0.

Por dltimo, veamos un ejemplo donde se combinan los dos métodos que
hemos estudiado.

Ejemplo 5.15. Encontremos la integral indefinida f zInadx. En primer

lugar, haremos integracion por partes, considerando « = Inx y dv = xdz, lo
2

que nos lleva a du = ldx y v = 4. Entonces,

x2 2 1
/xlnxdx—glnx—/g-;dx

2 1
%lnx—§/xdx

2 2
=%lnx—%+C.

Ahora bien, alguien puede pensar de manera distinta e iniciar con la susti-
tucién z = Inx, con lo que dz = %dm, despejando dx = xdz. Pero como toda
la expresion debe quedar en términos de la variable z, escribimos x = ¢* v,
asi, dxr = ¢*dz, luego la integral original se transforma en

/xlnxdx:/ez-z-ezdz:/ze2zdz.

Sibien esto no resuelve la integral, se puede aplicar el método de integracién
por partes para terminar el ejercicio. Escogiendo « = z y dv = ¢?*dz, con lo
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quedu =dzyv= %, la integral queda

zeQz 622
=g ¢
9 9
z¢lnx =z
- LIRS

9 a1 v

que coincide con lo obtenido previamente. Aunque la segunda forma pa-
rezca un poco mads larga, ya que hubo que aplicar los dos métodos, lo que
se pretende mostrar con este ejercicio es que aunque la primera eleccién no
siempre es la mds rdpida o la mejor puede finalmente conducir a la solucién.

Ejercicios 5.2

1. Utilice el método de integracién por partes para hallar las siguientes

integrales
1
a) /xcos?)x dx. 1) / 3—ydy.
0o &
b) /(3x—2) sen 2x dzx. i) ‘/re?’rdr.

¢) / 2*(cos 8z —senzx)dx. ;) / arctan 6 d@.
d)/(2x2+2x—1)c053xdx. k) /arcsen@d@.
) /(x2+l)lnxdx. ) /m«/idx.
) / rsenz cosz dr. m) / Betds.
g) / senz In(cosz)dz. n) / In(z? + 1)dz.

2. Realice las siguientes integrales.

a) / cos® 0 d6, sugerencia: aplique partes una vez y luego utilice la

2

identidad sen® z + cos?x = 1.

b) /sen29d6’.
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c) /sec30d0.

d) / cos* x dz, sugerencia: u = cos® x, dv = cosx dx.
3. Deduzca las siguientes férmulas recurrentes para un entero n > 3.

l n — 1 C
a) / sen” z dx = —— sen ! z cosx + ( ) sen"~? z dz. Suge-
n n

rencia: empiece con « = sen”” ! 2y dv = senx dx para obtener

/ sen” zdx = —sen" 'z cosx + (n — l)/ sen" 2 x cos® xdz,

y utilice la identidad cos? z = 1 — sen® z.

1 -1
b) / cos" x dx = — cos" ' xsenz + (n—1) / cos" % z dx.
n

n

1 r C
c) / tan” 0 dO = 1 tan" 1 g — / tan""2 6 d6.
n—

1
d) / cot" 0 do = - cot" 1 g - / cot" 20 do.

n—1

1 -2
e) / sec" 0df = tan 6 sec" 2 0 + 1 1 / sec"™2 6 de.

n—1 n-—

) 1 C - 2 s
/) / csc" 6.dO = — 1 cotfesc™ 2 + 2 7 / csc" 26 do.

n— n—

4. Enlos siguientes ejercicios, haga una sustitucién y luego utilice la regla
de integracién por partes.

a) /wdx. d) /Z3cos(t2)dt.
x

b) /sen\/y_cdx. e) ‘/ln\/:?dx.

c) /t1/3et1/3dt. /) /tcos(tQ/g)dt.

5. Pruebe que si f es derivable y estrictamente creciente en [0, a], con

/(0) =0, entonces /()f(a) fYa)dx = af(a) - f()af(x)dx.

6. Ultilice el resultado anterior para probar que f(x) = vz es integrable
y que
¢ 2 39
Vrdx = =a /2,
0 3
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3. Integracion de funciones trigonometricas

Presentaremos a continuacién algunas estrategias para hallar integrales que
involucran cocientes y potencias de funciones trigonométricas. Nos enfoca-
remos en utilizar identidades trigonométricas, integracién por sustitucion y
por partes.

Primero, recordamos algunas identidades fundamentales, suma de cua-
drados de seno y coseno:

sen?zx + cos?x = 1, b.7)

si dividimos a ambos lados de la igualdad por cos? z (respectivamente por
sen? z), obtenemos las identidades

tan?z + 1 =sec®x y 1 +cot?x =csc?x.

También son conocidas las identidades de seno y coseno de dngulos dobles

C C
sen2x = 2senx cosx y cos 2z = cos? x — sen? z.

Combinando de manera adecuada (5.7) con la identidad del coseno del dn-
gulo doble, obtenemos formas mads simples (para integrar) de los cuadrados
del seno y coseno

9 1 + cos2x 9 1 —cos 2z
cos* r = —— y sen” & = ———

2

Como ejercicio para el lector sugerimos verificar cada una de ellas. Aho-
ra recordamos las integrales de potencias no mayores a 2 de las funciones

trigonomeétricas
1. /sandH = —cosf@ +C. 7. /tanede = In|sech | +C.
2. /cos@ d9 = sen0 +C. 8. /lan29d9 = tand -0 +C.
3. fsen20d6 = %0—%c0529+c. 9. fcsc@d@ = —In|csc+cotf | +C.
4. f(tos?f)df) = %H+%c0s26+(7. 10. /cscz(id(i = —cotf+C.
5. fsec@d@ = In|sec +tanf | +C. 11. fcolf)df) = —In|cschd | +C.
6. fsec29d6 = tan6 +C. 12. /cot2€d9 = —cotf-0+C.

Veamos ahora una serie de estrategias que nos permiten integrar algunas
expresiones que involucran funciones trigonométricas.
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Estrategia para integrar potencias impares de senos y cosenos.

C
Estudiamos el caso / sen? 1z dx | Descomponemos la potencia como se

muestra a continuacién y utilizamos la identidad pitagorica.

/sen%”x dx = /senx - (1 = cos? 2)tdx.

Luego, aplicamos la sustitucién « = cosx, —du = senx dzx, de donde obte-

nemos
—/(1 —u?)* du,

que es un polinomio. Se procede de la misma manera para integrar una

potencia impar de coseno / cos?*1 x dr.

Ejemplo 5.16.
/sen%dx:/(l—cos%)?-senxdx
- [ (=t
:—/(1—2u2+u4)du

2cos®x  cos’x

3 5 +C.

= —-Ccosx +

Estrategia para integrar potencias pares de senos y cosenos.

Estudiamos la integral / cos®z dz |. En este caso, es necesario aplicar la

férmula del angulo doble y procedemos como muestra el ejemplo.

Ejemplo 5.17.

2
/Cos‘lxdx:/(“-;ﬁ) dzx

=%/(1+20052x+C0522x)dx
x  sen2zx 1/ 9 du

=—+ +— [ cos ug, donde u = 2x

4 4 4
_£+sen2x+l J_v+sen4x L C
4 4 812

4
5 2 4
_ X sen Zx sen 4 + C

161 T3
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Se procede de manera similar para integrar una potencia par de senx. Otra
posibilidad, tanto para potencias pares como impares, es utilizar las f{érmu-
las de reduccién que se presentan en los ejercicios de la seccién de integra-
cién por partes.

Ejemplo 5.18. Usando la férmula de reduccién dada en el Ejercicio 3-b
de la Seccién 2, obtenemos

/Cosexdxzécos5xsenx+%‘/cos4 dx

y utilizando el resultado del ejemplo 5.17 se obtiene la integral.

Estrategia para integrar / sen” x - cos" x dx,|conm,n > 1.

m 'y n pares. Utilizamos la identidad cos® 6 + sen? 6 = 1. Supongamos m =
2k, entonces

/ sen* 6 - cos" 0 do = /(1 —cos2 ) - cos" 0 do,

expandimos y aplicamos la estrategia para potencias de cosenos. Observe
que todas las potencias de coseno que se obtienen son pares. El caso en que
n es par es andlogo y se obtienen potencias pares de senos.

Ejemplo 5.19.

/ sen’zx cos’x dr = /(l — cos® z) cos® xdx

:/cosgxdx—/cos4xdx

x sen 2z bx sen 2x sen 4x
=\lc+——| - 1_6+ +C

9771 1 T3
3z sen 4x
—E——32 +C.

m impar 6 n impar. Suponga m = 2k + 1. Descomponemos la potencia de

< D . . . s .
seno como sen” x = (sen® 2)* sen z y utilizamos la identidad pitagérica, en-
tonces

/ sen” x cos" x dx = /(1 —cos2 )k - cos" z - senx dx.
Si sustituimos u = cosx, entonces —du = senxdzx, y la integral queda

—/(l—ug)k-u”-du,

que se maneja como un polinomio.
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Ejemplo 5.20.
/ sen’ x cos*x dx = /(1 —cos®x)% cos* x - senx dzx
/(1 —u®)3ut (=du)

:—/(1—3u2+3u4—u6)u4du

—‘/(u4 - 3u% + 3u® — u'%)du

COS5 x 3 COS7 X COS9 x COS11 X

== t—7 3t ¢

Cuando n es impar se maneja de la misma forma: se separa un coseno y
se aplica la identidad pitagérica. Cuando n y m son impares, es cuestion de
elegir la funcién de su preferencia.

Estrategia para integrar / tan™ x dx | param > 2.

La idea es hacer la sustitucion « = tan z, con lo cual du = sec? xdx. Para ello,

hay que separar una potencia cuadrada de tangente y utilizar la identidad

2

tan? x = sec2x — 1, como se muestra a continuacion.

Ejemplo 5.21. Calcular / tan® z dz. Reemplazamos tan? z por (sec?x —

1).
/ tan® x dx = / tan® x(sec?z — 1) dx
= / tan® x sec® x — tan® z dx.

Ahora hacemos la sustitucion « = tanx, du = sec? x dx, entonces

/tan xdx—/ 3du—/tan x dx

= tar; L / tan® x dx. (5.8)

Si bien no hemos terminado, si hemos reducido la potencia. Ahora aplica-
mos la misma técnica para la integral (5.8), es decir, que escribimos

tan® x = tanx tan® x = tan x(sec® x — 1).
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4
tan” x
/tan5xdx: 1 —/tanx(sech—l) dx
4
tan® x y
= —/tanxseczxdx+/tanx dzx
4
tan” x
= —/udu+/tanxdx
tanfx  tan?zx +/t d
= — anx dzx.
4 2

Recuerde que —In | cos x| es una antiderivada de tan x. Visto de esta forma,

4 2
tan*x tan®x
‘/tan‘5xdx= TR —In|cosx|+C.

tenemos

Cuando se integra una potencia par de tanz, se reduce el problema hasta
llegar a la integral de tan? x. También se puede resolver esta integral utili-
zando las férmulas de reduccion de la seccién 2.

Estrategia para integrar / sec™ x dx param > 2.

m par. Podemos escribir sec” z = sec” 2 z sec? z = (tan® z+ 1)* sec? x, don-

de m—2 = 2k, y luego hacer la sustitucién « = tanx, con lo que transforma-
mos la integral trigonométrica en la integral del polinomio f (u? + 1)*du.
Veamos cémo funciona para una potencia pequeiia.

Ejemplo 5.22. Considere f secO zdz. Expresamos sec* z = (tan®z + 1)?

y aplicamos la sustitucién « = tanzx, con lo que du = sec? xdx. Veamos el
desarrollo

N C C G C
/ secd x dx = / sect rsec? x dx = /(tanzx + 1)?sec?z dx

=/(u2+1)2du=/u4+2u2+ldu

1 2
=3u5+§u3+u+C

tan°x 2tan®zx

5 + 3 +tanx + C.

m impar. Separamos la potencia de secante de modo adecuado para apli-
car integracién por partes, de donde u = sec” 2z y dv = sec? zdzx. Luego
aplicamos la identidad tan? z = sec® x — 1 y despejamos la integral incégni-
ta. Para una mejor comprensién, veamos cémo funciona para las primeras
potencias impares de secante.
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Ejemplo 5.23. Encontremos f sec® zdz!. En este caso, separamos la po-
tencia de secante como sec® z = secxsec?x y aplicamos integracion por
partes, asi: « = secx, dv = sec?axdx, con lo cual du = secxtanxdx y

v = tanz. Entonces,

I=‘/secdxdx=/secxsec2xdx

secxtanx — / tanx secx tanx dx

secxtanx—/(seczx—l)secxdx

secxtanx—/sechdx+/secxdx

secxtanx — I +In|secx + tanx|,
de la ultima ecuacién despejamos [
= 2] =secxtanx +In|secx + tan x|

1
= / sec® xdx = §(secxtanx +In|secx +tanx|) + C. 5.9)

Nota 5.24. En el ejemplo anterior, la constante C aparece solo hasta el final; en
(5.9), no es necesario considerar las constantes de cada integral que calculamos, ya
que al final todas se suman.

Esta estrategia también conduce a la férmula de recurrencia de la sec-

cién anterior y la podemos aplicar para potencias pares e impares. Ahora

5

veamos que para encontrar la antiderivada de sec” x es necesario conocer la

3

de sec® x.

Ejemplo 5.25. Consideramos f sec® zdz. Nuevamente, procedemos inte-

3

grando por partes, con u = sec® 2 y dv = sec? xzdx.

/ sec® x dx = / sec® rsec? x dx

. . .
sec‘% rtanx — 3/ tanz X sec‘3 x dx

1

sec®rtanz — 8 / (sec® z — 1) sec® x dx

sec‘axtanx—3/56c5xdx+3/sec‘%x dx.

TE] lector ya habrd notado que cuando nombramos la integral como I utilizamos la téc-
nica de la integral incégnita.
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Y, finalmente,
3 1
= 4] = sec’ xtanx + 3 §(secxtanx+ln|secx+tanx|) +C

5 1 3 3
= sec’ xdx = 7 5€¢ xtanx+gsecxtanx+Zln|secx+tanx|+C.

Estrategia para integrar / tan” x - sec" x dx, |conm, n > 1.

n par. Sea n = 2k. Escribimos sec” x como (sec? 2)¥~! - sec? z y usamos la

identidad sec?x = tan® z + 1.

/ tan" x - sec" x dx = / tan” x - (tan®zx + ¥ - sec? x dx,
luego hacemos la sustitucién « = tan x, du = sec? zdx, de donde obtenemos
/ u" - (w?+ DM du.
Ejemplo 5.26.
/ tan® z sec! x dx = / tan® z(tan® x + 1) sec? z dx
= / tan® x sec® x dx + / tan® x sec® x dx

=/u5du+/u3du
1 1

6 4
=—tan'z+—tan" x +C.
6 4

m impar. Sea m = 2k + 1. En este caso, haremos la sustitucién u = secux,
por lo tanto, conviene dejar un factor secx tanx para la derivada y escribir
lo demds en términos de secante.

/ tanZ*! . sec” x dx = / tanZ z - sec” ' x - secx - tanx dx
= /(sech — 1 sec” 'z seca - tanx da
= /(u2 - D w .

Observe que la paridad de n no afecta el procedimiento; en el caso en que
n sea par, podemos aplicar cualquiera de los dos casos anteriores.
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Ejemplo 5.27.
/ tan® z sec* x dx = / tan* zsec® z - tanx secz dx
= /(sech —1)?sec®x - tanx secx dx
= /(u2 - 1)%uldu
= ‘/(u4 — %% + 1)udu
= /(u7 — 2% +u®)du

S€C8 x sec6 X S€C4 x

=8—3+4+C.

n impar y m par. Para integrar / tan? z - sec®*! x dx, conviene dejar todo

en términos de secz, para lo cual utilizamos la identidad sec? x — 1 = tan? .
Luego, todo el integrando se convierte en suma de potencias de secante.

Ejemplo 5.28.

/taansecxdxzf(seCQx—l)secxdx

:/sechdx—/secxdx

= é[secx tanx — In|secx + tanzx|] + C.

Hemos usado que %(secx tanx + In|secx + tanx|) es una antiderivada de
f sec® x du.

La pareja de funciones csc 6 y cot 8 se comportan de manera andloga al
par sec 8, tan . Como ejercicio, realice las integrales correspondientes para
el primer par de funciones.

Nota 5.29. Desde otro punto de vista, los casos de integrales trigonométricas que
hemos estudiado hasta ahora se resumen en tres casos

1. fsen’”xcos":c dx paran,m > 0;

sen” x .
2 /mdx param > n;

n
8. / LS Lx  param > n.

sen” x

En los dos ultimos también se puede considerar n > m.
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. . sen” x
Estrategia para integrar , X, |conn > m.
cos™x

n impar. Suponga n = 2k + 1. Entonces, expresamos sen” x como (1 —

cos? z)* - senuz, luego hacemos la sustitucién u = cosx, convirtiéndola en
una integral de una funcién racional

N
/—Mdu.
um
5

Ejemplo 5.30. Considere la integral / % dzx. Primero, expresamos sen” x =

(1 — cos? 2)? senz y luego hacemos la sustitucién u = cos z.

T = dx

COS4 x COS4 X

—(1—u2)2
= —d
/ ut ‘
-1 22_ 4
:/#du
u

:/(—u_4+2u_2— 1) du
1 )

3cosdx cosx

/ sen’® x 4 (1 -cos®z)?senx

—cosx +C.

n par. Suponga n = 2k. Expresamos todas las potencias de seno en términos
de coseno vy, esta vez (sin hacer sustitucion), transformamos el integrando
en una suma de potencias de secantes y cosenos.

Ejemplo 5.31.

sen® x (1 - cos? z)?
3 dr = — dx
cos® & cosd x
1 -2cos?x+costx
= dx

cos® x

= / SCCS.I —92secx +cosx dx

3
= —secxtanx — = In|secx + tanx| +senx + C.

2 2

Consideramos %(secx tanx +In|secx + tanx|) y In | secx + tanx| como las

3

antiderivadas de sec® x y secx respectivamente.

Estrategia para integrar / senmx - cos nx dx / senmx - sennx dx
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y /cosmx-cosnxdx

Si utilizamos las expresiones para el seno y coseno de suma de dngulos
sen(0 + ¢) = sen @ cos ¢ = sen ¢ cos 6,
cos(@ + @) = cos 6 cos ¢ F sen f sen g,

llegamos a las siguientes identidades

1

senf - cos @ = B [sen(6 — ¢) +sen(6 + ¢)],
1

sen @ - sen p = B [cos(8 — @) — cos(0 + ¢)],

1
cos 6 - cos p = B [cos(8 — @) +cos(8 + )] .
Ejemplo 5.32.

/ sen 5z cos 3xdx = % / sen 2z + sen 8xdx
1 2 8
(_cos T  Cos x)+C

2

2 8

cos2x  cos8x
=% 16 ¢

Ejemplo 5.33.

/sen 7x sen2x dx = %/cos 5x — cos 9xdx
1 (sen5x sen9x)+c

"ol 5 9
senbx  sen 9z

=0 18 ¢

Ejemplo 5.34.

1
/ cos 8z cos bxdx = 3 / cos(—3x) + cos 9xdx

= % / cos(8x) + cos xdx

_l sen3x+sen9x L C
9 3 9
sen3x  sen9x

=6+18+C.
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Nota 5.85. La clase de integrales que acabamos de ver es utilizada en el estudio
de series de Fourier. El conjunto de funciones integrables en el intervalo [—m, 7]
es un espacio vectorial con la suma y producto por escalar usual de funciones. La
integral define un producto interior en este espacio, mds precisamente,

Ve
o) = [ S de.
v/d
En este espacio, el conjunto de funciones
S = {senmx, cosnx :m,n € Z*}

es linealmente independiente, es decir, el producto interior dos a dos es 0. Ademds,
se puede transformar a S en un conjunto ortonormal.

Ejercicios 5.3

En los siguientes ejercicios, halle la integral indefinida.

1. /sen4(3x) dx. 10. /sen4xcos4xdx.
2. /cos3(7rx) dx. 11. /sen5xcos5xdx.
3. /sen5xdx. 12. /senﬁxcos4xdx.
4. /30056(2x) dx. 13. /3sen5xcos4xdx.
1 7 3
5. 5 sen (8x) dx. 14. tan® 2x dx.
2 3 4
6. /sen xcosx dx. 15. ‘/gtan xdzx.

7. sen? x cos® x dz. 16. /sec4xdx.

/
8. /sen xcos® x du. 17. /\/Esec‘5(x/2) dx.
/

sen® x cos® x dz. 18. /sec7x dx.
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19. /tanﬁ(x/?)) dx. 30. /Cothcsc‘Q'xdx.
20. /csc3xdﬂ$~ 31. /cosxcotgxdx.
4
21. _/CSC (3z) dz. 32. ‘/sengxtan4xdx.
29. /Cotggxdx. 5
g3, [ 3% 4
5sen?x
238. /c0t4(3x) dx.
y 34. /sen(4x)cos(7x) dx.
x
24 / 1+sena’
35. /sen(?x) sen(9zx) dx.
25. tan® z sec® z dx.
36. /Cos(Qx)cos(ﬁx) dx.
26. tan® z sec* z dx.
can® 2 sec 7 di. 37. /sen(5:c) cos(38x) dzx.

cot® z esc? x dz.

38. /sen(5x) sen(2x) dx.

cot® x esc? x dx. 39. / cos(7x) cos(x) dx.

En los siguientes problemas, halle la integral definida.

/2 n/2
40. / cos* z dz. 45. / (senx cosx)’ dx.
0 0
/2 ; n
41. / cos’ x dzx. 46. / sen’ x cos? z dz.
0 0
n/2 . /4
42. / cos® z dx. 47. / tan® z dx.
0 0
/2 T
43. / (senz cosz)? dz. 48. / sen(bx) sen(2x) dx.
0 0

/2 i T
44. / (senx cosx)’ dx. 49. / cos(3x) sen(4x) dzx.
0 _

s
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50. / cos(bx) cos(bx) dx. 51. / sen(4x) sen(4x) dx.
. 0

52. Establezca una relacion entre las integrales foﬂ/Q cos™ 0 sen™ 0d6 y la

integral foﬂ/g cos™ 8d6. Explique.

4. Sustituciones trigonometricas

La sustitucién trigonométrica es otra estrategia para resolver integrales que

involucran potencias enteras de las siguientes expresiones: \/ 1-22, \/ 1 +ax2

y Va2 — 1. Esta estrategia, mediante una sustitucién adecuada, transforma el
integrando en una funcién trigonométrica de la forma en que se presentaron

en la seccién anterior. Como motivacién, realice la integral [ V1 — x2dx.

Primero, intente resolver la integral por sus propios medios, trate de utili-
zar las técnicas y estrategias vistas hasta ahora. Si analizamos mads a fondo
la expresién, nos damos cuenta que estd relacionada con la ecuacion de la
circunferencia unitaria, asi que tiene sentido pensar en las funciones seno y
coseno.

Vemos que al hacer la sustitucién x = sent, dr = cost dt, la integral se
transforma en una integral trigonométrica

/Vl—xde=/V1—sen2t~costdt
=/Vc052t-costdt=/cos2tdt
1

1
=5 —Z-sen2t+C
t sentcost
g9 ¢

Ahora nos preguntamos {cémo regresamos a la variable original x? Hay
que tener un poco de cuidado en el siguiente sentido. Pensemos, de manera

mads general, que estamos integrando / f (x)dx por medio de la sustitucién

x =g(t),dr = g’(t)dt, entonces la integral se transformaria en

f Flg()g'(Ddi = F(1) + C = F(g™ (1)) + C,

donde F' es una antiderivada de /. Note que para pasar de la variable ¢ a la
variable x es necesario que la funcién g sea invertible en algin subconjunto
de su dominio.
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s)—senty  Ahora bien, como nuestra

T / T funcién g(t) es sent, de-

—3n\!r//2 d o . bemos garantizar que sea
— 1

) Sloee®) inyectiva con el fin encon-

> trar la funcién inversa.

Entonces, debemos imponer la condicién de que x € [%, %], con lo cual

t = arcsen x. Pero esa no es la tnica ventaja de restringir ¢ al intervalo en
mencién. Si observamos bien, veremos que en la integral aparecié Vcos? t y
arbitrariamente escribimos cost, en lugar de | cost|. La razén es que en este
intervalo coseno toma valores no negativos y, por lo tanto, es valido “quitar”
el valor absoluto.

Note que atin no hemos terminado, pues nuestra variable original es x y la
respuesta atn estd en términos de ¢. No solo necesitamos despejar ¢, sino
que necesitamos escribir cost¢ en términos de sen¢. Para ello, recurrimos a
la identidad pitagérica: cost = V1 —sen? ¢ y sustituimos sent por z, de tal
forma que cost = VI — 22. Finalmente,

p 1 1 .
/\/1 —22dx = garcsenx+§x\/1 -2+ C.

Por lo general, es qtil representar la sustitu-

cion de forma geométrica. En este caso, x =

sent, o convenientemente 7 = sent, corres-

ponde al seno de un dngulo ¢ de un tridngulo 1
rectangulo cuya longitud del cateto opuesto a

t es x y con hipotenusa 1; esto por la razén t
% El cateto 1 -2
adyacente lo encontramos usando el teorema

trigonométrica sent =

de Pitdgoras.
Después de esto, es facil encontrar cost (o las funciones que sean necesarias)

a partir del grafico.

A continuacién presentamos una tabla donde se sugiere qué sustitucion
trigonométrica realizar seguin la expresién que aparezca en el integrando.
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Expresion | Sustitucién | Restriccion Identidad
a?-a2? |z=a-sent | -5 <1<§ 1 —sen® = cos’t
a?+2?2 | x=a-tant -5 <t<g 1 +tan?s = sec’t
22 —a? | x=a-sect 0<t<g sec’t — 1 =tan’¢

n<t< %’r
Tabla 5.1:

Recuerde que la restriccién dada se exige para que la funcién tenga inversa.

3

2V3
Ejemplo 5.36. Calcular / _
0 V16 — 22

De acuerdo con la tabla 5.1, la sustitucion adecuada es x = 4 sent, con la

restriccion —g < ¢t < §. Consideramos la integral indefinida y luego eva-
luaremos en los limites de integracién.

dx.

64 sen® ¢

1.3
/—dx: _ Gdsen’t
V16 — z2 V16 — 16sen?t

3
=64/sen tcostdt

cost?

=64/sen3tdt
64/sen 13 —64/sentC052zdt

64 .
—64 cost + ?COS&[+C.

(4 cost) dt

arcsen(x/4) =1,
Primera forma. Podemos evaluar
o . x=2V38 — 1 =n/8,
en los nuevos limites de integra-
cién, que se obtienen por la rela- x=0—1=0,

cién entre las variables

2V3 3 N n/8
x 64 40
—— dx=|-64cost+— cos®t = —.

-/0 V16 — 22 3 0 3
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Segunda forma. [a otra manera de evaluar
esta integral es regresando a la variable ori-
ginal x. Asociamos el tridngulo rectdngulo

que estd a la derecha. Dado que sent = £ = 4 x
cateto opuesto <
Tipotcnma el cateto adyacente al dngulo ¢
) t
: V16—a? :
mide cost = ~2=% (por el teorema de Pi- .
@ V16 — 22

tagoras), entonces la integral se transforma
(antes de evaluar) en

372V3
28 8 Vi6-22 64 (V16— 22 40
dr=|-64. 22"% 4
0

Vo2 4 3\ 4 3"

0

En este momento, y para cada ejercicio, el estudiante debe pensar en équé le
parece mds cémodo? Cambiar los limites de integracion o dibujar el tridngu-
lo y evaluar en los limites originales. Ahora bien, si la integral es indefinida,
no hay nada mds que hacer que dibujar el tridngulo. En lo que sigue, resol-
veremos las integrales definidas por los dos métodos con el fin de ilustrarlos.
2 Va2 -1 I

Ejemplo 5.37. Calcular
x

1
En este caso, la sustitucién adecuada es x = sect, dx = sect tant dt, bajo la
restriccién ¢ € [0, ) U [, 3(7”), para garantizar que existe la inversa de la
secante, pero ademds, al remplazar x por sect en la raiz, nos queda

, | Vsec2t—1 = Vian2t =
9(t) = sect |tant|, pero en dicho
o
f—1
2

conjunto la tangente to-

-2 e ma valores no-negativos,
con lo cual podemos eli-

f(t) = tan m 7 minar el valor absoluto y
dejar tant.

Integral indefinida:

/\/ﬁ /m

——dx =
x

secttantdt=/tan2tdt

sect

=/secgt—ldt=tant—t+C.

Primera forma. Como ¢ = arcsec(x), al cambiar los limites, tenemos arcsec 1 =
_ T
0y arcsec2 = g.
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V2 _
/x—ldx: [Lant—t]ﬂ/gz\/_—z

z 0 3’

Segunda forma. Como x = sect,
tenemos t = arcsecx y
c . X A2 _
—1 = tan?¢, es decir, tant = Va2 — 1. x= -1

Al incorporar estas expresiones en la 13

integral indefinida, tenemos 1

z
3

X

2 A9 _ 9
/ x—ldxz [‘\/xQ— 1 — arcsec t]l = V3 -
1

Ejemplo 5.38. Calcular

/ \/7 En este caso, conviene x = 4 tant,
+ 16

dx = 4 sec? t dt. Entonces,

SCC t

T
4
/V:c2+16 V16tan2t+l
:/sec tdt
sect
=/sectdt

=In|sect +tant| + C.

En este caso, no es necesario evaluar, pero

si regresar a la variable x. Como tant = § = x\6
cateto opuesto . . N x
———L——— " entonces asociamos el tridn- ¥
cateto adyacente
gulo rectangulo y vemos que i

Vr2
sect=%16. 4

Por lo tanto,

l\/ac2+ 16+ =

4 4
1

=In|z+ Va2 + 16| +In 1

=Injx+ Va2 + 16|+ C.

Note que al ser In(1/4) una constante, podemos sumarla a la constante C1.
Observe ademads que ¢ estd restringido al intervalo (-, §), porque en ese

+C1

=In

X
/ V22 + 16
+C1
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intervalo la funcién tant es inyectiva, pero ademas sect es positiva. Lo pri-
mero garantiza que la funcién inversa exista, lo segundo evita que tengamos

que poner el valor absoluto cuando la raiz se cancela con el cuadrado, esto es,

V22 +16 = V16tan2t + 16 = 4Vtan2t + 1 = 4Vsec? 1 = 4| sect| = 4 sect.

En algunas ocasiones, es necesario completar el cuadrado para dejar una
expresion en alguna de las formas de la tabla 5.1.

Ejemplo 5.39. Considere la integral / dx , la expresién en la

Vor? +2x + 3

raiz 222 + v + 8 = (V2x + £)2 + ‘Q. Entonces aplicamos la sustitucién

\/§x+‘{7§:\/7tanty\/_dx—\/7sec tdt

X X
/\/2x2+2x+3 _/ (@x+v_§)2+5

/ W gec2y
2
,lgtan t+2

1 sec?tdt

? 2 Vtan?t + 1

1
—sect di = — In|sect + tant| + C.
<[ G-

Igual que antes, asociamos un tridngulo 2

o L Q¥ I
rectangulo de acuerdo con la sustitucién. i x i
Al despejar tangente, tan ¢ = 2‘”;1, obtene- @ y, N

mos que la integral es

—1In

V2

o equivalentemente

Llm’\/ﬁ\/%ﬂ+235+8+23c+1‘+C.
V2

@V2x2+2x+3+2x+1 +C
V5 V5

4. Sustitucion hiperbolica

Este tipo de sustituciones no es de uso exclusivo de las funciones trigono-
métricas. Las funciones hiperbdlicas senh¢ y cosht satisfacen la identidad
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cosh?t — senh?t = 1, entonces podemos usarlas cuando halla expresiones

Vi+z2 vy va?2-1.

Ejemplo 5.40. Calcule la integral f \/7
dx = cosht parat > arcsenh(1), en este conjunto Lamblen cosht > 0, por

lo que Vcosh? ¢ = cosh ¢. Entonces, tenemos

/ / cosht
Va2 + cosht

=/dt

=t+C,

como

pero al despejar ¢ de la sustitucién tenemos que ¢t = arcsenh z. Luego,

=arcsenhx + C.

T
Va2 + 1

Ejercicios 5.4

1. Resuelva la integral utilizando la sustitucién sugerida.

1
a) / V1 +22dx, x = tant.
-1

dx
b) /m,éE:tal’lt.

c) /Vl — 422 dx, 2x = sent.

x = 3sect.

d)/ dx
22V22 =9
e) /V4—5x2dx,\/3x=256nt.
dx
f)/ﬁ,xzsect.

g) /(1 +922)3/2 dx, 8z = tan .

2v2
h) / Va2 -4 dx, x = 2sect.
9
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2. Para hallar / Va2 +x + 1 dx complete el cuadrado y luego haga = +

1= any,

3. Resuelva la integral / haciendo la sustitucién x = tant.

x2+1
Luego, compare con el ejemplo 5.40 y, dado que arc sen(0) = 0, halle

una expresion para esta funcion.

4. Resuelva la integral.

) /2 dt ) /2 cos 8 10
a _. i — do.
V2 o8Vi2 -1 V1 +sen? 6

b)/v5+4x—x2dx. ])/ edr + o3 dx.

dx
) _/x2 -2 9 ./ [(ax)2 _b2]3/2'

d) /\/aQ—xde, ) /3 dx
cona > 0. 9x2 —

e)/x\/amazx. m)/2 7x

“VrZ+1 n)/ dx
D[ Vit
1
ﬁ)/ 221 + 422 dx.
0

1
h) /x\/l — x4 dx. 0) V1 + 622 dx.
0

5. Integracion por fracciones parciales

La técnica que describimos a continuacién se usa para descomponer una
funcion racional como suma de funciones racionales mas simples. Mds pre-
cisamente, la técnica se usa donde los denominadores son potencias de po-
linomios lineales o de polinomios cuadriticos irreducibles.

Suponga que la funcién racional f(x) que queremos integrar tiene la

@=L, @ e R,
q(x)

Si dp(x) = dq(x) (el grado del numerador es mayor o igual que el grado
del denominador), aplicamos el algoritmo de la divisién y obtenemos dos

forma
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polinomios, el cociente ¢(x) y el residuo r(x), que satisfacen

p(x) =s(x)q(x) +r(x), con 0q(x) > or(x).
Luego, podemos re-escribir a / como

r(x)
q(x)’

asi, la integral de f (x) se reduce a la integral de s(x), que es un polinomio,

mads la integral de ;E—ﬁ, para esta ultima aplicamos la descomposicién en

[ (@) =s(x) + —=

fracciones parciales. Por eso, en adelante consideraremos funciones racio-
nales tales que dp(x) < dg(x).
Para saber de qué se trata la técnica, empecemos con el siguiente ejem-
U2 _ 12

lo. La funcion L se descompone como la suma -~ — -5 Cada sumando
P P gy |

es una fraccién pdl‘le] y resulta casi inmediato mtegrdrlas son logaritmos.
1 3 1/2 1/2
./xQ—ldx_/x—l 1™
1
=/ /2 dx—/ 1/2 dx
xz-1 xz+1

1 1
—an|x—l|—§ln|x+l|+C—§ln

z—1

C.
+1+

Lo primero que observamos es que en la fraccién ﬁ el grado del nume-
rador es menor que el grado del denominador. Lo segundo es que los fac-
tores de 22 — 1 = (x — 1)(z + 1) son los denominadores de las fracciones
parciales. Entonces, para encontrar la descomposicién escribimos la funcién
dada como

14 B
22-1 x2-1 x+1’

donde A y B son las constantes que tenemos que determinar. Luego suma-
mos las fracciones parciales y obtenemos
1 A+ +Bx-1)
2-1" (@x-D@+1)

Como las dos fracciones tienen el mismo denominador, podemos concluir
que sus numeradores son iguales, esto es,

1=A@@+1)+B@x-1), (5.10)

y procedemos a buscar los valores de las constantes.
Primera forma. Agrupamos los coeficientes independientes y los coeficien-
tes de la variable x del lado derecho de (5.10) y nos queda 1 = x(A4 + B) +
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(A — B). Como el polinomio 1 = Ox + 1, entonces igualando coeficientes
conseguimos el sistema de ecuaciones lineales

A+B =0,
A-B =1,

cuya solucién es A = %, B= —%.

Segunda forma. Vilida cuando todos los factores son lineales distintos (ini-

camente). En la expresién (5.10), evaluamos en las raices del denominador
1 .

de 5

= cuandor=-1 = 1 =A4(-1 +B(-1-1) = 1=-2B =
0.

1
-1 =B;

s cuandox=1 = 1=4(1+1)+B(1 = 1=24 = 5=A4.
0.

1
2

Con cualquiera de las dos formas, obtenemos las constantes A y B y pode-
mos descomponer la funcién racional como se mostré antes

112 12
2-1 -1 zx+1°

Las fracciones parciales

Dada una funcion racional é%

suma de funciones racionales de la forma

A ) Ax+B
- 5 - O - o 1 <
(ax +b) (ax? + bx +¢)i

(con dp < 0q), podemos descomponerla en

(5.11)

donde A, B, a, b, ¢ son numeros reales; las potencias 7, j son enteros posi-
tivos, @ # 0 y el polinomio az? + bx + ¢ es irreducible. Las funciones de la
forma (5.11) se llaman fracciones parciales. La descomposicion se debe, en
parte, a que un polinomio con coeficientes reales siempre se puede factori-
zar como producto de factores lineales o cuadriticos irreducibles. Con las
técnicas vistas hasta ahora, es posible integrar cualquier fraccién parcial, por
eso, es ttil descomponer una funcién racional en suma de estas fracciones.
Observe que las fracciones parciales de la forma ﬁ tienen antiderivada
‘;4 In |ax + b|.

Ejemplo 5.41. f 7x4_2 dx = %ln |72 — 2|+ C.
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Las integrales de las funciones de la forma 0 podemos resolverlas uti-

D
ax+b)"
lizando la sustitucion « = ax +b.

Ejemplo 5.42. Consideramos / (3( 52/4))3 dx. Entonces hacemos la sustitu-

cibnu=38-2zy —gdu =dx
~(5/4) /_ .
(8- 2x)3 ~38

—Eu +C

_°__Lc
16(3 — 2x)2

La tercera clase de funciones ocurre cuando el denominador de la fraccién
es un polinomio cuadritico irreducible, en este caso, es necesario completar
el cuadrado para luego aplicar una sustitucion simple y/o una sustitucién
trigonomeétrica.

3r-1
Ejemplo 5.43. Considere la funcién x—’ el discriminante? del de-

2+x+2
9

nominador es —7, esto significa que = + x + 2 es irreducible. Entonces,

completamos el cuadrado del denominador
de—1  3x-1
2+x+2 (x+%)2+%.

Luego, expresamos el numerador en términos de (x + %), es decir,

8r-1 _8+y) -3

118 7"
(yc+§)2+4 (x+3)2+1

Entonces, la integral de la fraccién parcial se separa en dos integrales, una

se puede resolver con la sustitucién (x + %)2 + % = u, otra con la sustitucién

V7

trigonométrica (x + %) = -5 tant, luego,

3x -1 3(35"'%) 5 dx
2 dx = %) 7dx_§ 1Ne . 7
T4 +x+2 (x+§) +Z (.I,‘+§) +Z

/ ; /TSeC t
- u——
2 7 sec?t
gln|u|—%z+c
(x+2)%+ %‘ - %arctan (\%(x+ %)) +C.

2Recuerde que el discriminante del polinomio p(z) = az? + bx + ¢ es b2 — 4ac.

3
an
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Si el denominador de la fraccién parcial es una potencia de un polinomio
cuadrdtico irreducible, se aplica la misma estrategia

Ejemplo 5.44. Consideremos la integral f( Entonces, aplicamos

Tﬂ)?
las mismas sustituciones del ejemplo 5.43 y tenemos

8z -1 _/ 3(x+3) dx_g/ dz
(22 +x+2)2 [ 1 712 2 [ 2

1 7
(x+§)2+z] ($+§)2+Z]
3 5 sec?t
= —‘du—— dt
Qu2 2 19 sect ¢
:_§l—ﬂ cos’t dt
2, V7
3 1
=13 7 v [t+sentcost] C
(x+35)2+4

-3 V7 (2z +1)

= - arctan (x+35) |+ ————|+C.
2+ p?+ 7] 7“[ A

Las integrales de las fracciones parciales pueden ser extensas en algunos
casos, pero son realizables mediante las técnicas y estrategias vistas hasta
ahora. A continuacién vamos a estudiar cémo descomponer una funcién
racional en suma de fracciones parciales, lo vamos a hacer en cuatro casos
seglin tengamos: factores lineales, cuadraticos irreducibles o potencias de
estos.

51. Casos de descomposicion
p(x)

Caso 1. f(x) = —= yeldenominador¢g(x) = (ajx +by)--- (a,x +b,) es
q(x

un producto de factores lineales distintos. Entonces, la funcién racional se
descompone de la forma

) = Dy

glx) S (ax+b)
2492 -1
Ejemplo 5.45. Calcular / x(-i-—x(dx. Primero, verificamos la con-
223 + 822 - 2x

dicién sobre los grados de numerador y denominador. Segundo, factoriza-
mos el denominador y descomponemos la funcién racional como sigue
22+ 92 — 1 B 22+ % -1 _/4+ B N C
908 +822 -2 2(22-1D(x+2) z 2-1 z+2°
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Después de realizar la suma de fracciones, concluimos que los numeradores
son iguales, esto es,

22+%2 -1 = A2z - 1)(x+2) +Bx(x+2) + Cx(2x - 1). (6.12)

Como vimos antes, hay dos formas de encontrar las constantes. La primera

forma es evaluar (5.12) en las raices del denominador: x = 0, x = % y

xr=-2.
s Enx =0, setiene -1 =-24, — A:%,

etlene}L 5B — B =

l\.l'—‘
v‘vl.—t

B ENT = ¢

» yenx = -2, se obtiene -1 = 10C = C = —%.
Luego, la integral queda
/ x +2x—1 /dx / 1 dx
228 + 822 2r—1 z+2
=§ln|x|+ﬁln|2x—1|—1—101n|x+2|+C

La segunda forma de encontrar los coeficientes 4, By C es empezar resol-
viendo la multiplicacién

22422 -1=AQx - 1) (x+2)+Bx(x+2) + Cx(2x - 1)
=22(24+B +20) +x(84+ 2B - C) — 2A4.

24+B+2C=1
Igualando coeficientes nos queda 34+2B-C=2
-24 =-1.
Resolvemos este sistema y llegamos nuevamente a A = %, B= % yC = —1—10.
Ejemplo 5.46. Calcular / 7 dx paraa # 0.
x
1 1 4 B

= = +
22-a2 (x-a)(x+a) x-a x+a

_Ax+Aa+Bx - Ba

- 22— 2

= 1=ax(A4+B)+ (Aa— Ba).
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. _ A+B=0
[gualando coeficientes, obtenemos el sistema cuya solu-
aA-aB =1,
cibnes A = %, B= —%. Entonces,
/ de 1 / de 1 dx
2-a2 2) x-a 2a) x+a
1 1
= %ln|x—a| —%ln|x+a|+C
L =|+c.
2¢ lx+a
_ p(x) _ ny n;
Caso 2. f(x) = ﬂ yq(x) = (a1x+b1)" - (ajx +b;)" es un producto
q(x

con factores lineales repetidos, es decir, algiin n; > 1. Entonces,

f@_ﬁﬂ_i Ay +“+i Ak

Tq@) S (mzrb)b T A (g bt

Note que en cada término hay tantos sumandos como el exponente del fac-
tor correspondiente. Esto es, si en ¢(x) aparece el factor (ax +b)3, entonces
aparecerdn tres sumandos, asi:

Ay Ay Ag
+ ~ + -
ax+b  (ax+b)%2  (ax+b)3

Ejemplo 5.47. Para calcular / #dﬂ?, factorizamos el deno-
20 —x*—x+1
minador y descomponemos en fracciones parciales
4x 3 4x
B-22-z+1 z2@2-1)-(@2-1)
3 4x
S @-Dx-1)
3 4x
S (@-D2(x+1)
A B C

21 @12 a4l
Realizamos la suma de fracciones, dejando como denominador al minimo
comun muiltiplo
dx _A!(;c+1)(x—1)+B(JC+1)+C(:§—1)2
B-x2-z+1 (x-1)2(x+1)

)
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igualamos numeradores

4a=Ax+1)(x-1)+B@x+1)+C(x-1)?
=22(A+C)+x2(B-20)+ (-4 +B+0),

A +C =0,
de donde obtenemos el sistema B-2C =4,
-A+B+C =0,

cuya soluciones 4 =1, B=2, C = —1. Entonces,

4z dx dx dx

/—dx:/ +2/—_/—

d—ax?-x+1 x-1 (x —1)2 x+1
2

=Inlx-1|- oD —Injlz+1|+C
x—1 2
=In x+1‘_1—1+c'
_ r@) : . .
Caso 3. f(x) = ﬁ, donde ¢(z) tiene factores cuadraticos irreducibles no
q(x
repetidos. A cada factor cuadrdtico a;x2 +b;x +¢; se asocia la fraccién parcial
/Iix + Bi
a;ix2 +bix +¢;
92?2 -z +4
Ejemplo 5.48. Calcular / xi—x-’_dx
2% +4x

En este caso, vemos que el denominador se factoriza como producto de un
factor lineal y un cuadritico irreducible, entonces la descomposicién queda

2x2—x+4_2x2—x+4_A N Bx+C
B+4e 2(@2+4) x2+4

B A@® +4) +x(Bx+C)
B x(x2+4)

Igualando numeradores, obtenemos que

9% —x+4=(A+B)a®+Cx+44,

de donde C =-1
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La solucién del sistemaes 4 =1, B=1, C = -1, y, por lo tanto,
/ 9x? —x+4 / / x— 1
3 +4x
x dzx
:1 =+ —d - —_—
nlel /x2+4 * ,/x2+4

1 9 1 x
—1n|x|+§ln|x +4|—§arctan(§)+C.

p(x)
q(z)’

repetidos, es decir, que (ax?+bx+c)" divide a ¢(z). Entonces, por cada factor

Caso 4. f(x) =

donde ¢(x) tiene factores cuadrdticos irreducibles

de este tipo, aparecerd la suma de fracciones parciales en la descomposicion

de f
i Akx + Bk
2 I
p (ax® +bx +¢)
-6
Ejemplo 5.49. Calcula / gdx. En este caso, tenemos un
(z - 1)(58 1)?

factor lineal y un factor cuadritico repetido, luego la descomposicién queda

2¢ -0 A Bx+C Dz + E

= + +
(=-D@2+12 -1 2241 (22+1)2

A(x +1)2+Bz+C)(x—- 1)@+ 1)+ Dz +E)(x - 1)
(x-=D(xZ2+1)2

Como los denominadores son iguales, entonces igualamos los numeradores

92 — 6 = Ax* + 9422 + A + Bx* — B2® + Bx? — Bx
+C2% - C2?2+Cx-C+Dx®-Dx+Ex—E

=2*'(A+B)+23(-B+C) +22(24+B - C + D)
+x(-B+C-D+E)+(A-C-FE)

A+B =0
-B+C =0
y obtenemos el sistema {24 +B - C + D =0
-B+C-D+E =2
A -C -E =-6.

Después de resolver el sistema, encontramos que los valores de las constan-
tessond=-1, B=1, C=1, D=2, E =4,vy, por lo tanto, la integral
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queda

22— 6 -1 x+1 9 + 4
27D = [ =4 Ity Zrrt g
r-D@2+1)2" /x—1“/x2+1“ @2+ 12

1 2 dx 2 4
=-Inlz-1|+= | ——dz+ + de+ | ————d
nle=1i 2/x2+1 ‘ ,/x2+1 /(x2+1)2 * /(x2+1)2 ‘

1 1 4
=—In|z—1|+=In|z? + 1| +arctanz — +/ dx.
2 22 +1 (2 +1)2

Para la ultima integral, hacemos la sustitucién x = tand, de donde ob-

tenemos 4/c0328d9 = %f(l + cos 20)do = 2(6+%) +C = 20+

— x 1 — 2_1 .
25en0c030+C—2arctanx+2mm+C—Qarctanx+12+1 +C, asi

que la integral pedida es

1 2
=—Injz - 1|+ =In|z? + 1| + arctanz — +Qarctanz + ——— 4+ C
2 x2+1 x2+1
2+1 -1
Y * +Sarctana + — +C.
x-1 22 +1

La estrategia de fracciones parciales es realmente una manipulacién alge-
braica para descomponer una funcién racional en sumandos mads simples.
Siempre conlleva a la solucién de un sistema de ecuaciones, que tinicamente
en el primer caso se puede solucionar evaluando en cierta ecuacién el valor
de las raices de los factores lineales. Se recomienda que el lector investi-
gue por sus propios medios la teoria de solucién de sistemas de ecuaciones
lineales, que se escapa del objetivo de estas notas.

5.2. Sustitucion tan(6/2)

Ahora consideraremos funciones racionales de dos variables x y y. Estas
funciones tienen la forma

p(x,y)
q(z,y)

R(z,y) ={ q(z, ) iO},

donde p y ¢ son polinomios reales de dos variables. Dada una funcién racio-
nal /(x,y), si sustituimos £ = cos @ y y = sen 8 (o al contrario), obtenemos
una funcién racional de senos y cosenos. Observe que una funcién de este
tipo solo depende de la variable 6.

Ejemplo 5.50. Dada la funcién racional f(x,y) = #, hacemos la susti-

tucién x = senf, y = cos . De esta forma, obtenemos la funcién racional
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de senos y cosenos
(6) sen 6 cos 8
gWw)=—7""——.
1 —senf cos?6
. . .. . Q—z+y+3xy—a2+4y?
Ejemplo 5.51. Considere la funcién racional f(x,y) = S v e
Si realizamos la sustituciéon x = cosf, y = sen@, obtenemos una nueva

funciéon

2 —cosO+senf +3cosOsend — cos? 6 + 4 sen? 9

60) =f(cosB,senf) =
g(0)=/(c ) 5+ cosf —2senf + cos 6 sen? 0

Sustitucién tan(6/2) es el nombre que se le da a una estrategia de integra-
cién que se aplica a funciones racionales de senos y cosenos. Consiste en
hacer la sustitucién « = tan (6/2), con la restriccién® -7 < 6 < x. Para
completar la sustitucién, debemos hallar expresiones para cos 6, sen 6 y d6
en términos de u.

Podemos representar la situacion geométricamente y hacer correspon-
der un tridngulo rectangulo a la sustitucion § = tan(6/2), como se muestra
en el tridngulo de abajo, y entonces calcular las expresiones para seno y co-

seno de 8/2 en términos de u:

sen(6/2) = —

1
cos(0/2) = ——, e
V1 +u2 V1 +u2

Usando estas dos expresiones, calculamos seno y coseno de 8:

9 92 1—u2
cos 6§ = cos“(6/2) —sen“(0/2) = ——,
1+u?
Qu
sen @ = 2sen(6/2) cos(6/2) = .
1 +u?

Y, para la derivada % = % sec2(0/2), tenemos que

d6 = 2 cos?(6/2) du

92
= du.
1+ u2 ¢

Con estas sustituciones, la integral de g(0) se convierte en la integral de
una funcién racional de la variable u, entonces se puede descomponer en
fracciones parciales. Veamos el siguiente ejemplo.

8Con el objetivo de que -5 < % < g,y asi la funcién inversa esté definida.
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0
Ejemplo 5.52. Calcular / ——— haciendo uso de la sustitucion
3-5senf

u = tan(60/2). La integral en términos de la variable « queda

/ﬁdu=2/idu
3 5( ) 3(1+u2)—10u

1+u? 1+u2

/ du
N
SuZ - 10u+3

9 / -
Bu—1)(u-38)’
y resolvemos la integral usando el método de fracciones parciales.

1 N
Bu-Dw-8) 8u-1 u-8’

entonces 1 =A(u—3)+B(3u—1).

] Parau=%=/l=—%,
m parau=3 = B =

Entonces, solucionamos la integral y volvemos a la variable
[ awew s e
(6u—1)(u—3) 3u—-1 u-3
1 1
=—Zln|3u— 1|+Zln|u—3|+C

= —%ln|3tan(0/2) -1+ %1n|tan(0/2) -3|+C.

Ejercicios 5.5

1. Realice la divisién de polinomios y exprese el cociente £ (@) — s(x) +

q(x)
;gi con dr < dq.
22 +%x+5 22 +1
a) ——. c) — .
x—38 22 -2
8 2 222 -8z +2
b 3x° + 2x +:c+1. d) x T+

¢+ 1 22+2+8
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2. Exprese la fraccién en sumas parciales (sin hallar las constantes) de las

funciones racionales dadas.

1
@) 22 -9 C)x_6'
u? r?
b .
) 1 +ut 9 r+4

3. Halle la integral de la fraccién parcial aplicando las estrategias de las
secciones anteriores. Note que no es necesario descomponer.

5 r+1
“)/4—7xdx' )/( +4)*

5 9-7x
b)/(1+u)4 du. 6)/( 322+ 2 +1)2

2 -3z 9z + 1
C)/sz 3016 f)/(x2+x+1)4

4. Resuelva la integral.

dx 2x -1
2 /x2—2x' ) / (x 1)2(x2+ 1) da.

x3 +1
dx
l _
) ./ x(x2 +4)2
r2 eQx
) / Zcosx de.
sen®x +senx

)/2;&—7x+7xd.

x—1
7 / x2+3x+2
—4xr -1
g)/ x® —4a de.
28— 22 + 162
)/ ] dzx.

h T P a—
)/(x+5)2x—1)
x+4
—d
q)/é 2z

& / (:c—l)(x +9)d '
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5. Resuelva la integral con la sustitucion tan(6/2).

)/;dx. c)/ ! d

Senx — Cosx senx
senx

b),/cosx dx. 9 / 1—2cosx

6. Calcule la integral / —dx.

senx — Cosx

a) Usando la sustitucion tan(6/2).

b) Multiplicando por el conjugado.
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Hasta ahora hemos realizado integrales de funciones que son continuas so-
bre un intervalo [a, b] (o con discontinuidades de salto) y hemos integrado
sobre intervalos acotados. En este capitulo, veremos que es posible integrar
sobre intervalos infinitos y que es posible integrar algunas funciones no aco-
tadas; estas integrales se conocen como impropias. Para ello, dividimos las
integrales en dos tipos, segun el caso en el que estemos, y utilizamos nuestro
conocimiento de limites para encontrar los valores reales de estas integra-
les. En algunos casos, no serd posible encontrar el valor real de la integral,
pero si podremos decir si ella converge o no compardndola con una integral
impropia conocida.

1. Integrales impropias de tipo |

Llamaremos asi a las integrales definidas sobre un intervalo infinito. Supon-
gamos que f (x) estd definida en el intervalo donde se va a integrar, entonces

1. Si f es continua en [a, ), definimos

'/aoof(x)dx = I}Lr?o—/abf(x)dx

2. Si f es continua en (—oo, b], definimos

/_ i f(@)dx = lim_ / b f(x)da.

3. Si f es continua en R y para algin real ¢ tanto f_cwf(x)dx como

f(mf(x)dx existen y son finitas, entonces

/: fla)dz = / mf (@)dx + / @,

En cada caso, si el limite existe, diremos que la integral es convergente y su

valor es el del limite. Cuando el limite diverge, la integral también lo hace
y puede diverger a +co 0 —oo, o0 también diverger de forma oscilante segtin
lo haga el limite.

Dos preguntas que surgen del tercer caso son {importa el valor que toma
la constante ¢?, ino!, y si la integral converge para un valor de ¢, entonces
{converge para todos?, iSi! La siguiente proposicién responde a estos inte-
rrogantes de forma mds precisa.
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Proposicion 6.1. Sea f una funcion continua en R vy ¢ algin valor real para el
cual las integrales L coo f(x)dx y /L ® f(x)dx convergen. Entonces, para cualquier

otro real b, las integrales f_ boo f(x)dx y fboo [ (x)dx convergen, e incluso

“rwde+ [ f@)de = b Fwde+ [ f@)de.
—00 ¢ —o0 b

Demostracion. Para todo nimero real ¢, se tiene que

-/[bfdx=('/tcfdx+/cbfdx).

. g . . b . .
Como lim f ‘ f dx existe, entonces lim / [ dx también existe y converge
[——00 4 [——00 t
a /C [ dx + fbf dx. De forma andloga, ocurre con lim /[f dx, el cual
- ¢ ) o t—o00 b ’

converge a f(oof dx - /be dzx (iejercicio!). Luego,

IEI_nOO‘/Lbfdx+hr£10‘/fdx—/ fdx+/ fdx+/ fdx—/ [ dx
=[wfdx+—[ [/ dx.

v
<1
Ejemplo 6.2. Calcule / —zd:r De acuerdo con la definicién, tenemos
1
© 1 b1 1]’ 1
/ —dz = lim —dzr=1lim |[-——| =lim |-—+1]| =1,
1 1'2 b—oo J1 1‘2 b—oo x |4 b—oo
la integral converge a 1.
Ejemplo 6.3. Encuentre el valor de la integral / o 1
® dx ) boda . b
L=t ) = et
= blim [arctan b — arctan 0] = blim [arctanb — 0] = g,

decimos que la integral converge a /2.

Ejemplo 6.4. Las integrales impropias nos permiten extender la definicién
de drea para regiones no acotadas. Mds precisamente, el drea corresponde
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al valor de la integral impropia, si esta existe. Para ilustrar esto, hallamos el

drea bajo la curva y = 1 7 en todo el eje real.

Note primero que la funcién siempre J y =)
es positiva, es continua en todo R v, i+
ademds, es par. Entonces calculamos

el drea por medio de la integral

“ d
A= / x2+1 ‘/0 xz—f1=2(g)=ﬂ'

Ejemplo 6.5. Determinamos la convergencia de la integral / etdzx.

‘ x

o b
/ e*dr = lim ¢“dx = lim [e* ]}i = lim [¢* - ¢],
el ultimo limite diverge a 0. En este caso, decimos que la integral diverge
a infinito.

Ejemplo 6.6. Determinamos la convergencia de la integral / e dzx.

S b
/ e *dx = lim e *dx = lim [—e_’”]O =lim[-e’+1] = 1.
0

bh— o0 0 /=) bh—o0

Es decir, que la integral converge y su valor es 1.

Ejemplo 6.7. Analizamos el comportamiento de / senx dx.
0

=) t
/ senx dxr = lim senz dx = lim[-cosz](, = lim [ cos¢ + 1].
0 t—o00 0 t—o0 [—00
Como este limite no existe y no se dirige a +co ni a —oo, decimos que la
integral diverge de forma oscilante.

Nota 6.8. Cuando la integral diverge a +oo (resp. —oo), vamos a escribir f fdx =
oo ( f fdx = —o0), a diferencia del caso en que la integral diverge de forma osci-
lante. Hacemos hincapié en esta distincion para enfatizar en el comportamiento de
la integral. En el ejemplo 6.5, que la integral diverja a oo significa que su valor es
tan grande como se quiera; mientras la integral del ejemplo 6.7 oscila cuando t se
hace grande, por ejemplo, cuando t = 2kn, con k € Z%, la integral es cero, pero
parat = (2k + )7 es 2; y cuando t = § + 2kn, la integral es 1, y ast lo podemos
hacer para todos los valores en [0, 2], por eso usamos la palabra oscilante.
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Ejemplo 6.9. Determine todos los valores de p para los cuales la integral

©  dx
g m converge.

= Sip =1 diverge, pues

/ dx :/ldu=ln|u|+C=ln|lnx|+C
u

zlnzx

:/ I Ine] = In | 2[] = o,
2

zlnx -
= Supongamos p # 1, entonces

dx uP*1 (Inz)!-*
= 4 = -7
/x(lnx)P /u du —P+1+C =7 +C

:/w de . ((ny)!? (n!
g x(nz)f  ioe| 1-p 1—p

Note que en el caso en que 1 —p > 0, la integral diverge, y si 1 -p < 0,

(In2)!-7 ..
converge a —I—_P. En COHCIUSIOH,

/OO dx B (II;Q_)]I_P' sip > 1,
9 xz(Inz)r

diverge sip < 1.

2. Integrales impropias de tipo Il

Llamaremos asi a las integrales de funciones que tienen una discontinuidad
esencial de tipo infinito dentro del intervalo de integracién.

1. Si f es continua en (a, b] y discontinua en «, entonces

/a b f(@)da = lim / b f(@)da.

2. Si f es continua en [a, ) y discontinua en b, entonces

—/abf(x)dx = Clirg{ /acf(x)dx
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3. Si f es discontinua en ¢, donde a¢ < ¢ < b, y es continua en [a, ¢) U
(¢, b], entonces

/ ' farde = [ @ [ ' fade,

siempre que las dos integrales de la derecha converjan.

Como antes, si el limite existe diremos que la integral converge; si no, es
divergente y puede hacerlo a +co0, —co 0 diverger de forma oscilante.

Ejemplo 6.10. Para determinar la convergencia de la integral / —, pri-

mero hallamos las discontinuidades de f(x) = \f en [0, 1]. Vemos que solo

tiene una discontinuidad de tipo infinito en x = 0. Entonces,

dx—h /ld hm[Q\/_] hm2[1—\/_]=2.
\/_ a—0* J, \/i a—0* a—0*

Note la importancia de calcular el limite cuando « tiende a cero por la de-

recha.

4
Ejemplo 6.11. Para determinar la convergencia de la integral —
0 Vl-x
primero note que la funcién presenta una discontinuidad de tipo infinito en

x = 1, entonces

/1 d—x = lim /b d—x = lim [arcsenx]b
0 V1—z2 t—=1"Jo V1—z2 b1 0
n
= lim [arcsenbd —arcsen 0] = lim arcsenb = —
b—1- b—1- 2
Nota 6.12. Si usted no se da cuenta que la funcion tiene una discontinuidad de tipo
infinito dentro del intervalo de integracion y realiza la integral definida sin hacer

una pausa en el punto de discontinuidad, cometerd un grave error. Por ejemplo, si
4

quiere realizar la integral T podria pensar equivocadamenie vy calcular

0o -

4
dx 4
/0 x—-1 _1n|x_1|’0

=In(8)-In|-1|=In8.  ERROR!!

Esta funcion presenta una discontinuidad de tipo infinito en x = 1, por lo tanto,

/4 dx _/1 dx +/4 dx
0 1‘—1_() .1‘—1 1 1‘—1‘
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Para la primera integral, tenemos

1 d b d b
/ L~ lim L~ JimIn lx — 1|’
o x—1 bs1-Jy -1 b>1- 0

= lim [1n|b— 1-1In|- 1|] = lim Inb - 1| = —co.
b—1- b—1-

Como esta integral diverge, la integral completa diverge.

ix <2,
Ejemplo 6.13. Considere la funcién definida por f(x) = e

— siz > 2.

. . 3
Determinamos la convergencia de /1 f(x)dzx.

Como la funcién tiene una discontinuidad

‘
1 esencial en x = 2 se hace necesario partir la
1 integral asf:

!

‘

—"_01 3 2 3 1
T :& T3 / f(x)dx = / 1dx +/ dzx.
(. 1 1 g -2

La primera integral vale 1, mientras que la segunda es impropia, asi que

usamos la definicién con limite

8 8
/ dx = lim dr = limIn|z - 2|
9 2

3
x—2 a—2* J, T — a—2* a

Inl - lirr21+ln|a — 2| = +oo0.

Concluimos que la integral diverge a +co.

3. Propiedades

Diremos que dos integrales impropias tienen el mismo cardcter y usaremos
el simbolo ~ si ambas convergen, ambas divergen a +co 0 ambas son osci-
lantes. A continuacion listamos algunas propiedades cuyas demostraciones
son sencillas a partir de las definiciones. En lo que sigue asumimos que todas
las funciones estdn definidas en su dominio de integracion.

Propiedad 1. Sea / integrable sobre cualquier intervalo finito [a, ¢]. Sib >

‘/aoof(x)dx ~ —éwf(x)dx

a, entonces
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Demostracion. En efecto,

t b t
lim / f(x)dx = lim (/ [(x)dx +/ f(x)dx)
[—00 a t—00 a b

_ / b f @)z + lim /b ' f(a)d.

El limite de la izquierda y de la derecha tienen el mismo comportamiento,
es decir, ambos son finitos, ambos infinitos 0 ninguno existe. o

De la misma forma, si / es integrable en todo intervalo finito [¢, b], en-

Propiedad 2. Sea [ integrable en cualquier intervalo finito [a,t] y 4 # 0.

/amf(x)dx~/am/lf(x)dx.

Demostracion. Basta darse cuenta que

tonces, para a < b,

Entonces,

t t
lim / Af(x)dx = A lim / [f(x)dzx,
t—o0 a —o0 a
asi que los dos limites son simultdneamente finitos, infinitos u oscilan. &

Propiedad 3. Sean [ y g integrables en cualquier intervalo finito [a, t]. Si

/ f(x)dxy / g(x)dx convergen, entonces debido a la linealidad de la

integral y del limite, / (f + g)(x)dx también converge y, ademds,
a

[ vrowie= [ rwder [ g

Propiedad 4. No hay que confundir _/_O; f(x)dx con llir?o f_t[f(x)dx Este

dltimo se conoce como valor principal de Cauchy y se denota por V' P f_ O:o f.

Si f integrable en cualquier intervalo cerrado y /_O:O [ (x)dx es convergente,

[ : f(@)dx = lim [ : f(x)dz.

Sin embargo, la implicacion contraria es FALSA.

entonces
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(59

Contrajemplo. / 42%dx no es convergente porque

—00

t

= +OO,

00 13
/ 42%dx = lim 423dzx = lima?
0

[—00 0 t—o00

0

sin embargo,

t
lim 42%dx = lima?

t—o0 —t t—o00

L
=limt*-¢* =0,

—t —o00

esto es, VP/ 423dzx = 0.

Propiedad 5. Sea / integrable en cualquier intervalo cerrado [a,t] y sea

L :=lim f(x).Si L # 0, entonces faoof(x)dx diverge.

Demostracién. En efecto, supongamos que L > 0, esto quiere decir que,
dado € > 0, existe N > 0 tal que six > N, tenemos que |f(x) — L| < €,
estoes, L —e < f(x) < L + €. En particular, para € = {j, sixz > N, tenemos
que 15‘ < f(x) < % Luego, 0 < Ig‘ < f(x) paratodox € [N, o). Entonces,

13 L t
lim —dxr <lim [ f(x)dx.
t—oo J N 2 =00 J N
Como la integral de la izquierda diverge, la de la derecha diverge y, por la
propiedad 1, faoof(x)dx diverge. El caso en que L < 0 es similar y se deja
como ejercicio al lector. o

Lo que quiere decir esta propiedad es que el hecho de que el limite L sea cero

es una condicion necesaria pero no suficiente para que la integral sea convergente.
. | . “dx .
Por ejemplo, lim - =0, y sin embargo — diverge, en efecto,
r—00 ¥ xT
1

o 13 t
/ d_x = lim/ d_x = limln |av|’1 = zlim Injt] —In1 = +oo.
1 1 —00

X [—00 x [—00

El mismo ejemplo nos muestra que el reciproco no es cierto, esto es, si la
integral diverge, NO necesariamente el limite es diferente de cero.

4. Criterios de comparacion

En algunas ocasiones, es complicado (o imposible) encontrar una antideri-
vada de una funcién y esto dificulta determinar la convergencia de las inte-
grales impropias asociadas a esta. Sin embargo, hay otra forma por medio
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de la comparacién con otras integrales para las cuales ya esté determinada
su convergencia. El primero de tales criterios es tal vez el mds importante,
pues de este se deducen importantes propiedades, asi como otros criterios.
En esta seccidn, todas las funciones son no-negativas.

Criterio de comparacién directa. Sean /' y g continuas en [a, o) y tales que
0 < f(x) < g(x) para toda x > a. Por propiedades de la integral sabemos

que
/f(t)dts/ g(t)dt,
a a
luego,
si/ g(x)dx converge, entonces/ f(x)dx converge.
a a
y

si / [ (x)dx diverge, entonces / g(x)dx diverge.

Ejemplo 6.14. Determinamos la convergencia o divergencia de la integral

00 2
Ccos™x
I:/ T dzx.
1 x
9

Como 0 < cos?z < 1 para todo z real, entonces 0 < Ot < ﬁ en

[1, ) y, puesto que la siguiente integral impropia converge:

o0 b 1
/ —dx = lim —4dx = lim
1

x4 b—eo J1 X b— o0

RN A B A
33|, b0 8|0 |8

se sigue que la integral impropia I también converge (aunque NO necesaria-

mente al mismo valor).

o

Ejemplo 6.15. Estudiamos la convergenciade [ = / e—gdx. Observe que
1

e > x para todo x € [1, o), en consec ia, & > 1, la integral
>xp , 00), uencia, 5 > 13y ya que la integra

floo %dx diverge, entonces I también diverge.

Ejemplo 6.16. Determinamos los valores de p para los cuales la integral

(o]
/ dx
converge.
9 xPlnx

» Sip =1, de acuerdo con el ejemplo 6.9, la integral diverge.
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s Sip > 1 parax > 2, tenemos que x > Inx. Luego, usando que a” > a

paraa > 1,
B
(Inz)? ~ Inx
R 1 . 1
xz(Inz)?  x?Inx
1 |
—d —dx.
= /2 x(Inx)? x>‘/2 Pzt

Como la integral de la izquierda converge (ver ejemplo 6.9), la de la
derecha también converge.

= Sip <1,
LA
(Inz)?  Inx
= ! < !
xz(Inz)?  zxInx
| |
= ‘/2 x(lnx)/’dx</2 :ci’lnxdx

Como la integral de la izquierda diverge, la de la derecha también
diverge. En conclusion,

/oo dx converge sip > 1
2

atInx diverge sip <1.

Note que en este ejemplo no podemos concluir a donde converge la integral.

Criterio de comparacién al limite. Dadas dos funciones / y g positivas y
continuas sobre el intervalo [a, o), definimos

[(x)

L= lim —=.
7o g(x)

= Si0 < L < oo, entonces las dos integrales

Lwﬂmm y Lwﬂmm

tienen el mismo comportamiento, es decir, o ambas convergen o am-
bas divergen.
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s SiL=0y

o /aoo g(x)dx converge, entonces /aoof(x)dx converge.
o famf(x)dx diverge, entonces faoo g(x)dx diverge.

" SiL=+4c0y

o fa * f(x)dx converge, entonces fa * g(x)dx converge.
o faoo g(x)dx diverge, entonces faoof(x)dx diverge.

Demostracion. Caso 0 < L < +0c0. Dado € = %, existe N > 0 tal que si
x > N, entonces |M -L| < % Luego,

g(x)
L f (x)
g(x)

multiplicando por g obtenemos

Se@) < [(@) < g ().

Basta aplicar el criterio de comparacién directa a [5 g < f ytambiéna [ <

3L
9 &-

Caso L = 0. Para e = 1, existe N > 0 tal que siz > N, entonces QEI) <
1. Como las dos funciones son positivas, concluimos que 0 < f(x) < g(x)
y aplicamos el criterio de comparacién directa.

Caso L = +oo0. Tenemos que hm ;EI; = (0 y caemos en el caso anterior.

o

Elegir un criterio de comparacién para determinar la convergencia, asi
como la funcién que usard para hacer la comparacién no es un problema
sencillo. En principio, es una tarea de ensayo y error, pero a medida que
se conozcan mds integrales impropias, desarrollara destreza. El siguiente
ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 6.17. Para estudiar la convergencia de / x? sen? z dzx podemos
1

intentar comparacién directa. Como 0 < sen? z < 1 para todo x, entonces

0 < 2%sen’x < 22, pero floo x2dx diverge, de lo cual no podemos con-
cluir si nuestra integral converge o no. Intentamos entonces comparacion
al limite, {con qué funcién g? Hay que probar con funciones que simplifi-
quen el cociente f/g y ademds cuyas integrales conozcamos. Por ejemplo,
si g(x) = 22, tenemos que

x?senx 9

L = lim ———— = lim sen”z.
xr—00 xQ xr—00
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El problema es que este limite no existe, asi que esta eleccién de g no fun-
ciona. Consideremos ahora g(x) = ﬁ, entonces

xQ senQ X

L= lim =——= = lim 2* sen® x = +oo,
XI—00 1 IT—00

x?

pues ¥ — oo y sen? z estd acotada, pero el criterio no dice nadasi L = co'y

la integral del denominador converge, asi que debemos buscar otra funcién.
Sea g(z) = 1. Entonces,
X

2 con?
. xfsen‘x
L=1lim ——= = lim 2%sen®x = +00,
XT—00 l XIr—00
x
oo . . ..
y sabemos que /1 %dx diverge. Ahora si estamos en las condiciones del
criterio, esto es, como L = +co y la integral del denominador diverge, con-

cluimos que la integral del numerador también diverge.

Ejemplo 6.18. Determinamos los valores de p para los cuales la integral

|
nx
/ ——dx converge.
1

x?

= Sip =1, la integral diverge, pues

/ ln—xdx = lim %[lnx]Qt = +00,
1

X t—o0 1

= Supongamos p < 1y usemos el criterio de comparacién al limite con

) = .
g() 2’ Inx

Inx c

Inx ?(1 2

2’ (Inx ;
L=lim -2 = lim P (In2)” = lim (Inz)? = +oo.
Tr—00 T—00 X r—00
a? Inx

Como L = ooy la integral del denominador diverge, la del numerador
también diverge.

1
= Supongamos p > 1y comparemos con g(x) = ————.
x(Inx)?
Inx p+1 p+1
L=1lim —<— = lim 2(n 2" = lim (nz)™
r—00 x(h}x)l’ Ir—00 aP r—00 .Z'P_l
_ e @+ D(n2)? p+D!
=lim ————=-..=1i

)

e—eo (p— D=1 s (p — D)p+lgr=1
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donde hemos aplicado la regla de I’Hopital p + 1 veces. Como L =0
y la integral del denominador converge, la del numerador también
converge. En conclusién,

—dx =

/°° lnxd converge sip > 1,
1ol diverge sip <1.

Note que en el ejemplo anterior usamos los resultados obtenidos en los
ejemplos 6.9 y 6.16 para las integrales definidas para x > 2. Pues, por la
propiedad 1, como la funcién f es integrable en el intervalo [1, o), las dos
integrales tienen el mismo comportamiento, es decir,

'/loof(x)dx ~ '/QOOf(x)dx

5. Convergencia absoluta

Hasta ahora hemos trabajado con funciones no-negativas. Para aquellas fun-
ciones que toman valores negativos definimos un tipo especial de conver-
gencia, que se basa en el comportamiento de la integral de su valor absoluto;
pues ninguno de los criterios mencionados hasta el momento se puede apli-
car. Mds precisamente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 6.19. Sea [ integrable en todo mtervalo cerrado [a, t]. Decimos que

/ f(x)dzx es absolutamente convergente si |f (z)|dx converge.

a

o0

Ejemplo 6.20. La integral ——de es absolutamente convergente, pues
x
J, =
1
6.2.

El siguiente teorema nos proporciona un criterio ttil para saber si la in-

[se]
= dx = /1 ﬁdx, que ya sabemos es convergente. Vea el ejemplo

tegral de una funcién (que puede tomar valores negativos y/o positivos) es
convergente.

Teorema 6.21. Suponga [ integrable en cualquier intervalo cerrado |a,t]. Si

[ee)

/ |f (x)|dx converge, entonces [ (x)dx converge. En otras palabras, si la
a a

integral converge absolutamente, entonces converge.
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Demostracion. Dado x en el dominio de f, se tiene que
—If (@) < f(x) < |f(2)]
= 0<f(x)+1f (@) <2|f ()]

Si fam |f (x)|dx converge, también lo hacen /aoo 2|f (x)|dx por la propiedad
2y /aw (f(x) + |f (x)])dx, por el criterio de comparacién directa. Como

/amf(x)d“/am(f(x)+|f(x>|)dx—/am|f(x)|dx,

entonces la integral impropia de / converge. o

El reciproco del teorema NO es cierto. Considere el siguiente ejemplo.

® cosx

dx converge, pero no converge

Ejemplo 6.22. La integral I = /
1

x
absolutamente. En efecto, veamos que la integral converge usando integra-

cién por partes, con u = % y dv = cosxdzx.

00 t t
cosx . cosx . senx 1t senx
dzr = lim dz = lim ] + dx
1 X l—oo Jy X t—o0 X 1 1 x2

t
sent i senx
= lim (— —sen 1) + lim 5 dx
t—o00 t t—o00 1 x
“ senx
=-senl+ / 3 dx.
1
Como % < fl fdx converge, entonces /1 L dx converge abso-

lutamente, por 10 tanto, es convergente, y asi la integral I también converge.
Veamos que no converge absolutamente. Se tiene que

® |senx ® | cos(x — g)] ® | cost
/ | 'm:/ —dezf [cost]
1 x 1 X 1-z t+3

2

(o) [ee)
| cost| | cost]
dt ~ dt,
./1—12r L+ 1 t

. t
pues L = lim = lim —— =1, entonces ambas integrales tienen el
r—0c0 |cost| oot + X

7 2
mismo comportamiento. En resumen, las integrales de

y, ademds,

| cost|
1200
+%

|senx| | cos x|
e — son
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ambas convergentes o ambas divergentes. En el caso en que una de las dos

sea conver . driz *® [senz|+|cosz| 4 ‘
gente, se tendria que || — Z converge, pero esto es
C|+| € 4 o .
absurdo, pues Lsenzltcose] 1 y f Ldz diverge.
o | | T x 1 =z -
cosx . . : COoSx
Luego fl ——dx diverge, lo que quiere decir que /1 “22dx no es ab-
solutamente convergente.

Definicién 6.23. Si fa ® f(x)dx es convergente pero no lo es absolutamente, se
dice que es condicionalmente convergente.

* senx

dz? Como la funcion no es

Ejemplo 6.24. {Qué puede decir de /

0 x

positiva, se hace necesario estudiar la convergencia absoluta. Por el mismo
razonamiento del ejemplo anterior, podemos decir que la integral converge
condicionalmente. ¢Nota algtin error? Si no se dio cuenta que la integral
también es impropia en x = 0, vuelva al inicio del capitulo. Resulta que
la funcién no estd definida en cero, la buena noticia es que estd acotada,

pues lim *= = 0. Luego, el comportamiento de la integral pedida y de

x—0

&8 . - 21 . .
fl *2Ldx es el mismo, asi que es valido trabajar con esta integral, que no
tiene problemas en el limite inferior.
De hecho, podemos mostrar que la integral de 0 a 1 converge: usaremos
. .. _ 1 _ 1 —
integracién por partes, con u = 5, du = ——%dx y dv = senadz, solo que
tomaremos v = 1 — cosx. Entonces,

1 _ 1 11 _
senx ) 1-cosx 1-cosx
der=lim |———| + —dx
0 X a—07* X a a z2

— 1 —
(1 =cosl) - lim ﬂ+/ 1ﬂdac,

a—07* a x2
1
—cosx
=(1-cosl)+ lim ——dx,
a—0* J, x?

donde hemos usado la regla de L'Hopital para calcular el limite, y la integral
de la derecha claramente es finita, puesto que la funcién estd acotada en el
intervalo [0, 1].

Para la integral de 1 a infinito, tenemos

b
“ senx ; b1~ cosx
dx = lim + —dx
1 X b—oo 1 1 x2

1 —cosb bq-
= lim L (1 -cos1) +/ —C(OSIdx,
bh—o0 b 1 xl

1-cosx

X

b
1—
=—(1-=cosl)+ lim #dm.
b—>oo Jq x
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Note que el limite es cero, puesto que el numerador es acotado y la integral
de la derecha converge porque estd acotada por /100 %dx.

x
: . . . sent
Estas integrales se conocen como integrales senoidales Si(x) := / —dt
- o !
. sen! . . .
y si(x) := —/ ; dt, y juegan un rol importante en la teoria de proce-
x

samiento de sefiales. Con técnicas de variable compleja, o transformada de
Laplace, se puede demostrar que

Si(x) —si(x) = /
0

Nota 6.25. Cualquier integral impropia de segundo tipo se puede transformar en
una integral impropia de primer tipo por medio de un cambio de variable, asi,

“ sent

dt =

T
5

b
* si [ es continua en (a, b], podemos transformar la integral / f(x)dx a
a

una de primer tipo usando el cambio t = ——.
xr—a

b
*x Cuando [ es continua en [a, b), transformamos / [ (x)dzx haciendo el
a
cambio t = I)L
X

Como ejercicio, verifique que en ambos casos se obtiene una integral impropia de
primer tipo.

Debido a esto, todos los criterios para convergencia de integrales de tipo
I tienen andlogos para integrales de tipo 1I. iEscribalos!

Ejercicios 6.5

1. Determine la convergencia de las siguientes integrales vy, si es posible,
halle su valor.

a) . zdzx. €) '/2 m
b) VP/ zdzx. /) / 2"dzx.
-0 0
©1 1 S|
— — —dx. —dx.
C)./l 3 xd v g)‘/o 16 — 22 !
0o dx oo ~
d) h) re Ydx.

o e'+1 0



10.

11.

. Sies posible, calcule/

. Sies posible, Calcule/
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7) xetdzx. ) / ln—jdx
0 X
. *  dx
b 0 et —e T 0)/ ,parapeIR
k) e ¥ cosxdz.
) jm d ?) / (x ———,paraa € R.
0 22 + ]6'
* 2722 + 92 + 18 (1) / ————, paraa € R.
w [ e
TS

n) /wm—xdx r)/ —dx

. Complete los detalles de la prueba de la proposicién 6.1.
. Complete la prueba de la propiedad 5 cuando L < 0.

. Sea f una funcién continua en todo R. Pruebe que si f es par y

[ee) (o)
fo Jf dx es convergente, entonces f_oof dx converge y su valor es

QfOOOfdx.

. Sea { una funcién continua en todo R. Pruebe que si / es impar y

/Ooof dx converge, entonces /_O;f dx converge y su valor es 0.

Determine el valor de M para que la integral
/ <z M i
- x
1 222+M 2(x+1)

[ee)

sea convergente.

cosxdx y VP/ cosxdzx.

[ee) (o8]

senxdr y VPf senxdzx.

—00 —00

. Determine los valores de p para los cuales la integral es convergente

y, de ser posible, halle su valor

a —.
1 axP 0 xP
Escriba los criterios de comparacién directa, comparacién al limite y

convergencia absoluta para las integrales de tipo II.

Determine la convergencia o divergencia de las siguientes integrales
usando un criterio de comparacion.
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N
< Inx
k d
b / Inz ) ,/2 P
) lnxd ) / 1 e,
C . x_3 X. €“T+5

© oty or+1
d : dx. m)/ dx.
)/1 20480 +24+2 * 25 + sen?

00 3
d/; %\Z_;lldx' " 1 2t +In? x+4dx.
f [mﬁd% ﬁ)/1 xf_ldx.
9 /lwﬁdx. 0 /m(1+1)’dx.
00 3
h)/o xz+2dx' p)/ 3xx+-2|-x2+1dx

) [t i pp——
1 Vab+1 -1 (1 +2)(2+2)

12. Sea f () una funcién integrable (no necesariamente continua) en todo

13.

intervalo de la forma [0, ¢], cont > 0. Si /Ooof(x)e_“ dx, con s >
0, es convergente, su valor F(s) se conoce como la transformada de
Laplace de f. Halle la transformada de Laplace de la funcién dada

a) f(x) =1, es decir, calcule fooo e dx, cons > 0.
b) f(x) ==

¢) f(x) = cosx.

d) f(x) =senx.

La funcién Gamma I'(¢), con ¢ > 0 definida a continuacién, tiene la
propiedad de que I'(t) = (¢ — 1)! parat € Z

()= / 2l dx parat > 0.
0

a) Pruebe que I'(1) converge y compruebe que su valor es 1. Su-
gerencia: separe la integral en los intervalos [0, 1] y [1, o).
b) Halle I"(2).

¢) Pruebe queT'(t) = tI'(¢—1) y pruebe por induccién que I'(¢+1) =
t! parat € Z;.



14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Determine todos los valores reales de @ para los cuales la integral

b dx
] W converge.

dzx

1—at
criterio de comparacién al limite, con una integral como la del ejer-

usando el

1
Determine el comportamiento de la integral /
0

cicio anterior.

Determine todos los valores reales de @ para los cuales la integral

/b dx
—F—F—F converge.
. @—a)e 8

3 d
Determine el comportamiento de la integral | — , usando el
B x> —2

criterio de comparacién al limite, con una integral como la del ejer-
cicio anterior.

{Puede ocurrir que lim f(x) = 0 y la integral foof(x)dx sea diver-
X—00 a
gente? De ejemplos.

{Es posible encontrar funciones f y g tales que /100 f(x)dxy /loo g(x)dx

sean divergentes, pero /100 (f+g)(x)dx sea convergente? De ejemplos.
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En lo que sigue, estudiamos varias aplicaciones de la integral definida, em-
pezando con aquella que nos ayudé a introducirla: el drea entre curvas. Se-
guidamente, revisamos métodos para hallar el volumen vy el drea superficial
de ciertos sélidos, y también encontramos férmulas para determinar la lon-
gitud de una curva. Por otra parte, hallamos los momentos y centros de
masa de algunas regiones. Adicionalmente, hemos incluido cuidadosamen-
te algunos ejercicios de probabilidad. Por ultimo, presentamos unos cuantos
ejemplos de aplicaciones relacionadas con el trabajo.

La herramienta que utilizamos en estas aplicaciones es la suma de Rie-
mann, que nos permite pasar de lo discreto (las aproximaciones) a lo conti-
nuo (la integral). Por ejemplo, si estamos interesados en calcular el trabajo
realizado por una fuerza variable para desplazar un objeto en un trayecto,
aproximamos el trabajo en pequefios trayectos asumiendo que la fuerza es
constante en cada uno y luego los sumamos -esta suma corresponde a una
suma de Riemann-. Por esta razon, en la medida que hacemos particiones
mas finas la aproximacién mejora. Si hemos escogido un conjunto adecuado
de sumas de Riemann, podemos pasar a la integral calculando el limite.

1. Area entre curvas

Recuerde que en principio estudiamos el drea bajo la curva, que se puede
considerar como el drea entre dos curvas si asumimos que el eje x es la recta
g(x) = 0. Ahora lo haremos de manera mas general.

Consideremos dos funciones
continuas f y g, definidas so- y
bre un intervalo [a,b] de tal
manera que ¢ < f en todo el
intervalo. Gréficamente vemos
que la curva correspondiente :
a g estd por debajo de la de f. i

Sea P = {ty = a,...,t, = b} ! ,
una particién del intervalo y a%t;‘ b
tr € [tio, il y At =t —tiq la
longitud de cada subintervalo.

Entonces, [/(t7) — g(t])]At; es el drea del rectingulo R; entre las dos
curvas, que tiene como base el intervalo [#;_1, t;]. Observe que siempre se
puede construir un rectdngulo completamente contenido en R; y otro que
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lo contenga completamente. Entonces, la suma de Riemann
n
= Y1) - gt)An
i=1

siempre es un valor intermedio entre dos aproximaciones del drea entre
curvas: una por debajo y otra por encima. Resulta, pues, razonable definir
el drea como la integral asociada a esta suma de Riemann

Ay / /(@) - g(@)]d

Como g < [, entonces 0 < / — g, y la integral asociada al drea siempre es
no negativa, independientemente del signo de f y g. Cuando este no sea
el caso, como ocurre en la grdfica siguiente, solo debemos recordar que si
¢,d € R, entonces |c — d| es la distancia entre c y d.

Y El drea de cada rectingu-
lo entre las curvas estd dada
por

/@) () - g(h)|As,

o (2) y una aproximacion del drea
! lz}l da la suma de Riemann

z Zl /(€)= g(1)]AL.

T T

a aj ag

S~ - — —

Luego, podemos definir el drea como la integral

b
Ary = / /(@) - g(@)] da
ay as b
- / [/ (@) - g(@)]de + / [g(2) - f(@)]dx + / [/ (@) - g(@)]da

Por supuesto, en este caso se hace necesario encontrar los puntos de corte
entre las graficas de [ y g.

Consideremos ahora dos curvas x = f(v) y x = g(y), es decir, consi-
deremos x funcién de y, ic6mo hallamos el drea entre las dos curvas? Apli-
camos el mismo principio, la curva que se encuentra mds a la derecha menos
la que estd a la izquierda.
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gy) =z

} Ay / /)~ ()1d
4
(/

)

f) =

Ejemplo 7.1. Para determinar el drea entre las curvas y = —%xQ + %x -1

yy = %x + %, empezamos hallando los puntos de corte, que son (1, 2) y

(4, 3). En este caso, el drea estd dada por la siguiente integral

4
24 11 1 5
‘/1 (—§ZC2+?£C— 1) (§x+§) dx

4
:/1 —§x2+%0x— gdx

Ejemplo 7 2. Consideremos las curvas dadas por g(x) = %xz + A;x - % y

f(x) = gx + x -3 ! v calculemos el drea entre estas.

Primero, encontramos los puntos de
corte solucionando la ecuacién cua-
dritica f(x) = g(x), que produce
lgx2+ gx— 2 = 0, cuyas soluciones son
x = —4 y x = 2. Note que ambas fun-
ciones son negativas y g(x) < f(x) <
0 en [—4, 2]. Sin embargo, su drea es

positiva y estd determinada por la in-

tegral

2
1, 2 14\ (2, 4 22
A :/ (‘—x2+—x——)—(—x2+—x— - )dx
/== ), \8" T3 3 37 "33

2
1o, 2 8
= ——x° - —x+—-dr=12.
'[4 ¥ 3x+3dx
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Ejemplo 7.3. La integral

3n/4 3n/2
/ |Cscx—256nx|dx+/ | cscx — 2 senx|dx
/2 Sr /4

se puede interpretar como el
drea de dos regiones encerra-
das entre varias curvas. La pri- 3 Y= cRew
mera integral entre x = /2,
y =cscxylacurvay = 2senux; (37/4,7/2)
y la segunda entre y = cscx,y = ]
2senxylarectax = 37 /2. No- /

[V /2 3m/2 ™

te que puede obtener una re- y = 2sinz

i6n a partir de la otra por me- -3
gionap P (57/4, —/2)

dio de una rotacion de 180° al-

rededor del punto (r, 0) 6 por
medio de un cambio de varia-

ble.

Entonces, el drea de esta region se puede expresar como una sola integral

3 /4
/I=2/ 2senz —cscx dr =2V2+In2 - 2In(2 + V2).
/2

Ejemplo 7.4. Considere la region acotada por las curvas 4z+y? = 12,z = y.
Los puntos de corte son (2, 2) y (-6, —6) y su drea estd dada por

; 201,
, A = ——y*+3|—-ydy
6\ 4

y = /2 Lo +3|d
7 -6 -5 4 -3 2 1101 2 4 5 = 6 4y y y

2 1 2

3 _ 32

: AR I

s o

6 - 3’

Ejemplo 7. 5 Para calcular el drea entre las Curvas dadas por las funciones
f(x) = 4030 - %xl - %x + gg y gx)= x -+ 8’ primero debemos



encontrar los puntos de inter-
seccion de las curvas; verifi-

que

(8,1). Con la grdfica, vemos
que,
lo[-1,1]y f(x) < g(x) enel
intervalo [1, 8]. Asi, podemos
expresar el drea como la suma
de dos integrales

A=

Aplicaciones de la integral « 155

que son (—-1,2),(1,0) y

g(x) < f(x) en el interva-

[11f—gdx+/13g—fdx

/1Ex3—§x2—2x+§dx—‘/31—lx3—§x2—l—lx+§d:¢
-1 40 40 40 40 1 40 40 40 40

1111 _11
1010 5

Ejercicios 711

Dibuje y encuentre el drea de las siguientes regiones de R2.

1.

© % N o

2

La regién comprendida entre las gréficas de y = 2%,y = —2? y las

rectasx =—1lyx=1.

. La region comprendida entre la curvay? =z ylarectaz —y — 6 = 0.
. La regién comprendida entre las curvas y = 2 y y = {/x.

. La regién comprendida entre las curvas y = 22, y = 2% — 2x + 4 y el

eje y.

La region comprendida entre las curvas y = cosx, y = senx, & =
0, z=2nr.

La regién comprendida entre las curvas y = —2% y y = x — 22,

La regién comprendida entre las curvasz = y2 —8y+ 1 yx+y—1 = 0.

La regién comprendida entre las curvas y =22 - 1, y = |z]| .

Encuentre el drea, si existe, de la region bajo la curva y = csc?(x) para
xentre 0y /2.
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2. Volumen. Secciones transversales

{Qué es un cilindro circular recto? Seguramente le viene una imagen de un
tanque o un recipiente cuya base y tapa son circulos, con una pared per-
pendicular a base y tapa, éverdad? Pero no todos los cilindros son circulares
ni tienen una pared perpendicular a la base. Imagine una regién plana que
se desliza a lo largo de una recta, generando un sélido, a tal sélido le da-
mos el nombre de cilindro. De hecho, la base puede tener cualquier forma,
no necesariamente circular. Para nuestros propdésitos, vamos a considerar
tnicamente cilindros que se forman cuando la recta es perpendicular a la
region que se desplaza. En la figura de la izquierda, tenemos un cilindro
circular no-recto.

En la figura de la derecha, tene-

mos un poligono que se despla-
za a lo largo de una recta per-
pendicular al plano donde se

encuentra, formando un cilin-

dro recto pero no-circular.

Ahora bien, el volumen de un cilindro circular recto estd dado por V' =
7 -r2 - h, donde r es el radio de la circunferencia de la base y £ es la altura.
Si la base ahora es cualquier superficie, entonces el volumen de un cilindro
recto se define como

V =h-AB),

donde A(B) es el drea de la base.
Considere un solido dis-

puesto en la direccién de
una recta, como lo muestra
la figura. Suponga que se co-
noce la funcién de drea de

cada corte transversal A4(x),

V
S

parax € [a, b], alo largo de
todo el solido.

o~ k-

Una aproximacién del volumen de S se calcula por medio de la suma de
Riemann V' (S) = X7, A(t)At;, donde P = {ty = a,...,t, = b} es una
particion: ¢ € [t;—1,4] y Al; =1; —tj—1, coni = 1,...,n. Si suponemos
que la funcién de drea es continua, siempre podemos acotar cada suma de
Riemann entre una aproximacién por defecto y otra por exceso.! Luego,

1 Basta considerar m; = min{A4(z) : x € [ti21, 8]} y My = max{A(x) : x € [t;_1, t;]}-
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resulta natural definir el volumen del sélido por medio de la integral

b
V(S) =/ A(x)dx.

Ejemplo 7.6. Es conocido que el volumen de una esfera de radio r es
%mﬁ, verifiquemos este resultado. Supongamos que el eje x atraviesa dia-
metralmente a la esfera de modo que el origen coincida con el centro, como
se ilustra en el dibujo. Hacemos cortes perpendiculares al eje en cada punto
x, de tal forma que las secciones transversales son circulos de radio vy, donde
y = Vr2 — 22 y x varia desde —r hasta r, asi el volumen queda determinado

por

2
b2
1 en el plano xy y cada corte transversal al eje x es un tridngulo equilatero.

Py

Ejemplo 7.7. Calcule el volumen de un sélido cuya base es la elipse 2y
(12

Primero, recuerde que si el lado (base) del triangulo es /, su altura es
su drea @lz.
Si el corte se realiza en un pun-

to x, la base del tridngulo es

B=2y= 2{—lb a? — 22, el drea es

eczzfPpr A A(’”)=§(2y)2
\X—/’/
\/§2[72(a2_

a

)

y su volumen

=

Ejemplo 7.8. Encuentre el volumen de una pirdamide recta de base cuadra-
da de lado 8 y altura 4.

3b2 C C
\/_2 (az—xz)dJE: 5 _
a a

\/§b2 [ 92 x3]a 4\/5 9
a-x 3 = a.
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Hacemos coincidir el eje ¥ con la altura de la pirdmide; el origen del eje
estd en la base, como se muestra en el dibujo de la izquierda. Cada corte
perpendicular al eje y es un cuadrado. Desde cualquier vista lateral lo que
veremos es un triangulo isésceles de base 3 y altura 4.

Donde se observa que el lado del cuadrado sobre el punto y tiene longitud
[ =2z = —%y + 3. Asi que el drea de la seccién transversal es A(y) = [ =

2
(3 - %y) y el volumen de la pirdmide es

4
9 9 .
V= 9—Zy+—y2|dy=12

que coincide con el valor hallado al usar la férmula del volumen de una
pirdamide /' = B:—;}’, donde B es el drea de la base y 4 la altura.

2.1. Principio de Cavalieri

Sean dos sélidos S7 y S9 dispuestos sobre la misma recta r. Si las dreas de
los cortes transversales en el mismo punto de corte son iguales, entonces los
solidos tienen el mismo volumen.

La prueba consiste en hallar el volumen de cada sélido usando la técnica
de la seccion transversal. Como las dreas son iguales, los volimenes también
lo serdn.

Ejemplo 7.9. Consideramos dos conos circulares de la misma altura con
bases congruentes, uno recto y el otro oblicuo con vértice sobre una per-
pendicular a la frontera de la base, como se ilustran a continuacién.
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Figura 7.1: ilustramos el principio de Cavalieri con estas fichas triangulares
que simulan las secciones transversales de los dos sélidos. Aunque se en-
cuentran apiladas de distinta manera, como son congruentes y la altura es
la misma, los sélidos tienen el mismo volumen.

El solido S} es lo que conocemos como cono circular recto, su volumen estd
dado por la férmula %mﬂh. Veamos cémo se deduce. Trazamos el plano xy
de tal forma que el eje x coincida con el radio de la base y el eje y con la
altura del cono y el origen del sistema sea el centro de la base. Entonces, el
vértice tiene coordenada (0, &) y un extremo de la base (r, 0). La ecuacién
de la recta que pasa por estos puntos es x = —7y + 7, como lo muestra la
figura.

x:—%y+r radiory:—%(y—h)
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Cada corte transversal en un punto y es un circulo que tiene radio r, =
—7 (v — &). Entonces, el drea transversal en cualquier punto y es

7"2 9
Ay) =m 50 =h)7

Por tanto, el volumen del sélido es

h 7.2 9
R R
rt ot 2 2
= nﬁ./o y= —2yh + h* dy
i [y3 2 + h? h'
= TS99 |l 7Y Y
h? |3 0
2h3 1 C
= %§=§7TTZ/Z.

Ahora calculemos el volumen de Sg. Para ello, construimos un sistema de
coordenadas de forma similar que en el caso anterior. La ecuacién de la

recta que une (0, 2) con (2r,0) esx = —%y + 2r; y un corte transversal en
un punto y también es un circulo, cuyo radio es r, = § = —zy +7.
Y y
(0, h)s
2 .
x:—%y+2r y ,__;radloryzg
|
(27", O) x X

Entonces, el drea transversal es 4(y) = 7r(ry)2 y el volumen estd dado por

h 2 0
V=[x (5) =iy =1

Ejercicios 7.2

1. Encuentre el volumen del sélido cuya base es un circulo de radio r y
cada corte transversal es un trigangulo equildtero.

2. La base de cierto sélido es la region situada entre el eje x y la curva
y = cosx entre 0 y §. Cada seccién plana del sélido perpendicular
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al eje x es un tridngulo equildtero con un lado en la base del sélido.
Halle el volumen del sélido.

3. Determine el volumen de un tronco de cono circular recto con altura
h, radio de la base inferior R y radio de la base superior 7.

4. Determine el volumen de una pirdimide con altura 4 y base un tridn-
gulo equildtero con lado a.

5. Labase de cierto sélido es la regién del primer cuadrante acotada por
x =y%, x = 1y el eje 2. Determine el volumen del sélido que se
obtiene en cada uno de los siguientes casos.

a) Al hacer un corte transversal perpendicular al eje x, se obtiene
un tridngulo rectdngulo isésceles con un cateto sobre la region.

b) Al hacer un corte transversal perpendicular al eje x, se obtiene un
trigdngulo rectangulo isésceles con la hipotenusa sobre la region.

6. Calcule el volumen de la cusia que se determina al cortar un cilindro
de radio r por un plano oblicuo, con inclinacién de 30°.

@ Si miramos este sélido

desde el frente, la cufia
se verd como el tridngulo

7. Determine el volumen comun a dos cilindros circulares, ambos de
radio 7, si los ejes de los cilindros se cortan en dngulos rectos.
Sugerencia: calcule el volumen de un octante, como se ilustra en el
dibujo, y realice cortes con planos horizontales.

Figura 7.2: interseccién de dos cilindros. Sélido logrado con ayuda de una
impresora 3D.
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3. Volumen de solidos de revolucion. Cortes
circulares

Considere una regién R determinada por una funcién continua y = f(x)
ylasrectasy = ¢, x = a y x = b. Cuando R gira alrededor de la recta
y = ¢, se obtiene un sdlido de revolucion S. Los cortes perpendiculares al eje
de rotacién en un punto x son circulos cuyo radio es la distancia entre f (x)
y ¢. Entonces, el drea de cada corte transversal en el punto x estd dada por

A(x) = n(radio)? = xlf(x) —c|? = n[f(2) - c]?.

Entonces, podemos aplicar el principio de los cortes transversales y el vo-
lumen de S estd dado por

b
Volg = / x[f(zx) - c]? dz. (7.1)
Y

: = f(x) 3 :\ 3 eje de
"?& E y =c M, r;liri(’m

| R~ W =

l l x 1 1

r=a rx=b r=a x=5b

Esta forma de calcular el volumen también es llamada método de discos. No-
te que el sélido es compacto y no tiene cavidades huecas porque el eje de
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rotacién también es frontera de S. La ecuacién (7.1) se aplica cuando se
cumplen las siguientes dos condiciones:

1. R estd acotada por una curva en funcién de x.

2. El eje de rotacién es horizontal y frontera de R.

También se puede calcular el volumen de un sélido de revolucion generado
por una regién acotada por una curva en funcién de y y cuyo eje de rotacién
es vertical y frontera de R; vea el ejercicio 2.

Ejemplo 7.10. Consideremos la regién acotada porlacurvay =22,z =1y
el eje x y supongamos que gira alrededor del eje . Encontremos el volumen
del solido que se forma.

Al rebanar el sélido con un plano vertical sobre el valor de x, obtenemos un
disco con radio y = f(x) = 2% y utilizamos la ecuacién (7.1), con ¢ = 0, asi
que el volumen estd determinado por

1 1 7
Vo= / n(x%)?%dx = 7r/ 2dr=n [x_] =T
0 0 0o 7

Ejemplo 7.11. Calculemos el volumen del paraboloide de revolucién que

N}

se obtiene al hacer girar la region R, encerrada por las rectas y = 8, x = 0
y la pardbola y = 222, alrededor del eje y. Primero, debemos expresar la
funcién en términos de la variable vy dado que el eje de rotacién es vertical.
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~
I
S—
oo
N
oy
=
nNo
<

3 2 a1 o 12 34 s e oo = %(82—0):167"

Es un error frecuente expresar el volumen del sélido con la integral

2 96 . . .
/0 n[222]? dx. Dibuje el sélido cuyo volumen corresponde a esta integral.

Ejemplo 7.12. Suponga que el triangulo acotado pory =z, v = 2y el eje
y gira alrededor de la recta y = 2.

\

|
I

L 9
"'u\)) }Q_x Y
z - e

2 x

El sélido que se forma es un cono, pero su eje principal no es el eje x. Esto
implica que el radio del disco que se forma al hacer cortes verticales no es
precisamente la funcién dada, de hecho, el radio es 2 — x. De tal forma que
el volumen del sélido es

2 2
V=/ 7r(2—x)2dx=7r/ (4 — 4z + 2%)dx
0 0

L

0 3’

3
dr - 922+ =
X x+3

=7

4. Volumen. Méetodo de arandelas

Ahora consideramos una region R encerrada por dos funciones g(x) < f(x)
en el intervalo [a, b]. Si giramos R alrededor de una recta y = ¢ (que no
atraviese a R), obtenemos un sélido de revolucién con un espacio hueco
en su interior. En este caso, los cortes perpendiculares al eje de rotacién se
llaman arandelas.
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y=g(x) Radio

radi

|
|
:
a X b corte transversal en x

Cuando el corte se hace en un punto x y la recta y = ¢ estd por debajo de las
dos curvas, su drea es

A, = |7r(Ra1dio)2 - 7r(radio)2| ,

donde Radio = |f(x) — ¢| y radio = |g(x) — ¢|. Por lo tanto, el volumen del
sélido estda dado por

b
V01=7T/

En la figura anterior, se ilustra el caso en que ¢ < g(x) < f(x), sin embargo,

[f (2) = c]? - [g(x) - c]2| da.

puede ocurrir que g(x) < f(x) < ¢. Por esta razén, expresamos el volumen
utilizando valor absoluto. Otra forma de escribirlo, que resulta muy ficil de
recordar, es

b
Vol=n / [ (radio mayor)? — (radio menor)?]dz.

Ejemplo 7.13. Para precisar esta idea, considere la region encerrada por
las curvas f(z) = —22 — (1/2x + 5y g(x) = %x + 8 que gira alrededor del
eje x.

ot Las Verifique que los puntos de inter-

2 ..
seccién de las curvas son (-2,2) y

(1, %) El drea de cada arandela en
un punto x estd dada por 7[f2(x) —
g%(2)]

= n(-a2% - (1/2)x +5)? - n(3z + 3)*
= w(x*+2%—102%-82+16), entonces

1
Vzn/ x4+x3—10x2—8x+16dx:@7r.
_9 20
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Ejercicios 7.4

1. Las siguientes regiones giran alrededor de la recta dada. En cada caso,
encuentre el volumen del sélido que se genera.

a) Laregién acotada pory = 2z, y = 2y el eje y gira alrededor de:
(i) el eje v, (ii) el eje x.

b) Laregion acotada pory =senx, x = n/2y el eje x gira alrede-
dor de: (i) el eje x, (ii) el eje y, (iii) la recta x = 7.

¢) Laregionacotadapory =tanx, x = /4 y el eje x gira alrededor
de larectax = /2.

d) La regién acotada pory = tanx, y = 1 y el eje y gira alrededor
de la rectax = /2.

e) La region acotada por x = y2, y = 22 gira alrededor de: (i) la
rectay = 1, (ii) la recta y = —1, (iii) el eje v, (iv) la recta x = 2.

2. Sea R la regién acotada por la funcién x = g(y) y las rectas x = a,
y=cyy =d.Elsélido S se obtiene al hacer girar R alrededor de la
recta x = a. Encuentre una expresion similar a (7.1) para el volumen

de S.

3. Sea R la region del primer cuadrante acotada pory = ¢*, x = 1 y el
eje x. Dibuje el sélido que se genera cuando R gira alrededor del eje
y. Plantee una integral que represente el volumen de este sélido.

4. Suponga que la regién del ejercicio anterior gira en torno a la recta
y = e. Encuentre el volumen del sélido que se genera.

5. Encuentre el volumen de un sélido de revolucién I que se obtiene al
hacer girar un circulo C de radio r alrededor de una recta que estd a
una distancia R > r del centro de C. J es un sélido conocido como
toro.

6. En cada caso, calcule el volumen del sélido que se obtiene al girar el
triangulo PQR alrededor del eje dado.
a) P(1,1),0(3,2), R(4, 1), ¢je x.
by P(1,1),0(3,2),R(4, 1), eje y.
¢) P(2,1),0(3,3),R(3, 1), ejex = 1.
d) P(2,1),0(3,3),R(3,1), ejey =-1.
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7. Suponga que la regién del primer cuadrante acotada por y = e™2*\/x
gira en torno al eje x. Encuentre el volumen del sélido que se genera.

8. Considere la region R encerrada por la recta y = % y la curvay =
senx en el intervalo [0, 7], como se muestra en la figura. Calcule el

volumen del sélido que se genera cuando R gira en torno a la recta
1

=73
1
s -
) Y=73
& 7 | z 4

5. Volumen. Cascarones cilindricos

Para calcular volimenes de sélidos de revolucién generados por regiones
encerradas por curvas que dependen de la variable x (respectivamente ),
que giran alrededor de un eje vertical (resp. horizontal), se utiliza como
unidad de medida el cascarén de un cilindro, también llamado casquete o
casquillo. El volumen corresponde, a la diferencia entre el volumen del ci-
lindro exterior y el cilindro interior.

2 2
nry ~h — mwry-h

3 1h = 7 -h(rg+r)(rg —r1)
3 3 | = 7-h(rg +r)Ar.
G 3 = 2n-h-r-Ar , donde r:rz-;rl.

Sean /' y g funciones continuas en el intervalo [a, ], con g < /. Conside-
ramos un sélido de revolucién S que se obtiene al hacer girar una regién
R={(,y):a<x<b, gx)<y<f(x)}arededor de una recta ver-
tical £ = r (que no cruce a R). Aproximamos S con cascarones cilindricos
con el fin de calcular su volumen. Para esto, tomamos una particién regular

L i+t o
P=A{ty=a,...,ty,=b},conAt; = t;—ti_1yt = l—ll, el i-ésimo
casquete se obtiene al hacer girar el rectangulo de base [t;_1, t;] con altura

dada por f(z7) — g(¢7). Con esta notacion, el volumen del i-ésimo casquete
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(&
Vi = 2n - [f(t) - gD -t} =7l A

—_— ——

altura radio grosor

Eje de rotacién

Entonces, una aproximacion del volumen del sélido S estd dada por la suma
de Riemann con la regla del punto medio

Vols ~ > 2r[f (1) = g(t)] - 6] = 7| - Ats.
i=1

Luego, es natural definir el volumen del sélido como la integral asociada a
esta suma

b
Volg = / 2rle —r|[f(x) — g(x)] dx.

. . b .
También puede recordar la integral en la forma /a 27 - radio - altura dx.

Ejemplo 7.14. Considere la regién R encerrada por las rectas y = x, vy =
2z, x = 1 y suponga que gira en torno al eje y. Para encontrar el volumen
del sélido que se genera, usaremos el método de cascarones, integrando con
respecto a x.

ly = 2x
1 N T & .
= F radio: x
R x x
1 1
C 2
V:/ 2n-x-(2x—x)dx:27r/ 22de = 25,
0 0 3
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{Qué ocurre si decidimos usar discos en lugar de casquetes? Lo primero es
expresar la region R encerrada entre funciones que dependen de y. Para
esto, consideramos dos regiones R} = {(z,y) : 0 <y <1, y<x< %y} y
Ry ={(x,y): 1 <y <2, %y <x < 1}, entonces R = Ry URy.

—radio = 1, radio = 3 } Ry
mayor menor

=Z>” — radio =y, radio =} } R,
mayor _menor

Por cada regién debemos plantear una integral de volumen (método de
arandelas), asi:

1 9 2 9
_ 2 (2 2
V—A n[y (2) dy+/1 n[l (2)]dy
13y2 2 y2 97
—”(/0 T 17@’)-?’

que coincide con el valor encontrado usando casquetes. En adelante, el lec-

tor deberd analizar cada caso y decidir cudl de los dos métodos es mds con-
veniente.

Ejemplo 7.15. Calculemos el volumen del sélido que se obtiene al hacer
girar alrededor del eje y la regién R acotada por las curvas y = %, y = % y

=1
x=3.

Y
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El ejemplo anterior también se puede
calcular por discos en una sola integral,
ya que la region se puede expresar de la

forma
Entonces, la integral estd dada por
/2 [1 1]d [11}2 97
s -gldy=al-——-5y =+
1/2 y? 4 y 4 1/2 8

Ejemplo 7.16. Encontremos el volumen del sélido que se obtiene al hacer

girar alrededor de la recta x = 2 la region acotada por las curvas y = v/,
y=0,xz = 1.

Y

. 1
radio menor 3

radio mayor

<z <

<y<2,

NO| —
NO| —

R= {(x,y):

<L | =

y D Y
A o
Az===F=5==3===3- }}l=\/v’7
X ] *
1 x=92 r=2-x

Note que la franja trazada en la grdfica de la izquierda es la que genera el cas-
caron, eso muestra que haremos integracién con respecto a x. De acuerdo
con la informacién del dibujo, tenemos que el radio del cascarénesr = 2—x,
mientras que la altura estd dada por la funcién & = f(x) = y/z, por lo tanto,

1 1
C C < C 28
V:27r/ (Q—x)xl/zdx:%r/ 912 _ 4312y = 227
0 0 15

Suponga ahora que la misma regién gira en torno al eje x, entonces el cas-
carén se genera cuando el rectingulo horizontal gira, lo que indica que ha-
remos integracion con respecto a y. En este caso, el radio es r = y y la altura
esh =1 —y?. Entonces,

Yy
y h=1-y2
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Figura 7.3: la figura muestra las vistas frontal y lateral de un toro fabrica-
do con moldes de cartén por los autores. Los disefios son de Maria Garcia
Monera y Juan Monterde Garcia-Pozuelo.

Ejemplo 7.17. En el ejercicio 5 de la seccién 8, introdujimos un sélido co-
nocido como toro y calculamos su volumen utilizando discos. Ahora vamos
a calcular su volumen utilizando casquetes cilindricos. Recordemos que el
toro se puede construir haciendo girar un circulo de radio r alrededor de
una recta que estd a una distancia R > r del centro del circulo. Enton-
ces, podemos suponer que cada punto (z,y) del circulo C con centro en
(R, 0) estd determinado por las siguientes restricciones R —r <x < R +7,

-2 —(x-R)2 <y <r?—(xz - R)2, conel eje y como el eje de rotacion.
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Luego, el volumen estd dado por

V =2nr /wa [\/rQ —(x-R)?%- —\/72 - (x —R)Q] dx
R

R+r
:471"/ x,}rQ—(x—R)de.
R-r

Si hacemos el cambio u = x—R, entonces los limites de integracién cambian
au(R—r)=-ryu(R+r)=ryel volumen es

V=47r/ (u+R)Nr? — u?du
=47T/ u\/rQ—quu+47rR/ VrZ —u2du

r 2
r
4nRZ—
+4m 9

—-r

1 C [y < C
= [—47r§(r2 —u?)3/?

= 912Rr2.

Ejercicios 7.5

1. Resuelva, de ser posible, cada uno de los ejercicios de la seccién 4
usando el método de cascarones cilindricos.

2. Considere la regién limitada por las curvas y = tanx, x = 0, y =
—1, y = 2. Plantee una integral que represente el volumen del sélido
que se genera cuando la region gira alrededor de (a) el eje z, (b) el eje
y, (c)larectax = /2, (d)larectay = 2.

3. La region acotada por y = f(x), el eje x y las rectas x = a, x = b gira
en torno al eje 2. Su volumen, para todo b > a, es b% — ab. Halle f(x)
(es posible que dependa de a o b).

4. Considere la regién acotada por y = senx, el eje x y las rectas x =
/2, x = —m /2. Genere un sélido girando esa region alrededor de la
recta x = . Plantee una integral que represente el volumen de dicho
sélido.

5. Laregion acotada por y = senx y el eje x, para x entre 0 y 7, gira al-
rededor de la recta y = 1. Determine el volumen del sélido generado.
De ser posible, use los dos métodos para encontrarlo.



Aplicaciones de la integral « 173

6. Longitud de una curva plana

Alguna vez se ha preguntado i{cudnto mide el cable de la electricidad que
va de un poste a otro? écudnto mide uno de los cables que cuelga de un
puente? Para calcular la longitud de curvas planas definidas por funciones
0 por parametrizaciones se usan las integrales definidas. Lo que haremos
en esta seccién es aproximar la longitud de una curva usando poligonales,
esto es, aproximaremos la curva por medio de segmentos de recta que unen
puntos sobre la curva, como lo muestra la figura.

6.1. Curvas determinadas por funciones

Considere una curva C determinada por la funcién y = f(x) continua en
el intervalo [a, b], y suponga también que la curva es suave (sin vértices
o esquinas), es decir, derivable en (a, b). Construya una particién regular
P={wn=a,...,t, =b} delintervalo [a, b] con At = l% Si denotamos
por s; al segmento de recta que une los puntos (¢;_1,v;_1) y (¢;, y;) (donde
y; = f(t)), la poligonal es el camino que une los segmentos s1, s9,..., $,. La
longitud de la poligonal es una aproximacion de la longitud de C. Por eso,
nos concentramos en la longitud de un segmento cualquiera, digamos s;.
Considere el triangulo rectdngulo que une los puntos (¢;_1,v;_1), (t;,v;) y
(t;, vi_1), como se ilustra en la figura. Como s; es la hipotenusa del triangulo,
su longitud estd dada (debido a el teorema de Pitdgoras) por:

longitud s = As; = \ (s —3i-1)2 + (1 = 1)

= JU @)~ [ tn)? + (A0)2. (7.2)
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Como | es derivable, existe t’ € [ti-1, ti] | Recuerde que el teorema de
tal que f'(¢7)At = y; — ;-1 y se tiene que | yalor medio para derivadas
dice que para / continua en
Asi = (/) A)? + (A2 [¢,b] y derivable en (a, b)
existe ¢ entre a y b que sa-

=1+ /7)1 At tisface f/(c) = f(b) f(a)

Al sumar todos los términos dados por la particién, obtenemos la suma de

Riemann de una funcién continua:

Longitud ~ Z As; = Z,/ [f(1)]12 At

Como los segmentos de recta son tan cercanos a la curva en intervalos sufi-
cientemente pequefios, es natural definir la longitud como la integral

= /b A1+ [f(2)]? dx.

Ejemplo 7.18. La catenaria es una curva que describe una cuerda o cadena
al ser suspendida de sus extremos. La ecuacién general estda dada por f(x) =
a cosh(x/a). En el volumen II de [2], se describe esta curva y se deduce su
ecuacion utilizando elementos bdsicos de ecuaciones diferenciales.

Considere la curva definida por la
funcién f(x) = cosh(x) en el in-

tervalo [—1, 1]. Para calcular su

longitud, hallamos 1 + [/ (x)]%: W f@) = cosh(a)

cosh’(z) =senh(x) = 1+ [cosh’(2)]? = cosh?(x),

entonces 1 + [f’(x)]2 = cosh(x). Luego, para hallar la longitud debemos

resolver la integral:
1 1
longitud = / cosh(x) dx = [senh(x)] .
-1 -

=senh(1) — senh(-1)

:e—e_l.

Ejemplo 7.19. Encontremos la longitud de la pardbola y = 22, cuando x

/w/l"' 2x]2dx = = /V1+u du

arctan 2
= 5'/0 sec® 040,

variade O a 1.
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donde hemos hecho « = 2x y después u = tan 6. De acuerdo con el ejemplo
5.28, pagina 98, se obtiene

1 0 0 0 0 arctan 2
L= 1 [tane secd —In (cos (Q) —sen (5)) +1n (sen (5) + cos (E))]o

=\/§+%]n(2+\/§).
Ejemplo 7.20. Encuentre la longitud de arco de la curva dada pory =
In(x) paraz en [1, e]. La derivaday’ = f/(x) = %, entonces \/l-l-[fW)]2 =
A1+ %, y una integral que describe la longitud de arco es
I / Vi+a?
1

x

da. f(z) = In(z)

Vea el ejercicio 4/ en la pdgina
112. Esta es una integral que se
puede resolver utilizando sustitu-

cién trigonométrica, cuya soluciéon 1 e
es

L =Ve2 +1 - V2 +arctanh (%\/Q) - arctanh( > ) .
e2+1

Ejemplo 7.21. Para hallar la longitud de la curva y = In (::J_'ll ), conl <
x < 2, calculamos la derivada, elevamos al cuadrado y sumamos 1:
, _[ef = 1\ (¢ = 1)e* = (¢ + 1)e” 3 —92¢*
et + 1 (er = 1)2 o2t -]
4% 241 2
+ P = -
(e2r = 1) e2r — 1

Entonces, la integral queda

1+[y]?=1

2 ,
e2r + 1 2% 4]

1 e2r — 1 et —1

2 621 2 1

= Q—dl’+ B) dzx
1 et —1 1 e**—1

2
= [lnle&” -1] - %lne%} = [lnle% -1] —x]? =In(e?+1) - 1.
1

dx

6.2. Curvas parametricas

Una funcién (continua) / : R — R en un intervalo [a, b] determina un
segmento de curva que es recorrido de izquierda a derecha (como en la
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figura de la izquierda abajo), pero también existen curvas que no pueden
ser expresadas como funciones y que pueden ser recorridas en otro sentido
(como la figura de la derecha). Algunas de esas curvas se expresan por medio
de una parametrizacién, que es una funcion de varias variables de la forma

r:[a,b] — R?

t— (f(2), g(1).

La variable ¢ se llama pardmetro, y en este caso solo hay uno.
r(t) = (2 cos(t), sin(t) — cos(t))

te [g,Zw}

\J

Nota 7.22. Toda funciony = f(x) en |a, b] admite la parametrizacion r(t) =
(t, f(¥), cont € [a,b], sin embargo, existen infinitas de estas, por ejemplo,
ro(t) = (b+a—t, f(b+a—1t)), cont € |a,b], que recorre la curva de de-
recha a izquierda. La parametrizacion rg(t) = (t1(b—a) +a, f(t(b—a) +a)), con
t € [0, 1], normaliza el dominio de r.

El primer ejemplo que tenemos a la mano es la ecuacién de la circun-
ferencia, que usualmente notamos x2 + y? = 2. Ahora bien, si queremos
despejar y en términos de x, debemos elegir usar la raiz positiva para re-
presentar la parte superior de la circunferencia, o la raiz negativa para la
parte inferior. Esto sucede porque la curva en cuestién no representa una
funcién. Pero también podemos describir esta curva pensando en el dngulo
que forma el rayo OP con el eje z.

Si queremos recorrer la curva comen-

) zando en (r, 0) en el sentido contra-

- P(z, ) rio a las manecillas del reloj, podemos
/" escoger x(f) = rcost, y(t) =rsenty,
o) L J‘r z para completar una vuelta, hacemos
\ J que t tome todos los valores entre 0
y 2m; si queremos la mitad superior,

basta tomar ¢ entre 0 y 7.
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En este caso, podemos verificar sustituyendo las expresiones parax y vy, y
obtenemos la ecuacién de la circunferencia:

22 +y? =r?cos’t +r¥sen?s =12,
: . . 2 2 :
Como segundo ejemplo, consideremos la elipse 45 + i—z = 1. Las ecuaciones
paramétricas x(t) = acost, y(t) = bsent, cont € [0, 2x], corresponden a
recorrer la elipse desde el punto («, 0) en contra de las manecillas del reloj.
Entonces, verificamos que

22 y?2  a?cos’t  b%sen’t 9 9
—+= = + =cos“t+sen”t = 1.
a? b2 a? b2

Por tltimo, consideremos la pardbola y = 22 en [—

1
inducida por la funcién es r(¢) = (¢, t2), cont € [-1,
0

, 2], la parametrizacion
2]. Adicionalmente, se
]

puede encontrar una parametrizacion tal que ¢ € [0, 1], como se mencioné

antes: x(t) = 8t — 1 y y(¢) = (8t — 1)
En el caso en que f y g tienen derivadas continuas y no se anulan simul-

taneamente, decimos que la curva es suave.

Por ejemplo, la curva y? = 23 no 3/2

es suave. Podemos escribirla como Y
(12,1%), donde x(1) = t? y y(1) =
t3. Vemos que las derivadas 2’ ()

y y’(¢) se anulan en ¢t = 0 y grafi- (1, 1)
camente observamos en el origen : x
un cambio brusco, un cambio que (1,-1)

NO es suave. Esta curva se conoce
como la ciibica cispide o pardbola de

Neil.

Suponga que tenemos una curva definida por »(¢) = (f(t), g(¢)) donde ¢
varia en el intervalo [a, b], y que tanto /' como g son funciones continuas
sobre [a, b], derivables en (a, b) y no se anulan simultdneamente. Consi-

deramos una particion P = {tg = a, ..., t, = b} y denotamos x; = f(t;) v
Vi = g(ti)'
bt (i, yi)
Lt
— Yi = Ji-1
rlic1
(@i-1, ¥i-1)
a +
Xy — Xi-1
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Entonces, aproximamos la longitud del segmento de curva que va del punto
(x;_1, y;—1) al punto (x;, y;) usando la hipotenusa del tridngulo rectangulo,
asi:

A5i=\/[ xi —xi1]? + [yi — yi-1]?

=) = f? + [e() - g1, (7.3)

y, por el teorema del valor medio para derivadas, debe existir un punto ¢ €
(a, b) tal que f7(z7) = M, o mejor f'(¢1)At; = f(t;) — f(ti-1). Por la

—h-1
misma razon, para g existe tl** € (a, b) tal que g'(1:")At; = g(t;) — g(ti-1).

Reemplazando estas dos expresiones en (7.3), tenemos que

U aona]* + g an]?

) + ) an 7.4)

Aunque esta no es propiamente una suma de Riemann ({por qué?), cuando
hacemos particiones mds finas los puntos ¢} y ¢I* se acercan tanto como se
quiera. Entonces, definimos la longitud como

/\/f(w g 012dr.

Ejemplo 7.23. Calculemos la longitud de un cuarto de circunferencia de

radio r usando la forma paramétrica x(¢) = r cost, y(¢t) = rsent, cont €
[0, /2], es decir, el segmento del primer cuadrante.

/2
= / Vr2sen?t + 72 cos?t dt
0

/2 gr

/2
z/ rdi=rt
0 0

Ejemplo 7.24. Una hipocicloide es la curva que se genera cuando un punto

fijo de una circunferencia de radio r gira por la parte interna de otra circun-
ferencia fija, de radio R > r, de manera tangente. Podemos escribirlo en
forma paramétrica como

x(t) = (R —r) cost +rcos(y)
y(t) = (R —r)sent —rsen(y),



Aplicaciones de la integral « 179

donde y = (§ - 1) t. Si hacemos k = § y este es un nimero entero, obte-

nemos una hipocicloide de # puntas?.

Consideremos el caso en que R = 3 y r = 1, esto es, una circunferencia
de radio 1 gira dentro de una circunferencia de radio 3, como lo muestra
la figura. Esta curva (¢ = 3) se conoce como deltoide o tricispide. Sus
ecuaciones paramétricas y su grafica se dan a continuacién.

x(t) = 2 cost + cos(2t)
y(t) = 2sent —sen(2t).

I ; Asi que la longitud de la curva
/ viene dada por

, 97/3
N L=3 V8(1 = cos 3t)dt = 16.
0
Observe que la curva no es suave en ¢ = %’T, %” y en ¢t = 0, por tanto,

calculamos la longitud de una porcién y multiplicamos por 3.

En el caso £ = 4, obtenemos la curva
conocida como astroide. Sus ecuaciones
paramétricas, suponiendor = 1y R =4,
son:

x(t) = 3 cost + cos(3t)
y(t) = 3sent —sen(3t).

/2
Su longitud estd dada por la integral L = 4 / V18(1 — cos4t)dt = 24.
0

Ejercicios 7.6
1. Plantee la integral que determina la longitud de una elipse.

2. Encuentre la longitud de arco de las siguientes curvas.

a) y=coshx,dex=-1lax=1.

P . . .

2Kl lector puede consultar, por ejemplo, https://www.gaussianos.com/astroide-
cardioide-y-demas-oides/, donde se muestran algunas de estas curvas y se generan sus
gréficas usando el programa de libre acceso Geogebra.
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b) x%/3 +y%/3 = 1, desde x = % hastax = 1.

c) y:flx\/mdr,paral <x<3.

d) y=062%3 paral <x <8.

e) 4y? = 923, desde el origen hasta el punto (2, 8V2).
f) 8y =2*+272 desdex = 1 hastaz = 2.

7/2
g y=5%+ T%f/?’ desde x = 1 hastax = 2.

Encuentre la longitud de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son
x(t) = 13 — 8t, y = 8t?, para la porcién que va desde t = —2 hasta
t=2.

. Determine el punto de la circunferencia 22+y? = 1 que se encuentra a

1 unidad del punto (1, 0), medida a lo largo de la curva, en el sentido
contrario a las manecillas del reloj.

. Determine la longitud de la curva f(x) = fox Vi+1ldien|[1,2].

. Sea f una funcién dada por f(x) = /7:;4 V25 tantsec?t — 1 dt. En-

cuentre la longitud de la curva cuando x varia de 7 a %.

Encuentre la longitud de la curva cuyas ecuaciones paramétricas estdn
dadas por

@) r(t) = {x(t) =a(t — cost),
y(t) =a(l-sent),

para 0 < ¢ < 7. Sug. Observe que (sen g + cos %)2 =1+senx.
t) =2sent+1
b) r(t) = z(?) sen ,para0 <t < m.
y(t) =2cost—4
o) r(t)=(t,t2+5), para0 <t < 1.
d) r(t) = (5¢*,41%), paral <t < 2.

Encuentre el perimetro de la region limitada pory = 4—22, y = 2x+1.

Considere la regién limitada por y = 22, y = |z| y encuentre la lon-
gitud de su frontera.

La cicloide es la curva que se genera cuando un punto fijo P de una
circunferencia gira sobre una recta. En la grifica, vemos el rastro que
ha dejado P cuando la circunferencia de radio 1 ha girado sobre el eje
x.
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N\
/ \ / \

Las ecuaciones paramétricas son
x(t) =r(t —sent)
y(t) =r(1—cost),
donde r es el radio de la circunferencia y ¢ es el dngulo, en este caso

hemos tomado ¢ € [0, 47], lo que produce dos cicloides. Encuentre la
longitud de la curva descrita.

7. Centros de masa y valor esperado

El caso discreto

Primero, presentamos las definiciones del centro de masa para un nimero
finito de cuerpos sobre una recta y sobre un plano y el valor esperado para
finitos valores. Posteriormente, pasaremos al caso continuo, donde involu-
cramos las integrales para realizar estos cdlculos.

71. El centro de masa de n-cuerpos

El caso lineal

Dado un sistema que consta de dos cuerpos C1 y Cg, con masas m| y mg res-
pectivamente, contenidos en una recta r, se define su punto de equilibrio o
centro de masa como un punto E sobre la recta tal que

my - dist(Cy, E) = mg - dist(Co, E),

donde dist(-, -) es la distancia entre dos puntos. Si elegimos un sistema de
coordenadas para la recta r y &1, x9 son las posiciones de los cuerpos Cy y
Cq sobre la recta, la coordenada del centro de masa E debe satisfacer que

my - (x1 - E) +mg - (xQ —E) =0. (75)

Si despejamos E de (7.5), obtenemos

o= Xt xomg (7.6)

my +mg
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Si el sistema estd compuesto por n cuerpos y es lineal, es decir, que todos
los cuerpos estdn sobre una linea recta, el centro de masa satisface una con-
dicién semejante a (7.5),

Zklmkk

7.7
S (7.7)

n
ka-(xk—E)=0 — E-=
k=1
Ala expresion Y, ma se le llama momento de masa del sistema o bre-
vemente momento y a la suma de las masas 3.;_, m se le llama masa del
sistema o simplemente masa. Con esto, el

v momento
punto de equilibrio = ———.
masa
Ejemplo 7.25. Considere el sistema de cinco cuerpos C;, coni=1,...,5

sobre la recta real, en las posiciones -8, 2, 0, =5, —7 respectivamente, y
cuyas masas son 2, 2.5, 3, 1.5y 2 kg respectivamente. Entonces, el centro
de masa estd en

—8(2)+2(2.5) +0(3) = 5(1.5) = 7(2) 45

E= 9+25+3+1.5+2 BT
E
G G G G G
-7 -5 -3 0 2

Figura 7.4: centro de masa sobre la recta.

El caso plano

Si el sistema consta de n cuerpos C; distribuidos (posiblemente en el espacio
pero) sobre un plano, a los cuales les asignamos coordenadas (x;, ;) para
i=1,...,n,sedefine su centro de masa como un punto E(x, y) tal que x
es el centro de masa de las abscisas y y es el centro de masa de las ordenadas
del sistema, es decir,

_ Do T _ Xy Mk

rT=—7——, y= .
Zklmk

7.8
Siom (7.8)

Nota 7.26. Usualmente, la suma ¥,;_, myxy, se denomina momento con res-
pecto al eje vy, ya que las posiciones x; determinan las distancias (dirigidas) con
respecto a ese eje, se denota por M. Andlogamente, el momento con respecto al
eje x estd determinado por Y, myyy y se denota por M,.
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Ejemplo 7.27. Considere el sistema de cuatro cuerpos C1 (2, —1), Co(3, 4),
Cs(-2,3) y C4(4, 1) con masas 2, 3, 1y 3 kg respectivamente, entonces

y
14 e (Cy
C3' T3
19 E(2.5,1.7)
ey
+ + + + + + + x
-2 | 1 . 4
Ci

Figura 7.5: centro de masa en el plano.

—  243(+1(-2)43(4) _ 93 _ o F
T = 943+143 =3 =25,
— 9= D+3(A)+1(3)+8(1) _ 16 _ 15
y= 9 =5 =17

7.2. Valor esperado de una variable aleatoria
discreta

En estadistica, se estudia un problema similar en el que se trata de determi-
nar el resultado mds probable de un experimento. La probabilidad de que
un evento ocurra se mide en una escala entre 0 y 1, donde 0 significa que
el evento no ocurre y 1 que ocurrird; la probabilidad también puede tomar
cualquier valor intermedio en esta escala. Calcular la probabilidad de que
un evento ocurra es otro problema que no vamos a estudiar (supondremos
que conocemos los valores). Si un experimento tiene n posibles resultados
rl, 79, ..., 7, €l cual se conoce como espacio muestral Q, y cada uno tiene
asociada la probabilidad de que ocurra p, p9, ..., p, respectivamente, se
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debe tener la condicién de que
pr+pe+--+p =1

Si los resultados 7;’s se asocian a una variable (cuantitativa) discreta X y se
representan en el eje real, se define el valor esperado de la variable aleatoria

como
n

D1 TkPr

bk = < ——-
; l/m

Ejemplo 7.28. El experimento consiste en lanzar una moneda al aire. Al

E[X] := (7.9)

observar como cae la moneda, los resultados son r; = cara y ro = sello.
Podemos codificar estos resultados como cara = 0y sello = 1, esta asignacién
se conoce como variable aleatoria®, la cual denotaremos X. Si la moneda
no estd cargada, podemos suponer que p1 = 0.5y pg = 0.5, es decir, una
probabilidad de 50-50. Entonces, el valor esperado de la variable aleatoria
es

E[X]=0.5(0)+0.5(1) =0.5,

que se puede interpretar de la siguiente manera: en un lanzamiento es igual -
mente probable que caiga cara o sello. Este simple ejemplo nos muestra que
el valor esperado no necesariamente estd dentro de los resultados del experi-
mento. Si la moneda estuviera cargada y las probabilidades fueran p; = 0.3
y p9 = 0.7, entonces el valor esperado de la variable aleatoria en este caso
seria 0.7, esto es, se esperaria que 70 de cada 100 lanzamientos caiga sello.

El promedio ponderado

Es usual que la calificacién de una asignatura o el promedio académico de
un estudiante dependa de varias notas que estdn asociadas a distintos gra-
dos de dificultad o exigencia (nimero de créditos), por lo que se asocia a
cada dato un peso. Para calcular el promedio ponderado de 7 calificaciones

Ci, Coq,...,C,, asociamos a cada una un peso py, pg, - - - , pn respectiva-
mente y lo definimos* como
izt Cutn
Prom. Pon = ? . (7.10)
Zkzl Dk

8Una variable aleatoria es una funcién que va del espacio muestral -el cual posiblemente
es no numérico- a los reales. Esto significa que la variable aleatoria cuantifica los eventos que
ocurren en un experimento.
4En dlgunos textos se define el promedio ponderado como Cyry + -+ + Cyry, donde
Z" y se satisface Z 1 Te= 1, la cual es equivalente a (7.10).
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Ejemplo 7.29. Las calificaciones de las asignaturas de un estudiante son
4, 3.3, 5, 4.1, 2.5y 3y sus respectivos créditos son 2, 2, 2, 2, 4y 4.Si
el peso de cada asignatura corresponde a su nimero de créditos, entonces
su promedio académico ponderado es

4(2) +3.3(2) +5(2) +4.1(2) + 2.5(4) + 3(4)

9+2+2+2+4+4 = 3.423.

(7.11)

Prom. Pon =

El caso continuo

Abordaremos los problemas de hallar el centro de masa de regiones acotadas
y de alambres, asi como de centroides, es decir, asumiendo que la masa de
la regién es constante o inexistente. Por dltimo, estudiaremos cémo hallar
el valor esperado de una funcién de distribucién de probabilidad.

7.3. El centro de masa de una varilla

Comenzamos con el centro de masa de una varilla recta de longitud /. Su-
ponga que estéd colocada sobre la recta real con puntos extremos en a < b,
como se ilustra abajo, también supondremos que para cada punto de la vari-
lla conocemos su funcién continua de densidad y = /().

Q B) ] 0

a=ty--ti-1 o b=ty

Figura 7.6: centro de masa de una varilla.

Consideramos una particién regular P = {a = tg, t1, ..., t;, = b} del inter-
valo [a, b], entonces ahora tenemos un problema de n segmentos (cuerpos)
S; = [ti—1,t;], coni =1, ..., n. También denotamos por At = At; = br;l“ y
utilizamos la funcién f para aproximar el peso de cada segmento de la va-
rilla. Si tomamos cualquier® valor t’ € §;, una aproximacién de su masa es

m; = f(t7)At. Como el problema corresponde a n cuerpos sobre una recta,

?Como la funcién es continua, hacemos que la variacién de f(¢) en S; sea tan pequeiia
como se quiera, eligiendo una particion muy fina, es decir, con At < € para 0 < € muy
cercano a 0.
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aplicamos la expresion (7.7) para el centro de masa asociado a P

n n
katj thf(t;")At
k=1

e(P) = 2

> m if (t])At
k=1 k=1

Nota 7.30. Para hallar los momentos de masa, se requiere la posicion del segmento

(7.12)

Si, lo que hacemos es suponer que toda la masa del segmento se encuentra concentra-
da en el punto t}. Note que un punto no tiene masa, por eso aproximamos la masa
de un segmento.

Tanto el numerador como el denominador de (7.12) son sumas de Rie-
mann de las funciones xf (x) y f(x). Con particiones cada vez mds finas,
la aproximacion de la masa de cada segmento se acerca mas al valor real al
igual que su posicién. Entonces, resulta natural definir el centro de masa de
la varilla con funcién de densidad / como

6=, (7.18)

a

Ejemplo 7.81. Para transportar una co-

lumna de marmol de 12 mts de altura, que 19 ~
es un poco mds ancha en su base, se desea

poner un soporte lo mds cerca posible de

su centro de masa. Se ha estimado que la

funcién de densidad esta dada por f(y) = 6 Lo
80 — % % Para calcular el centro de masa E

de la columna, la referenciamos en un siste-

ma de coordenadas y ubicamos la base en 0 0

y el tope en 12, entonces su centro de masa
estd en

12
CJy yB0=F)dy 5980 88

= — metros del origen del sistema.

12 5
‘/0 80—%dy 900 15

7.4. Centro de masa de un alambre

Suponga que [ es un alambre curvo contenido en un plano y estd determi-
nado por una funcién y = g(x) para a < x < b; si, adicionalmente, y = f(x)
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representa la funcién® de densidad de /, entonces podemos calcular el centro
de masa del alambre haciendo particiones del intervalo [a, b] y convirtien-
do el problema en uno de n cuerpos en el plano. El centro de masa en este
caso es una pareja ordenada, que no necesariamente estd en /.

Mais precisamente, sea P = {a = tg, t1, . .., t, = b} una particién regular
de [a, b]. Esta particién determina n segmentos de curva S; = {(z,y) : y =
g(x),ti.1 <x <tj},coni=1,...,n, cuya masa es (longitud)x(densidad),
ya tenemos una forma de aproximar la primera:

(longitud); = L; ~ /1 + [g'(¢})]%At,

donde ¢ es un valor” en [t;_1, t;]. Y la masa del segmento S; se puede apro-
Ximar como

(masa); = [(t])4/1+ [g’(t;*)]QAt.

Para hallar los momentos de cada segmento, necesitamos la posicién tanto
en el eje x (abscisa) como en el y (ordenada)

(posicién en el eje x); ~ L

(posicién en el eje y); = g(t7).

Ya tenemos todas las magnitudes para calcular los momentos y la masa del
sistema

(masa) = ) "(densidad); x (longitud),

i=1

= > ST+ g ()1%Ar,
i=1

61 con derivada de primer orden continua.
7t;‘ es el punto del intervalo [t;_1, t;] que satisface la condicién del teorema de valor
medio para la funcion g.
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n
(momento), = M, ~ Z(posicién ¥); X (masa);

i=1

= 8 f()1+ e ()12,
i=1

n
(momento), = M, ~ Z(posici(’)n x); X (masa);
i=1

= > GF )1+ [g7()1%Ar.
i=1

La masa y los momentos son sumas de Riemann de funciones continuas, y
para una particién mads fina se obtiene una mejor aproximacion de la longi-
tud, la masa y la posicién. Entonces, definimos el centro de masa de la curva
[ con funcién de densidad f(x) por la pareja E(x, ), donde

b b
i /xf(x)\/n[g'(x)]?dx ) /g(x)f(x)\/mg/(x)]?dx

a
xX =

b ’ Y= b .
S+ [g/(@)]2 da / S+ [g/@)2 da

(7.14)

Nota 7.32. En muchos de los casos que presentaremos, las integrales que resultan
de hallar los momentos de masa pueden ser complejas de calcular, por eso, sugerimos
en dichos casos que se resuelva numéricamente.

Ejemplo 7.88. Considere la curva determinada por g(x) = V1 —x2, con
—1 < x < 1. Para hallar su centroide, podemos asumir que la funcién de

densidad es f(x) = 1. En este caso, conocemos la longitud de la curva: 7. Y
12
1-22?

para hallar los momentos, vemos que [g’(x)]? = entonces
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M, = / \/7 E

1\”&-——,————/ 0,5

posicion g, or de longitud

X

/1 dzx -1 1
= 1‘—:0’
1 V1 =22

= [ Vim \/7 [,

1 -a2

osicion
P factor de longltud

entonces E(x,y) = (O, %)

7.5. Centros de masa de regiones acotadas

Suponga que f () y g(x) son funciones continuas en [a, b] y, ademds, que
/ < g en este intervalo. Entonces, definimos R = {(z,y) : ¢ < x <
b, f(x) <y < g(x)}, la regién del plano acotada por las curvas [ y g.
Ademds, consideramos p(x) una funcién de densidad continua (dada en
%) que depende unicamente de la abscisa. El problema consiste en calcu-
lar el centro de masa de una ldmina de superficie R con funcién de densidad
0.

Como antes, consideramos una particién regular P = {a = g, t1, ..., 1, =
b} para determinar n regiones

Ri={(x,y):ti1 <x<t;, [f(x)<y<ga)}

Para aproximar la masa de cada regién, escogemos el punto medio del in-
tervalo [tl 1, %], lo denotamos por ¢! y consideramos el rectdngulo R/ =
[ti1, 4] x [f (1)), g(¢7)]. La masa de R;, entonces se aproxima por

m; ~ (densidad); X (drea R))
= p(t))[g (1)) = f(1])]AL

Luego, la masa de todo el sistema se puede aproximar por:

masa total ~ " p(t)[g(¢]) = /()] At. (7.15)

i=1
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Por otro lado, asumimos que la posicién de cada region R; es el centroide
del rectangulo R!. Esto quiere decir que la abscisa es el punto medio® del
intervalo [¢;_1, ;] y la ordenada el punto medio de [f(¢]), g(¢])]

Nota 7.34. No confunda el punto medio de [f(t}), g(t})] con la distancia media
g(t}) = f()
—

Entonces, los momentos de masa se aproximan de la siguiente forma

M, = Z (posicién, ), x (masa); g(t) £
S
zf}hmmﬂm—ﬂwMu S @
5
M;=§;mmmm%»xmmm»zé%igzgfgzpunmub—fubhv
Zz:ﬂm 2f() .
i=1

La masa total y los momentos son sumas de Riemann de funciones con-
tinuas; para particiones mds finas, se tiene mejor aproximacion al drea de
cada region y también a su masa. Entonces, definimos el centro de masa de
R por medio de las integrales asociadas a esas sumas y obtenemos E(x, ¥),

donde
_ Jlep@lg@) - @) de
[’ p@)[e@) - f(@)] dx

(7.16)
- 2/ ([g@)]* = [/ (@)]*) p() dx
f p(x)[g(x) - f(2)] dx

Nota 7.35. El centro de masa E, definido por las ecuaciones (7.16), corresponde
al caso en que f, gy p son funciones de x. Como ejercicio reescriba las formulas en

el caso en que f(x) = 0y la densidad p(x) = k es constante, 0 si f, g v p son
Junciones de y.

8Esta es la razén por la que escogimos ¢} como el punto medio desde el comienzo.
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Ejemplo 7.36. Considere una semicircunferencia de radio r con centro en
el origen. Para calcular el centroide de esta regidn, necesitamos calcular su
drea en lugar de su masa, que estd dada por A = ”QLZ Los momentos de la
region se hallan por medio de las integrales

Y

r My: ' x VTQ—xdezo;

_r\/_/‘/—’

r posicién drea
[ 9
Eq - .
' — x M, = / _‘/7’2 -z \/7‘2 —22dx = =98,
—r r —r 9 R

drea

posicién
Entonces, el centro de masa estd en £ = (O, g‘—;) Era de esperar que M, = 0,

ya que la region es simétrica con respecto al eje y.

7.6. Valor esperado de una variable aleatoria continua

Cuando los posibles resultados de un experimento aleatorio son infinitos y
conforman un intervalo, se asocia una variable aleatoria X que cuantifica
cada resultado obtenido. Entonces, la probabilidad de que el evento X =«
ocurra es nula. En estos casos, la probabilidad se estudia con una funcién
f de valor real, no-negativa, integrable y definida en R que satisface dos

condiciones

/wf(:c)dx =1, (7.17)

» si Pla £ X < b] eslaprobabilidad de que la variable aleatoria X tome
valores en un intervalo [a, b], se debe tener

b
Pla < X <] =/ [(x)dx.

Una funcion que satisface esas condiciones se llama densidad de probabi-
lidad de la variable aleatoria X.

Un problema que se estudia en estadistica es encontrar el valor esperado
de una variable aleatoria X. En este caso, el problema es continuo. Prime-
ro, veamos el caso en que la funcién de densidad f(zx) es cero six < a
para algun a real. Consideremos entonces el intervalo [a, b] y una particién
regular P = {a = tg, ..., 1, = b}, con At = b:—L” Luego, un elemento arbi-
trario t7 en [t;_1, t;], de esta forma obtenemos un problema discreto, donde



192 « Aplicaciones de la integral

la variable aleatoria puede tomar los valores t], t;, .. ., £, y la probabilidad
de que X € [t;-1,] es f(z7)At. Entonces, aplicamos la definicién de valor
esperado para el problema discreto, dada por (7.9), pero como no tenemos
todos los resultados del experimento, dividimos sobre la probabilidad de
que X € {zf, Loy oo tr},
b Tt/

21 ()AL
El numerador y el denominador son sumas de Riemann de zf (x) y f(x),
entonces resulta natural definir el valor esperado de x en [a, b] como

fab zf (x) dx
[ f@)de

Si hacemos b — o0, y la integral faoo xf (x)dx existe, entonces resulta natural

E[X;a,b] = (7.18)

definir el valor esperado de x como

E[X] :/mxf(x)dx. (7.19)

Ahora veamos el caso en que la funcién de densidad no necesariamente es
cero en (—oo, a). Fijamos cualquier real d, para cualquier intervalo [c, 4] con
¢ < d < b,y tomamos una particién que contenga a d; de manera similar a

(7.18), podemos definir

EMmm:ﬁ?”““+€”””?
/C f(x)dx+fd f(x) dx

Si consideramos limites cuando b — ooy ¢ — —oo, y la integral f_o; xf (x)dx

(7.20)

existe, entonces E[X;c, b] — /_2 zf (x)dx, por eso resulta natural definir
el valor esperado de X como

E[X] :[mxf(x)dx. (7.21)

o0

Ejemplo 7.37. Considere la funcién de densidad exponencial

Fla) = {xle‘“ siz >0,

0 sixz <0,

con A > 0. Para calcular el valor esperado de X, comenzamos hallando

t t
/ xde Mdx = [—xe‘”]i) +/ e Mdx
0 0

= —te~ +% [1 - e_/”] ,
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y esta dltima expresion tiende a % cuando ¢t — oo, es decir,

1.

3.

E[X] = /Ooox/le_“dx = lim [—te_’” +1 (1 —e_’”)] = %

t—00 1

Ejercicios 7.7

Calcule el centro de masa de los siguientes sistemas.

a) Tres cuerpos Cq, Cy y Cg sobre una recta, con las posiciones y
masas (en kg) que se muestran a continuacion.

masa 4 3|1
posicién | =2 | 3 | 5

b) Tres cuerpos C1, Cg y Cg en el plano, con las posiciones y masas
(en kg) que se muestran a continuacién.

masa 5 7 4
posicion | (2,-1) | (3,0) | (4, 1)

¢) Tres cuerpos C1, Cg y Cg en el plano, con las posiciones y masas

(en kg) que se muestran a continuacion.
masa 6 2 5
posicion | (=1,2) | (1,0) | (2,1)

Suponga que una viga metdlica uniforme de 20 metros de longitud y
3 tons tiene un yunque adherido a uno de sus extremos con una masa
de 400 kg. Halle el centro de masa del sistema.

Halle el centro de masa de una varilla de 2 mts de longitud, cuya
funcién de densidad en un extremo es 40 gr y aumenta linealmente
hasta ser 60 gr en el otro extremo.

Halle el centroide de la curva determinada por la funcién e intervalo

dados.
a) g(x) =22, con 0 < x < 4.
b) g(x) =coshx,con-1<x < 1.
¢) f(x) =senx,con —n/2 <x < m/2.

d) f(x) =cosx,con0 < x < 2.

Halle el centro de masa de la curva determinada por la funcién g y

por la funcién de densidad p con unidades de —i”‘“a
ong.

a) g(x) =2’y p(x) =z enx e [1,3].
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b) g(x) =senxy p(x) =cosxenx € [1,3].

6. Halle el valor esperado para la funcién de densidad normal

J(x) =

definida en todo los reales.

1 —(2-100)2
e 450

15V2n

8. Area de una superficie de revolucion

En esta seccion, explicamos un método para calcular el drea de una super-

ficie de revolucién que se obtiene haciendo girar una curva C continua y

suave (determinada por una funcién o una parametrizacién) alrededor de

una recta D paralela a alguno de los ejes.

Si aproximamos un segmento de cur-
va por la recta que une sus extre-
mos, el drea superficial es cercana al
area del cono truncado generado por
la recta, como se ilustra en la figura.
Nuestro primer problema serd hallar
una expresion adecuada para el drea
superficial de un cono truncado.

Un cono circular recto de lado & y de radio base R lo construimos ha-

ciendo coincidir los radios del sector de un circulo de radio & y arco 27R.

Entonces, el drea superficial del cono coincide con el drea del sector, que es
2 .
%9, donde 8 es la abertura. Por otro lado, la longitud del arco es 27R = h6,

luego | el drea superficial del cono = 7RA.

Ahora consideramos un cono trunca-
do T de lado [/, radio menor r y ra-
dio mayor R, contenido en un cono
de lado &, como se ilustra en la figura
de abajo. El drea superficial de T es la
diferencia de las dreas de dos conos.

7N

A
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A /\h\ Areade T = nRh — nir(h 1)
l =n[Rh—rh+rl]
\

=n[h(R-r)+rl]. (7.22)

Como & no es una medida del cono truncado, la expresion para el drea de T
no lo debe contener. Para esto, consideramos la vista lateral del cono, que es
un tridngulo, como se muestra abajo a la derecha. Observe que los tridngulos
que se forman son semejantes, de lo cual podemos deducir (7.238).

h_h-l
R r

rh = Rh — Rl

Rl =Rh—rh

Rl =h(R-7). (7.23) —R—

Reemplazando A(R — r) por Rl en la f6rmula de drea (7.22), obtenemos

Area del cono truncado = n[Rl +rl]

R+r)

(7.24)

:271[( 9

= 27 - (longitud) - (radio promedio).

8.1. Curvas determinadas por funciones

Supondremos que la curva generadora estd determinada por una funcién
y = f(x) continua en [a, b] y diferenciable en (a, b). Esto es necesario para
hallar el diferencial de la longitud de la curva (7.4). Sin embargo, en el caso
en que f tenga un nimero finito de discontinuidades, podemos hallar el
area de la superficie generada, porque podemos descomponer el intervalo
en una union finita de subintervalos en los cuales la curva sea continua y
diferenciable en su interior.

Eje de rotacion horizontal

Sea C una curva definida por y = f(x) continua en [a, b] y diferenciable en
(a, b). Construimos una superficie de revolucién S haciendo girar C alre-
dedor de la recta y = d. La curva podria atravesar el eje de rotacién, estar
encima o por debajo. Por comodidad, supondremos que toda la curva estd
encima del eje de rotacion.
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Tomamos una particién regular P = {tg = a, t1,...,t, = b} de [a, b], con
At = (b — a)/n. El drea de la superficie en el subintervalo [¢;, t;;1] se puede
aproximar con un cono truncado que tiene bases con radios 71 = f(¢;) —d y
rg = f(tiy1) — d, y cuya longitud lateral es [ = /1 + [f’(tl*)]2 A, para algin
t’ € [ti, tix1] (la existencia de ¢} estd garantizada por el teorema de valor
medio para funciones derivables, en la seccién 6 lo explicamos con mads
detalle). Entonces, si aplicamos la férmula (7.24) a nuestro caso, el drea del
1-ésimo cono truncado es

A =9 f) - d+2f(ti+1) —d] T P AL (7.95)

Como las diferencias entre f(¢;) y f(t;4+1) se pueden hacer muy pequefias

y dependen del tamafio de la particién, aproximamos el drea de cada cono

A = 2m - [f(1]) = d]\J1+ [f7(£9)]% AL

Entonces, una aproximacion del drea superficial de S estd dada por la su-

truncado como

ma Y; A;, que ademads corresponde a una suma de Riemann de la funcién

27 [f(x) = d]\/1+ [f’(x)]2. Por lo tanto, definimos el drea de la superficie

de revolucion, con las condiciones dadas anteriormente, como

b
AreaSZ/ or[f(x) —d] - 1+ [f"(x)]%da. (7.26)

Eje de rotacion vertical

Ahora supongamos que la curva C gira alrededor de una recta x = ¢. En
este caso, la curva debe estar a la izquierda o derecha del eje de rotacién para
evitar que la superficie S se atraviese a s misma. A continuacién mostramos
el caso en que la curva estd a la derecha.
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Como antes, consideramos una
particién regular P del intervalo
[a, b] dada por iy = a, t1, ..., b, =
b. El subintervalo [t;, t;4+1] deter-
mina una parte de la superficie que

podemos aproximar con un cono

truncado que tiene radios r; = t;—c

y ro = l;41 — ¢, y cuya longitud lateral es 4/1 + [f’(t;)]QAt para algtin ¢} en

[¢;, ti+1]. Asi el drea superficial del cono truncado es

A; =21 - [%] 1+ [f/(tz*)]Q At;

y como t; se acerca a t;,] tanto como se quiera, entonces tomamos la apro-

ximacion 4; ~ 27 - [t:‘ - c] A1+ [f’(tl*)]2 At. Con esto, el drea de toda la

superficie se aproxima por Y; 4;, que corresponde a la suma de Riemann
de la funcién. Por lo que definimos el drea superficial como la integral de

27 - [x —c] 1+ [f’(x)]2. Entonces, definimos el drea de S como

b
Areag = / 9nfx —c] -1+ [f"(x)]2da. (7.27)

Nota 7.38. También se puede considerar el caso de una curva definida por una

Suncion que dependa de la variable y. Cuando la superficie se genera por rotacion
alrededor de un eje vertical, se obtiene una formula andloga a (7.26); y si la curva
gira alrededor de un eje horizontal, se obtiene una ecuacion andloga a (7.27). Como
ejercicio realice la deduccion.

Las integrales en las ecuaciones (7.26) y (7.27) reflejan la forma en que
calculamos el drea superficial de un cono truncado. Entonces, podemos apli-
carlas si identificamos la distancia de cada punto de la curva al eje de rotacién
(radio promedio) y la longitud de la curva y = f(z), con lo cual obtenemos
la siguiente forma de expresar el drea superficial

b
Areag = / 27 (radio) (longitud de curva)dzx. (7.28)

Ejemplo 7.89. Considere la curva C definida por f(x) = 22 en el intervalo
[0, 1]. Sea S la superficie de revolucion obtenida al girar la curva alrededor
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del eje x. En este caso, podemos aplicar (7.26) parad = 0, con f’(x) = 2z,

VI+[f(2)]2 = V1 + 4a2.
1
Areag1 =/ 922V 1 + 4a2dx.
0

Si aplicamos la sustitucién 2u =
tan @, convertimos la integral

en una trigonométrica; vea el eer
ejercicio 47 de la seccién 4. Re-

solviendo la integral vemos que

su drea superficial es

;—2 [18x/3— (2 +v3)].

Utilizamos la misma curva, pero esta vez tomamos como eje de rotacién al
eje y para construir otra superficie, que denotamos por Sg y que se conoce
como paraboloide de revolucién.

En este caso, aplicamos la ecuacién
(7.27) parac = Oy el radio estd de-
terminado por la abscisa. Enton-

eje y

ces,

1
Area52=27r/ x-V1+422 dx.
0

Resolviendo esta integral por sus-

titucién obtenemos que

Areag2 = % . [53/2 - 1] .

Nota 7.40. Las superficies Sy y So son distintas 'y su drea también. En el segundo
caso, los limites de integracion son 0 y 1, que son los mismos que determinan la
curva generadora.

Ejemplo 7.41. Un artesano elabora unos platos cuya superficie se forma
girando la curva exponencial f(x) = ¢*, con x € [0, 1] con respecto al eje
x, como se muestra en la figura.
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Para hallar su drea superficial, sumamos el drea
de la base, que es &, con su drea lateral, que estd
dada por la integral

1
/ 21"V 1 + 2% dx.

0

o Hemos aplicado la ecuacién (7.26), con d = 0.

Resolvemos la integral por medio de la sustitu-

cion u = ¢* y luego la sustitucién trigonométrica
u = tan 0 (vea el ejercicio 4o de la seccién 4), cu-

ya solucién es

Areag =1 - [(e\/62+1+1n|\/e2+1+e|) —(\/§+1n|\/§+1|)].

Ejemplo 7.42. Consideremos la curva que encierra la region R} = {(x, y) :
0 <y <Vxr+3, -3 < x < 1}, vea la figura 1 (abajo a la izquierda).
Suponga que la regién y la curva giran en torno al eje x generando un sélido
y una superficie que lo cubre (su frontera). Esta ultima se compone de un
cascarén Sy y una tapa T . El drea de T es 7. Para hallar el d4rea del cascarén,

consideramos f(x) = Vx + 3, entonces

L e 1 4r+13
i B I e Ty

1
‘ 4dx+1
Areag, = 27 ‘[% Vx + 38 4?%—!—33) dx

1
=7r/ Vir+ 18 da = %[173/2 ~1].
-3

Luego, el drea total es | & [173/2 1] +x.

). D, J.
y=Vr+3 y=Va+3 y=Vz+3
//
y=1
! | /1
-3 1 z -3-9 1 T

-3-2 x
x=1

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
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Ahora consideramos la region Rg = {(xz,y) : 0 <y < Vx+3, -2<x < 1}
y la curva Cy que la delimita, vea la figura 2. Suponga que ambas giran
alrededor del eje x. Esta vez el sélido que se genera tiene una base By y
una tapa Ty, ambas circulares de radio f(-2) = 1y f(1) = 2 respec-
tivamente, entonces su drea es 5. Por otro lado, la superficie lateral So
tiene drea ﬂf_lz Vir+13 dx = %[173/2 — 53/2], asi que el drea total es
%[173/2 - 532 + 51.

Por ultimo, consideramos laregion Rg = {(x,y) : 1 <y < Vx+3, -2 <
x < 1} y la curva Cs que la delimita, vea la figura 8. Suponga que gira alre-

dedor del eje z. El solido generado tiene un “hueco” en forma de cilindro.
Su drea superficial comprende tanto el exterior como el interior. {Puede
encontrarla con la informacién disponible?

Ejemplo 7.43. Encuentre el drea de la superficie de revolucion S que se ge-
nera cuando la porcién de curvay = Inx, desde x = 1 ax = 2, gira alrededor
del eje y. En este caso, aplicamos la ecuacion (7.26), con d = 0.

2 2
_ / 1
Areas=27r/x 1+—2dx=27r/ Va2 +1dx
1 X 1

=9 \/3+11n V5+2
2 V2 +1

El segmento de curva también se puede expresar como funcién de y en la

2

forma g(y) = ¢ en [0, In(2)]. Como ejercicio, plantee la integral del drea
superficial de S en términos de g(v).

8.2. Curvas parametrizadas

Suponga que la curva C que genera la superficie de revolucion estd determi-
nada en forma paramétrica por r(¢) = (x(¢), y(¢)), con ¢ € [a, b]. También
consideramos dos casos, cuando el eje de rotacién es horizontal y = d y
cuando es vertical x = c.

Eje de rotacion horizontal

Supondremos que la curva no atraviesa al eje de rotacién. Con una par-
ticion regular del intervalo [a, b], podemos construir una poligonal de la
curva C'y, de esta manera, aproximaremos la superficie con conos trunca-
dos. Entonces, utilizamos la ecuacion (7.24) para hallar el drea de cada uno.
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El diferencial de la longitud de la curva en forma paramétrica, dado en la

ecuacion (7.4) en un subintervalo [f;, t;41], es \/[f’(tl*)]Q + [g’(l,‘;“‘)]2 At;
para algunos ¢ y t*, y la distancia de un punto del segmento de curva al eje

de rotacién y = d es la diferencia |y(¢]) — d| (radio promedio). Identificado
esto, podemos definir el drea superficial como

b
Areag = 27r/ ly(£) — d|\/[x’(t)]2 + [y’ (1)]2 dt. (7.29)

Eje de rotacion vertical
En este caso, basta identificar la distancia de un punto sobre la curva r(¢) al
eje de rotacién x = c.

distancia al eje de rotacién = |x(t) — ¢|.

Entonces, podemos razonar de forma similar al caso horizontal y definir el
area superficial como

b
Areag = 277/ lx(t) — c|\/[x’(t)]2 + [y’ (1)]2 dt. (7.30)

Los detalles de esta deduccién son dejados al lector como ejercicio.

Ejemplo 7.44. Consideremos la curva C determinada por la parametri-
zacion z(t) = 13, y(t) = %, donde —1 < ¢ < 2,y supongamos que gira
alrededor del eje £, como se muestra en la figura.

N7

La distancia de un punto de la curva r(¢) al eje de rotacién estd dada por
y(t) =0 =12, vea (7.29),y [2'(1)]? = 9, [y'(t)]? = 4t*, entonces el drea de
la superficie lateral viene dada por

9 9 9
Areag = Qn/ 2N + 442d1 = 47r/ t%/(%) +1dt.
-1 -1
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Esta integral se puede resolver primero haciendo la sustitucion « = 3t/2'y

2(128+8000V10+247V13) 7
1215

136.09 unidades. Observe que la curva no es suave, pues presenta una cus-

luego z = u?+1. Verifique que el valor de la integral es

2

pide en el origen, pero esto no es problema porque podemos separar la
curva en dos intervalos para ¢: [—1, 0] U [0, 2].

Ejemplo 7.45. Una universidad desea construir un observatorio de forma
cilindrica, coronado con un domo, como el que se muestra a la derecha.

La parte superior se consigue hacien-
do girar la porcién de la elipse dada
por r(t) = (4cost,3sent), con t €
[0, 7/2], en torno al eje y (las medi-

das estdn en metros). Se planea recu-
brirlo con un aislante, {cudntos metros

cuadrados se necesitan para recubrir el

domo?
El drea de la superficie del domo se puede determinar por medio de la in-
tegral

, b
Areag = / 4 cos t\/16 sen?t +9cos?t dt
0

g 18Lanh_1¥ 13 41
=0+ — % . .
V7

Si la altura de la base cilindrica es de 3 mts, entonces el drea de lateral del
cilindro es 27(4)(3) = 24r, ya que el radio de la base es 4 mts. Entonces,
el drea total es aproximadamente 88.80 m?2.

8.3. Teoremas de Pappus

En esta seccién, estudiaremos dos teoremas conocidos como teoremas de
Pappus. El primero relaciona el volumen de un sélido de revolucién con el
centroide de la regién que lo genera; el segundo, el drea de una superficie
de revolucién con el centroide de la curva generadora.

Teorema 7.46 (Teorema de Pappus I). El volumen del sélido de revolucion ob-
tenido al girar una region R alrededor de una recta es igual a la distancia recorrida
por su centroide multiplicado por el drea de la region. Es necesario que la recta y la
region no se corten.
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centroide

r
Eje de
rotacion

I

I

I

I

I

I

|

|

=

|

1

|

|

|
|
|

Si r es la distancia desde el centroide al eje de rotacion y A es el drea de la region
R, entonces el volumen del sélido de revolucion T estd dado por

| Volp = (2nr) - Ap. |

Consideramos el caso en que la region R estd delimitada por las curvas [y
g, donde g(x) < f(x) para todo x en [a, b], y esta gira alrededor del eje x.
Por el método de discos, el volumen del sélido generado es

b
Volr = 71/ 12(2) - g (2)dx.

Por otra parte, la distancia del centroide C = (x, ) al eje de rotacién estd

dada por la ordenada, vea (7.16):

[ @) +g@)(f @) - g(0)de
2 [ f(2) - gla)de

J! @) - g(@)da
- 2A4g

y =

_ T VOIT
©24g

despejando el volumen obtenemos

VOIT = 271'&/41{.
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Teorema 7.47 (Teorema de Pappus I1). El drea de una superficie de revolucion
S obtenida al girar una curva (suave y plana) C alrededor de una recta es igual a
la distancia recorrida por su centroide multiplicado por la longitud de la curva C.
Asumimos que la curva vy el eje de rotacion no se intersecan. Mds precisamente, si r
es la distancia entre el eje de rotacion vy el centroide y L¢ es a longitud de la curva
C, entonces

Areas = (2nr) - L.

Consideramos una curva C (plana y suave), definida por y = f(x) continua
sobre el intervalo [a, b]. El drea de la superficie que se genera cuando la
curva gira alrededor del eje x es

b
Areag = 271/ F@N1+[f (@))%

Por otra parte, la distancia del centroide C = (Z, ) al eje x es la ordenada,

vea (7.14),

el rer /f(x)\/ /)
a [Never ke

3 97 Areag
- Le

Luego, despejando el drea superficial, obtenemos
Areag =21y L.

Nota 7.48. Estos teoremas son itiles cuando el ceniroide de la region o la curva
son evidentes o fdciles de calcular, o cuando el eje de rotacion es transversal.

Para ver la practicidad del teorema, encontremos el volumen del toro
que se genera cuando el circulo de radio r gira alrededor de una recta que
se encuentra a una distancia R del centro de la circunferencia. Recuerde
que este ejercicio se hizo previamente usando el método de los casquillos
cilindricos.

El drea de la region circular es 772 y su centroide estd en el centro del
circulo, asi que la distancia recorrida por el centroide al hacer un giro es
27R. Por lo tanto, aplicando el teorema de Pappus, el volumen del toro es

Voly = (27R) (nr?) = 27%r*R.
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Por otra parte, el perimetro de la circunferencia es 277, entonces, aplicando
la segunda parte del teorema, tenemos que el drea de la superficie del toro
es

Arear = (27R)(2nr) = 47°r R.

Ejemplo 7.49. Calcule el volumen generado por la region triangular aco-
tada por eje x, eje v y la recta 2z +y = 6 cuando gira alrededor de la recta
x =5.

s
69’
4
9 _T,?A,,,A
1238 *
x=5

Recordemos que el centroide de un tridngulo coincide con el punto de in-
terseccién de las medianas, que son las rectas que se encuentran trazadas
en la figura de la izquierda. Es suficiente encontrar la interseccion de dos
medianas, las ecuaciones de dos de estas sonx +y =3 y 2z + %y =3,y
su punto de interseccién es (1, 2). Asi que la distancia del centroide al eje
de rotacién es 4 unidades. Por otra parte, el drea del tridngulo es 9 und®.
Luego, por el teorema de Pappus el volumen del sélido de revolucién es

Volp =27 -4-9=72n und®.

El perimetro del tridngulo es 6 + 8 + V45, entonces el drea de la superficie
de revolucién es

Areag = 27 - 4(6 + 3+ V45) = 87 - (9 + V45).

Ejercicios 7.8

1. Encuentre el drea de la superficie de revolucion que se genera cuando
la curva dada gira alrededor del eje x.

a)y=2x, 0 <x<1.
b) y=V9—-22, -1 <x <2.
¢) y=ad, 0<x<V2.
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2. Calcule el drea de la

superficie de revolucién 2
que se genera cuando x = 1 ‘I‘
1 +2y? gira alrededor del "“r{‘

ejex,paral <y < 2.

NI\
<X\

3. Encuentre el drea de la
superficie que se forma
cuando x = /a2 — y? gi- — 1 \a

2 x
ra alrededor del eje y, pa-
ra0 <y <g.

4. Compruebe que el drea superficial de una esfera de radio r es 47r2.

5. Considere la regién acotada por y = 2%, y = z y suponga que gi-
ra alrededor del eje x. Use el teorema de Pappus para encontrar el
volumen y el drea superficial del sélido generado.

6. Una joyeria fabrica dijes en forma de gotas de agua. El material con
que son fabricados es acero inoxidable recubierto de una fina capa
de oro. Calcule el drea de la superficie de una gota si esta se ob-
tiene haciendo girar la curva dada por las ecuaciones paramétricas
x=t, y= %II/Q — 1372 para 0 <t < %, alrededor del eje x. En este

caso, las medidas estdn en pulgadas.
0.1 0.1

0.05 0.05

-0.05 -0.05

7. Un fabricante de cristaleria desea hacer copas como la que se muestra
en la figura de la izquierda. Después de varios ensayos, decide que la
mejor opcion es hacer girar la curva del medio, dada pory = %2 - 91‘—;+1
con 0 < x < 3, al rededor del eje x, como se muestra en la figura de
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la derecha. Plantee una integral que determine el drea superficial de
una copa (sin incluir la base). Las medidas estdn en pulgadas.

VA

8. Se pretende construir un dirigible con forma de elipsoide tal que su
longitud mdxima sea de 25 metros, mientras que su didmetro sea de 8
metros. {Cudl es el volumen maximo de helio que puede contener? En
vista de la complejidad de los materiales de construccion,” se debe ser
minucioso en los cdlculos para evitar el desperdicio. {Cudl es el drea
superficial de esta nave?

9. Encuentre ecuaciones andlogas a (7.26) y (7.27) en el caso en que
la curva estd determinada por una funcién en la variable x = g(v)
continua en [a, b] y diferenciable en (a, b).

10. Haga la deduccion de las ecuaciones (7.29) y (7.30).

9. Trabajo

El término trabajo debemos entenderlo en este contexto como la cantidad
total de esfuerzo que se requiere para ejecutar una tarea. Podemos pensar
en la fuerza necesaria para empujar una mesa o para halar una puerta, o bien
la fuerza que ejerce la gravedad de la Tierra sobre un objeto que se suelta
desde un décimo piso. Si un objeto se desplaza en linea recta con funcién
de posicién s(t), la fuerza F sobre el objeto (en la misma direccién) estd
definida por la segunda ley de Newton del movimiento: como el producto

9“E] material con que se fabrican los dirigibles es una mezcla de Dacrén, Poliester,
Mylar, entre otros, una estructura no rigida laminada llamada Spectralaminada y Ure-
tano de 6.5 onzas/Nylon de alta tenacidad con una ldmina de urea adentro y en el exte-
rior diéxido de titanio/uretano como barrera ultravioleta.” Recuperado de Dirigibles: via-
bilidad técnica y economica, Ricardo Chaparro Ortiz, hitp://triton.uniandes.edu.co/ depmecani-
ca/WebSites/apinilla/documentos/revista8/rchaparro/dirigible.html
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de su masa m por su aceleracidn, es decir,

d?s

F= m-—-—.

di?
Recordemos las unidades de medicién. En el sistema métrico SI (Sistema
Internacional), la masa se mide en kilogramos (kg), el desplazamiento en
metros (m), el tiempo en segundos (s) y la fuerza en newtons (N = kg-m/s%).
Esto es, una fuerza de 1N que actia en una masa de 1 kg produce una
aceleracion de 1m/s2. En los Estados Unidos se usa la libra!® como unidad
de masa, pies y pulgadas para la distancia, el tiempo en segundos y la fuerza
en libras-fuerza (Ib-f), aunque es comin que se diga inicamente libras.

Cuando la aceleracién es constante, la fuerza F' también es constante y el

trabajo realizado se define como el producto de la fuerza F por la distancia
d que el objeto recorre:

W=F-d trabajo = fuerza x distancia.

Si F se mide en Newtons y d en metros, entonces la unidad de trabajo es
un Newton-metro, que se llama joule (J). Si F se mide en libras'! (Ib-
f) y d en pies, entonces la unidad de trabajo es lb-f-pie. Recuerde que la
aceleracién de la gravedad!? es ¢ ~ 9.80665m/s? 6, equivalentemente,
g ~ 32.1742pies/s>.

En los casos en que se aplica una fuerza (que cambia de manera continua)
a lo largo de un trayecto, es posible aproximar el trabajo total sumando los
trabajos realizados en trayectos mds pequefios que componen el camino y
suponiendo que la fuerza que se aplica en cada uno de ellos es constante.

Suponga que en un trayecto lineal que estd definido por el intervalo [a, b]
se aplica una fuerza determinada por una funcién continua F(x) = y a un
cuerpo C. Para aproximar el trabajo realizado, consideramos una particién
regular P = {tp = a, t1,...,t, = b}, con At = b%“, y elegimos cualquier ¢ €
[;_1, t;]. Si asumimos que la fuerza que se aplica en el intervalo [#;_1, t;] es
constante e igual a F'(¢}), el trabajo realizado se aproxima por /V; := F'(t7)At.
Y la suma de los trabajos de todos los intervalos aproxima el trabajo total
realizado a lo largo de todo el trayecto:

Wi=F@)A y W~ Z W, = Z F (i) At.
=1 i=1

n

10Recuerde que 1 libra = 0.45359287 kg v 1 kg = 2.20462262 libras. Tenga especial
cuidado, porque en Colombia usamos la palabra libra como sinénimo de medio kilo.

N6 hay que confundir masa con peso. Por lo general, cuando se habla de libras se quiere
decir libras-fuerza (peso), esto es, ya estd incluida la fuerza de gravedad.

12para propésitos précticos utilizaremos el valor 9.8m/s2 para la aceleracion de la grave-

dad.
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Vemos que esta aproximacion del trabajo es una suma de Riemann de la
funcion de fuerza F, por lo que definimos el trabajo realizado a lo largo de
[a, b] como

W=‘/ab F(x)dx.

Antes de resolver esta clase de problemas, veamos cémo calcular el traba-
jo en los dos tipos de sistemas métricos. En los siguientes dos ejemplos la
fuerza es constante, asi que para resolver el problema no se precisa de una
integral, es suficiente con aplicar la relacion W = F - d.

Ejemplo 7.50. El trabajo realizado al subir una caja de libros de 18 kg al
séptimo piso de un edificio que se encuentra a 20 m de altura es:

(18kg) - (9.8 m/s2) (20 m) = 3528].

176.4 N

Ejemplo 7.51. El trabajo realizado para subir un peso de 20 Ib-f desde la
falda de Monserrate a su cima (considerando la altura de Bogotd 8612 pies
y la cima de Monserrate 10341 pies) es

(20 Th-f) - (10841 — 8612) pies = 34580 Ib-f-pic.
[ —

fuerza distancia

Ejemplo 7.52. Consideremos un cable de 120 metros de largo con 40 kg
de masa y supongamos que estd suspendido en su totalidad de la parte alta
de un edificio. Calculemos el trabajo que se realiza para recoger todo el cable
desde la parte alta del edificio. Empezamos calculando la fuerza y, para ello,
necesitamos el peso!® de cada metro de cable:
40 g
Peso= g — = 2
T8 1073
Definimos la variable x como la cantidad de cable recogido. A medida que
se recoge el cable, la fuerza aplicada disminuye y depende de la cantidad de
cable por recoger: (120 — x), entonces

F(z) = g(mo _ ).

Luego, el trabajo realizado estd determinado por:

181 a palabra peso la utilizamos para referirnos a la fuerza que ejerce la gravedad sobre el
cuerpo, por eso, sus unidades son de fuerza.
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120
70 W:/ £(120 - 2)dx
o 3
g 1 120
_ 3 _ .2
—3[12056 2x L
1120 g 9 1. 009
=2 11902219
£ 1202 - g120?
X
:%-120%23520 J.

Dos obreros estdn recogiendo el cable manualmente y acuerdan que uno
recoge la primera mitad del cable y luego el otro los restantes 60 metros.
{Cudnto trabajo realiza cada trabajador? El primero debe recoger desde
0 hasta 60 metros, luego su trabajo es /060F(x) dr ~ 17640 J. El se-
gundo debe realizar aproximadamente (23520 — 17640)J = 5880 J =
120 . .

s F@) dzx. {Le parece justo?

Para que ambos realicen la misma cantidad de trabajo, deben solucionar
la ecuacion

tg 12()g
/ —(120—x)dx:/ 2(120 —x)dx para t,
0 3 t 3

o equivalentemente

t 120
0:/ (120—x)dx—/ (120 — z)dx
0 t

t 120

1 2 1 2
120x—§x] —[12035—535

0 t

3 1, 1 9 1,
—[IQOt Et] [5120 120t+§t

= —1%2 + 240t - 7200.

El polinomio cuadritico tiene raices r; = 120(1 — ‘/75) ~ 35.1byrg =
120(1 + g) ~ 204.85, como la variable x toma valores entre 0 y 120,
consideramos la raiz 71, es decir, para hacer equitativo el trabajo el primer
trabajador debe recoger aproximadamente 35 m de cable y el segundo los
restantes 65 m.

La ley de Hooke dice que la fuerza requerida para mantener estirado o
contraido un resorte de su longitud en estado de reposo es proporcional a
la distancia que se estire o contraiga de su longitud natural.
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0

Si un resorte se extiende naturalmente sobre el eje real y se hace coincidir
uno de sus extremos con el origen del sistema, entonces la fuerza que se
requiere para estirar este extremo a una posicion x es F(x) = kx, donde £
es la constante del resorte.

F(x) =kx
0 e k = constante del resorte > 0.

Ejemplo 7.53. Considere un resorte de 10 cm de longitud. Se requieren
5 N para mantenerlo estirado hasta 15 cm. Calcule el trabajo de estirarlo de
15 cma 18 cm.

Primero, necesitamos calcular la constante del resorte:

5
SN=F()=k-x=k-006m = k=gz=100.

Entonces, nuestra funcién es F(x) = 100x. Para calcular el trabajo que se
pide, hacemos la integral
0.08

W= 100z dx = [5022]
0.05

= 50 [(0.08)% - (0.05)2] = 50[0.0064 — 0.0025]
=50 - (0.0089) = 0.195].

0.08
0.05

Ejemplo 7.54. Se requiere una fuerza de 1000 N para mantener elongado
un resorte 10 cm mads de su longitud original. Se desea calcular el trabajo
necesario para elongar el resorte 20 cm de su longitud natural.

0 0 01lm
1 0.1

Estado natural
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De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza necesaria para estirar el resorte
satisface la igualdad F(x) = k - x. Como se requieren 1000 N para estirar
0.1 m, podemos hallar la constante del resorte:

1000 = F(0.1) = k- 0.1 = k = 10000,

asi que F(x) = 10000z. El trabajo realizado estd determinado por la inte-
gral:

0,2 0,2
Trabajo = / 10000z dx = 50002%| = 5000 - (0.04) = 200 ]J.

0

0

Ahora supongamos que el resorte estd contraido 10 cm. Silo contraemos 20
cm adicionales, écudnto trabajo se debe realizar? Como tenemos la funcién
de fuerza, es suficiente cambiar los limites de integracion entre —0.3 y —0.1

-0.1

= 5000[0.01 - 0.09]

-0.1
Trabajo = / 10000z dx = 50002
- -0.3

0.3
=-5000(0.08) = -400].

Nota 7.55. Observe que en el ejemplo anterior el trabajo es negativo, esto significa
que la fuerza se aplico en la direccion negativa del sistema que escogimos. La funcion
de Fuerza F(x) = 1000x toma valores negativos en [—0.3, —0.1] y la distancia
estd determinada por el intervalo [—0.3, —0.1], es por eso que no se debe cambiar
el orden de los limites.

Si consideramos un cuerpo de masa m que se desplaza en linea recta y
cuya posicién x estd en funcién del tiempo x(t), entonces podemos definir
su velocidad v(t) = ‘Zi—f Si se aplica una fuerza F al cuerpo, esta estard dada

por

d
F=m=

dt’
Aplicando la regla de la cadena, tenemos que F = m%% =m-v- Z‘f—z Sila

fuerza estd dada en funcién de la posicién F'(x), entonces m% [v(x)]? es una
antiderivada de F, es decir, que el trabajo realizado estd determinado por la
velocidad inicial y final del cuerpo

W = /Ixf F(x)dx =m (%[U($f)2] _ %[v(xl)g]) . (7.81)

Ejemplo 7.56. Considere un resorte de 10cm dispuesto horizontalmente,
con constante de resorte 20, y un balin de 20 gr. {Cudnto se debe com-
primir el resorte junto al balin de tal forma que este salga despedido a una
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velocidad de 30 cm/s?

Llamemos ¢ a la longitud que debe ser comprimido el resorte (medida en
centimetros), la velocidad inicial del balin es nula, se desea que su velocidad
final sea 0.3m/s y su masa es 0.02 kg, luego se tiene que resolver la ecuacién

L
/ 20z dx = (0.02)%(0.3)2.
0

Resolvemos la integral del lado izquierdo en términos de ¢ y simplificamos
el lado derecho, asi obtenemos

102 = 0.0009,
entonces ¢ ~ 9.48 x 1073 m.

Otra situacion en la cual se realiza un trabajo no constante es en el bom-
beo de liquidos, siempre que se bombee por capas comenzando desde la
capa superior. La fuerza que se requiere para bombear una capa de liquido
es su peso.

Ejemplo 7.57. Considere una piscina en forma de paralelepipedo rectan-
gular, 20 m de ancho, 50 m de largo y 3.15 m de profundidad, llena de agua
(cuya densidad es 1 g/cm?®) hasta 8 m de profundidad. Se desea bombear
el agua hacia el borde de la piscina hasta que el agua alcance 1 m de alto.
{Cudnto trabajo se realiza?

En este caso, dispondremos el eje real de forma vertical haciendo coin-
cidir el origen con el borde del agua y el sentido positivo hacia lo profundo
de la piscina. Consideramos una particién regular P = {ty =0, ..., t, = 3}
del intervalo [0, 3], con At = %, y elegimos un punto t* en [t;_1, t;] pa-
racadai = 1,...,n. Entonces, la capa de agua de la franja [t;_1, t;] tiene
1000A¢ m® de volumen vy pesa (g - 10%) - (1000A¢) = g - 10°A¢ N. La dis-

e
N/m? m3
tancia que recorre esta franja es ¢ +0.15 m, entonces una aproximacién del
trabajo realizado estd dada por la suma de Riemann
n

Dt +0.15)(g - 10%)Ar.

i=1
Luego, establecemos el trabajo como la integral
2

2 X X 2
W:/ (x+0.15)(g - 10%)dz = g 10° %+0.15x]
0

0
=g23x10%]

=92.254 x 107 J.
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Ejemplo 7.58. Considere un tanque cilindrico de 15 m de altura con un
radio de 8 m. El tanque contiene agua de mar (con densidad 1.026 g/cm?)
en 4/5 partes de su volumen. Calcule el trabajo de bombear todo el liquido
hasta 2 m por encima del borde del tanque.

>
0 /—P\

15m

Yy

Primero, ubicamos un eje real vertical que pase por el centro de la tapa su-
perior del tanque, haciendo que el origen coincida con el centro. El sentido
positivo estd dado en direccién al fondo del tanque. El trabajo /#; para bom-
bear una capa que esté a una profundidad aproximada de y;, con un grosor
At, es
W;=(y; +2) g 97r(1026)At .
< o
m N

Como el tanque estd lleno 4/5 partes de su volumen (12 m de profundi-
dad), se deben bombear capas de liquido desde 3 m hasta 15 m. Enton-
ces, el trabajo realizado lo podemos hallar resolviendo la integral (g - 97 -

1026) /315(y + 2)dy, es decir que

1 15
W:g-97r-1026[§y2+2y

3
=g-9r-1026- 132
~ 87526645.94 ].

Ejercicios 7.9

1. El ancla de una embarcacién tiene 1 ton y la cadena que la sostiene
2 tons con 15 m de largo cuando se despliega completamente. Sin
considerar el rozamiento del agua, halle el trabajo realizado al recoger
el ancla cuando se ha desplegado 9 m de la cadena.
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. Siuna fuerza de 900 N comprime un resorte medio centimetro, halle
la constante del resorte. Si se aplica una fuerza de 600 N, écudntos
centimetros se comprime el resorte?.

. El trabajo realizado al comprimir un resorte 1/8 de su longitud en
estado de reposo es 7.8125 J. Si la constante del resorte es 107, halle
la longitud natural del resorte.

. Cudnto trabajo se requiere para comprimir un resorte 7 cm si este
mide 30 cm y tiene constante £ = 200000.

. Se necesitan 15 ] de trabajo para estirar un resorte de 83 a 34 cm y
25 | para estirarlo de 34 a 35 cm. {Cudl es la longitud en estado de
reposo del resorte?

. Halle el trabajo realizado al bombear agua (§ = 1 gr/cm?®) de una
piscina llena, que tiene forma de media esfera de radio » metros, hasta
el borde de la piscina.

. Considere un tanque en forma de cono truncado lleno de un liquido
con densidad § = 1.15 gr/cm?, 8 m de alto y 2 m de radio superior y
1m de radio inferior, como se muestra en la figura. Se desea bombear
el liquido 5 m por encima del borde del tanque. éCudnto trabajo se
realiza hasta bombear todo su contenido?

r‘L“\ﬁ

1m

. Un contenedor en forma de medio cilindro de 1m de didmetro y 2m

de largo estd lleno de un liquido cuya

densidad es 6 = 1.5gr/cm®. Se bom- A
bea todo el liquido hasta 3m del borde m
del tanque. {Cudnto trabajo se realiza? 1 m— /

. Una recdmara de un barco se ha inundado con agua de mar, cuya
densidad es ¢ = 1.026gr/cm?. La recdmara tiene forma de prisma,
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la base rectangular tiene 8 m de
ancho y 156m de largo, la tapa
superior tiene 16 m de ancho

y el mismo largo, la altura de

la recimara es de 6m, pero so-
lo estd inundada en 4m. {Cudn-

— o —

to trabajo debe realizarse para

evacuar el agua hasta el borde

de la recimara?

10. Una kilocaloria es una unidad de medida de energia, mds especifica-
mente, una kilocaloria (1 Cal) es la energia que se requiere para au-
mentar en un grado Celsius un kilogramo de agua; usualmente es usa-
da para dar valor energético a los alimentos. Ademds, existe una co-

rrespondencia con el trabajo mecdnico que realizamos: 1] = 2.388 x
10~ Caly 1 Cal = 4186.8 ].

a) Un futbolista patea un balén (450 gr) a una velocidad de 110km /h.
{Cuadntas kilocalorias invirtié en este trabajo?

b) Un ciclista y su bicicleta suman 82 kg de masa, el ciclista sube
una pendiente (8) del 9 %, es decir, que tan 8 = 0.09, por 7 kil6-
metros. Sin asumir el rozamiento écudntas kilocalorias consume
el ciclista para realizar este trabajo? Si el ciclista pierde 1 kg de
masa (de manera constante) durante el ejercicio, {cudntas kilo-
calorias consumio?

¢) Considere una banda eldstica para hacer ejercicio que satisface la
ley de Hooke. Sila constante de la banda es £ = 650 y el ejercicio
consiste en abrir los brazos 80 cm mads de la longitud natural de
la banda (y luego cerrarlos), calcule cudntas repeticiones debe
hacer para consumir 3 Cal.

d) Un alpinista debe recoger una cuerda de 30 my 12 kg, en cuyo
extremo hay un equipo de 17 kg. El debe realizar este trabajo
sobre una pendiente de 30 grados. Si omitimos el rozamiento,
{cudnto trabajo realiza?
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En este capitulo, cambiaremos las coordenadas cartesianas por las coorde-
nadas polares. En coordenadas cartesianas cada punto se identifica por una
pareja (x, y), donde x es la distancia (con signo) desde el punto hasta el eje
y y v es la distancia (con signo) desde el punto hasta el eje . Ahora bien, en
coordenadas polares tenemos un punto central, llamado polo, que coinci-
de con el origen, y una recta llamada eje polar, que graficamente coincide
con el eje positivo de las x. Alrededor del polo, dibujamos unos circulos
concéntricos imaginarios, de diferentes radios, lo que serfa equivalente a la
cuadricula o grilla en coordenadas cartesianas.

Dado un punto, dibujamos una
circunferencia con centro en el

polo y que pase por el punto, L\?@f e

de tal forma que identificamos I35 2
~~ )

el punto con una pareja (r, 6), Zg -

donde r es la distancia dirigida -~ L
E GIN
A N

desde el punto hasta el poloy 2= R

0 es el dngulo que se forma con B S

z S

el eje polar, que serd medido en

radianes.

N o Tyt
9% ¢ o ‘2‘55 9 v
172/19 g;% (o 2

Diremos que el dngulo es positivo si se forma en contra de las manecillas
del reloj 4 1 y serd negativo cuando se forme a favor de las manecillas del

reloj Al Las coordenadas del polo son (0, 8), donde # € R. En algu-
nos casos, deseamos que la coordenada r sea negativa, entonces para r < 0
identificamos el punto (r, ), con (-r, 8 + 7).

Ejemplo 8.1. Ubiquemos en el plano polar los puntos 4 = (1,0), B =
(2.3),C=(-8,%).D=(-2.9,E=(5,5.

o

|
NN}

C(-3, 211/3)
@
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Note que un punto puede ser representado de varias maneras dependiendo
el dngulo que se escoja. Recuerde ademds que podemos dar una o varias
vueltas completas alrededor de una circunferencia y llegar al mismo punto,
analiticamente esto se ve reflejado cuando sumamos multiplos enteros de
2. Para ser mds precisos, los puntos del ejemplo anterior también pueden
escribirse como 4 = (1,2n),C = (3,-%),D = (2, %”), por mencionar
algunos.

Existe una correspondencia entre el sistema de coordenadas cartesianas
y el de coordenadas polares, de tal forma que al eje polar le corresponde el
semieje positivo de las X y al polo le hacemos corresponder el origen. Ade-
mads, podemos pasar de unas coordenadas a otras por medio de las siguientes

expresiones:
y
P(r,0) —ax =rcos6
P(r,0) 0
y=rsenf
0 x
De polares a cartesianas
y
P(x,y) — r? = 2% +y*
y oo L@y)
e tan @ = %
x

De cartesianas a polares

En este caso, hay que tener en cuenta en qué cuadrante se encuentra el
punto, si se quiere expresar con 7 > 0 y dngulo también positivo:

arctan%, sizx >0, y>0,
6= arctan%+7r, siz <0,

arctan,y; +2x, six>0,y<0.

Por ejemplo, considere el punto con coordenadas cartesianas (—

’ 2 b
que se encuentra en el tercer cuadrante. Al usar la férmula tan 8 = %, ob-

3V8 3
9

tenemos que 6 = arctan L3, lo cual nos da F, pero este es un dngulo que se

encuentra en el primer cuadrante, asi que debemos sumar 7 para obtener
el angulo del tercer cuadrante § + 7 = %’T y asi las coordenadas polares del
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punto son (8, Z£), o si queremos r negativo (=3, %). El punto es que no bas-
ta con usar la funcién arcotangente de la calculadora, hay que pensar si el
angulo que arroja corresponde a nuestro punto, o es necesario sumar media
vuelta para cambiar de cuadrante o una vuelta para dejar el dngulo positivo.

Ejemplo 8.2. Veamos cémo pasar de cartesianas a polares y viceversa.

Polares Cartesianas

(2, 7/3) — (1, \/5)

(\/3, arctan(~2) + 271) — (1,-2)

(2, 2?”) = (2, arctan(—V8) +7T) — (=1, V3).

Ahora que conocemos las coordenadas, veamos cémo se representan las
grificas que conocemos en coordenadas cartesianas y aprendamos unas nue-
vas que solamente se consideran en polares.

1.r = a. Circunferencia con 2. 0 = b. Recta que pasa por
centro en el origen y radio a. el origen.

Note que para hacer la circunferencia completa el dngulo 6 varia de 0 a 2.
Por otra parte, en la recta, r puede tomar valores negativos y positivos.

3.7 = acos@, con a > 0, es una circunferencia con didmetro sobre el eje
polar que pasa por el origen (pero no tiene centro en el origen) y radio g.
Veamos cémo queda su ecuacién al pasar a coordenadas cartesianas:
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Z.
r=acosf
r=a coso 9
r“=arcosf
) r22x2+y2:ax
2. ] o xz—ax+y2:0
1 a? a?
2 ¢ 2
¥ =2-a+—|+y"=0+—
( 9 4) Y 4
=2 a\? o (a\2
x—=| +y°=1|=) .
( 2) Y (2)

Lo anterior muestra que el centro tiene coordenadas cartesianas (g, 0) (que
de hecho son también las coordenadas polares). Observe que a diferencia
de la primera circunferencia de esta pagina, para dibujar » = a cos 8 basta
tomar 6 € [0, x].

Para precisar un poco esta nueva forma de dibujar, tracemos la curva
r = 2cos@, representada en la sucesién de grdficas al final del pdrrafo.
Cuando 0 = 0, se tiene r = 2, asi que el circulo empieza sobre el eje po-
lar en el punto (2, 0). Si tomamos 6 = 7/6, entonces r = V3, lo que nos
deja en el punto (V3, 7/6). Cuando 6 = /4, tenemos r = V2, que co-
rresponde al punto (V2, 7/4). En la tercera gréfica hemos llegado hasta el
punto (1, 7/3). Para 8 = /2, tenemos r = 0, que coincide con el polo.
Al reemplazar 6 por 87/4, obtenemos r = —V2, lo que nos lleva al punto
(-V2, 37 /4), como se ve en la quinta grafica. Finalmente, cuando hacemos
0 = r llegamos nuevamente al punto de partida, aunque en esta ocasién sus
coordenadas aparecen como (2, 7), con lo cual completamos la circunfe-
rencia, que vemos se ha formado en el sentido contrario a las manecillas del
reloj.
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h/3
f
3r/4 /4

3n/4 2 3m/d 2

/6

0 o o 0 o @0 0 o o

La grdficade r = asen @, con a > 0, corresponde a un circulo con centro en
a T : a .z .

el punto de coordenadas polares (g, §) y radio g (didmetro sobre el eje y).

{Es posible considerar a un nimero negativoréCémo quedarian las graficas?

Las siguientes graficas se conocen como cardioides, se completan cuando
0 varia de 0 a 27. Su orientacién depende de si incluye la funcién seno o
coseno y su forma depende del valor de las constantes.

5.r=1+senf.
|

4.r =1+ cosf.

-

Z

IS - —

-/ 2

a4

r=1+cos0

v m/2 n

A

r=1+senf

La ecuacién general de una cardioide es r = a + bcos 6, o bien r = a +
b sen 0, donde las constantes a, b pueden ser positivas o negativas. La forma
especifica de cada grafica depende de la relacion entre a y b. A continuacién
mostramos las graficas de seis cardioides que incluyen la funcién coseno,
donde se han dado diferentes valores a a y b para ver los posibles resultados.
A manera de ejercicio, el lector puede cambiar coseno por seno y realizar
las respectivas graficas.
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6.7r=1+38cosH. 7.r=1+cosé. 8-7‘=1+%C089.

r=1+3cosB

9.r:1—%cos0. 10.7‘2—2+%C050. ll.rz—l—%cos&

1
| r*—l—;ms(ﬂ'

2 21 2
|

3
= —2+ Zeos
| T 2+ 5 cor 4 :

Las siguientes curvas se conocen como rosas. La ecuacion general de una
rosaesr = a cos(nf) or = asen(nd), conn un entero positivo. La amplitud
de un pétalo es |a|, entendiendo amplitud como la distancia desde el origen
hasta el punto mads lejano, y el nimero de pétalos depende de la paridad de
n: sin es impar, la rosa tiene n pétalos; y si n es par, la rosa tiene 2n pétalos,
como se ve en las graficas a continuacion.

12. r = 2sen(20). 13.r = 2sen(30).
3 3
0
-3 -2 0 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
r=2sen(30)
> r=2sen(20) -

El inicio de la rosa estd determinado por la funcién que incluye: seno o
coseno. En el ejemplo 14 (ver grifica en la pdgina siguiente), donde r =
2 cos(46), cuando 8 = 0, tenemos que r vale 2, lo que indica que la ro-
sa empieza sobre el eje polar, en el punto de coordenadas polares (2, 0).
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Mientras que en el ejemplo 15, donde r = 2sen(46), cuando 6 = 0, tene-
mos r = 0, asi que la rosa se empieza a formar en el origen.

14. r = 2 cos(49). 15.r = 2sen(40).

r=2cos(40)
r=2sen(40)

Es importante mencionar que los pétalos se forman uno a uno en cierta di-
reccién, para ser mds precisos, en la rosa r = 2 sen(26), que tiene 4 pétalos,
el primer medio pétalo se forma en el primer cuadrante, para recorrerlo es
necesario que 6 vaya de 0 a 7, la segunda mitad del primer pétalo se for-
ma cuando 6 recorre el intervalo [, §]. En la grifica, se han dispuesto los
numeros de 1 a 8 para indicar el orden en que se forma cada medio pétalo,
teniendo como punto de partida el polo.

72- 2 r=2sen(20)

Esto es fécil de ver si notamos que la punta del primer pétalo se logra cuando
la funcién sen(26) toma su maximo valor, asi que resolvemos la ecuacién
sen(20) = 1, que tiene como solucién 6 = 7, asi que 7 es el punto del
primer cuadrante donde se alcanza el maximo. Cuando 6 = §, tenemos
que r = 0, esto es, pasa por el polo. Cuando 6 = ?jT”, tenemos que r =
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2 sen(QST”) =2 sen(%’r) = —2, grdficamente se marca el punto (-2, ST”) en
el cuarto cuadrante, lo que confirma la direccién en la que se forma la rosa.

16. Rosa de ocho pétalos. Al graficar la rosa r = 2sen(46), vemos que
cuando 6 varia de 0 a § se forma el medio pétalo marcado con 1, de g a §
se forma el medio pétalo marcado con 2, y asi sucesivamente.

1
6(\52 : r=2sen(40)
K
“ Y
1.,
‘ 2% — -
-2 °19
R FeO
R B ¥
3f H 103., K 7 38 S %
i 5 i 5l i S s ha
(O 4 (LI
2] “2r=2sen(46) 2 {r=2sen(48)

17. Lemniscata. Esta figura se asemeja al simbolo del infinito oo y se

puede definir formalmente como el lugar
geométrico de todos los puntos del plano ta- 2

r? = 2a% cos(26)

les que el producto de sus distancias a dos :

puntos fijos llamados focos es constante. En
coordenadas cartesianas tendriamos la rela- 1
cion (22 +y%)? = 2a? (2% —y?), mientras que 2

en coordenadas polares es 72 = 242 cos(26).

18. La espiral de Arquimedes es llamada
asi en honor al célebre matemadtico griego
Arquimedes (s.III a.C.). Su ecuacién mads
simple es r = 0, como la que se muestra en
la grdfica de la derecha, donde 0 varia de 0 a
27, asi que inicia en el polo y termina en el

punto (27, 27), pero puede ser infinita.

Se puede hacer modificaciones a la espiral, de
tal forma que su ecuacién sear = a +b6, donde

m a marca el inicio de la espiral y b la separacion

entre cada giro. En la grifica de la izquierda se

muestra la espiral de ecuacién polar r = 3+ 26,

vemos que su punto inicial es (8, 0) y cuando
0=2m,resb+4nr.
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19. La espiral logaritmica r = ab?,

donde ¢ indica el tamarfio de la espi- »
ral y b controla que tan fuerte estd en- ©
rollada y hacia que direccién. Cuan- £

do despejamos 6, obtenemos 6 =
log,(r/a), delo cual se deriva su nom-
bre. La espiral logartimica puede en-

contrarse en la naturaleza de diversas

formas:

La primera imagen corresponde a la galaxia Bode (M81), cuya fotografia fue
tomada por el telescopio espacial Spitzer, en ella se puede observar polvo
interestelar siguiendo aproximadamente una espiral logaritmica. La segun-
da imagen corresponde al ciclén Catarina en el Atlantico sur, visto desde la
Estacién Espacial Internacional. En la tercera imagen, tenemos un corte de
la concha de un nautilus, donde se aprecian las cimaras formando aproxi-

madamente una espiral logaritmica.!

1. Conicas en polares

Empecemos esta seccién diciendo que una recta vertical que en cartesia-
nas tiene ecuacion x = p se puede escribir en coordenadas polares como
rcos@ = p, o equivalentemente r = psec . De manera andloga, una rec-
ta horizontal que en cartesianas se representa por y = ¢, en polares queda
rsend = g, o mejor r = g csc §. Veamos cémo son las ecuaciones de algu-
nas cénicas en polares, para facilitar la deduccién de las mismas se pondrd
siempre un foco en el polo.

La forma usual de definir la pardbola es pensando en una recta fija llama-
da directriz y un punto fijo llamado foco, que pondremos en el polo. Mads
precisamente, una parabola es el lugar geométrico de todos los puntos del

VEspiral logaritmica. Wikipedia. Recuperado el 7 de diciembre de 2017 de
https:/es.wikipedia.org/wiki/Espiral _logar %C3 %ADtmica
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plano que equidistan de la directriz y del foco. En este sentido, de acuer-
do con la grdfica y suponiendo que la recta directriz pasa por el punto de
coordenadas polares (d, §), con d > 0, podemos deducir la ecuacién de la
siguiente forma

d(A,C)=d(A4, B) ’
d—rsenf =r A
d ~

" l+senf’ ‘

Concluimos que la ecuacién de la pardbola con recta directriz paralela al eje
polar, que pasa por el punto (d, ), cond > 0,y que tiene foco en el polo, es

r = —L . De manera similar, podemos ver que la ecuacion de la pardbola
1+sen @

con foco en el polo, cuya recta directriz es perpendicular al eje polar y pasa

por el punto (d: ﬂ'): cond > 0,esr= I-cos*

Por otra parte, dado un punto sobre la cénica, se define la excentricidad?
como la razén entre dos valores: la distancia desde el punto al foco y la
distancia del punto a la directriz. Asi que otra forma de deducir la ecuacién
es escribiendo

_d(4,B)
=AU, 0)

de modo que en este caso de la grafica tenemos e = —=

d-rsenf”
que en una pardbola la excentricidad es e = 1 (puesto que las dos distancias

Como sabemos

son iguales), la ecuacion se transforma en

|- r
T d-rsenf’

que es equivalente a la dada previamente.

Ejemplo 8.3. La ecuacion de la pardbola con directriz r = 4 csc 6 y con un
4

foco en el polo tiene ecuacién r = ——.
l+sen 6

1
1—-cos 6
el foco en el polo y recta directriz perpendicular al eje polar que pasa por el

Ejemplo 8.4. La ecuaciénr = corresponde a una pardbola que tiene
punto (1, ), esto es, con ecuacion r = — sec 8. En este caso, la distancia en-
tre el foco y la directriz es 1, lo que implica que el vértice tiene coordenadas
1
( 9> ﬂ-) .
21 a excentricidad es un niimero que determina el grado de desviacién de una cénica con

respecto a una circunferencia. En un pardbola e = 1, si la conica es una elipse, tenemos que
0 < e < 1; para una hipérbola, e > 1; para la circunferencia, e = 0.
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2 .
Treos Tepresenta una pardbola que abre a la

izquierda, con vértice en (1, 0), foco en el polo y directriz r = 2 sec 6.

Ejemplo 8.5. La ecuaciénr =

Teniendo a la mano el concepto de excentricidad resulta mds eficiente
definir la elipse y la hipérbola a través de esta, recordando que si la excen-
tricidad es un valor entre 0 y 1, se trata de una elipse, y en el caso en que
e > 1, se tiene una hipérbola.

Para deducir la ecuacién polar de una elipse basta con recordar que por
cada foco tenemos asociada una recta directriz, que es paralela el semieje
menor y tal que el vértice mds cercano a dicho foco se encuentra exacta-
mente en el punto medio entre la directriz y el foco, como lo muestra la
siguiente figura.

_ A4, k) .
Entonces, e = 100 de hecho, en

algunos libros se da como defini-
A

cion: una elipse es el lugar geomé- c .
trico de todos los puntos del plano ta- a \

|
rcostl IE

les que el cociente entre sus distancias p -
a un punto fijo (llamado foco) y a una direcrrz )
recta fija (la directriz) es constante, tal

cociente coincide con el valor de la

excentricidad.

Esta definicién simplifica notablemente los cdlculos en coordenadas polares,
pues d(A, F1) = r. Si llamamos d a la distancia del foco F; (polo) a la recta
directriz, entonces tenemos que d(A4, C) = d + r cos 6. En consecuencia, la
ecuacion de la elipse con un foco en el polo y recta directriz perpendicular
al eje polar es

-
6= ———
d+7cosb
0 mejor
ed
r= ——0m—m—.
1—-ecosb

. . . 6
Ejemplo 8.6. Verifiquemos que la ecuacgon polar r = g—— corresponde a

—2—. Note que la excentricidad es
I-5 cos@

una elipse. Para ello, escribamos r =

e= % < 1, lo cual indica que en efecto es una elipse con un foco en el polo
y, ademds, d = 6.
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Si queremos mds informacién .

acerca de ella, es necesario recor- diretriz
)

r=—
cosf

dar que en coordenadas cartesia-
nas el eje mayor mide 2a, el eje
menor mide 2b y la distancia del

centro al foco estd dada por ¢, don-
de se satisface la relacion ¢ = b2 +

¢?, ademds la excentricidad se pue-

de medir como e = 2.
Como hemos llamado d la distancia del foco a la directriz, entonces tenemos
que d = 2(a — ¢) y, como % =e = £, concluimos que a = 6yc=3.Enla
grafica estdn marcados el centro, los focos y una directriz; los vértices tienen

coordenadas polares (3, 7) y (9, 0).

Aprovechemos nuevamente el concepto de excentricidad y veamos aho-
ra cémo quedaria la ecuacién de una hipérbola con un foco en el polo. La
hipérbola corresponde a todos los puntos del plano tales que el cociente en-
tre la distancia del punto a un foco y la distancia del punto a la directriz
correspondiente es una constante que coincide con la excentricidad.

Entonces, e = Cfl(é’i?)). Si llamamos d
a la distancia del foco a la recta direc- o /
triz, tenemos d(A, C) = d +rcos 8 vy, w
|
asi, -
i
r Fl. 2 |
e=-"—"-, = rcosf
d+rcosf
o meJOr directriz
ed
r=——.
1-ecos6
En conclusién, la ecuacién de la hipérbola que tiene directriz perpendicular
. . _ ed . - .
al eje polar y con un foco en el polo es r = ;=""—5; mientras que si la
. . ) . . Tecos)
directriz es paralela al eje polar, la ecuacién es r = =% —.

Ejemplo 8.7. Para determinar qué cénica representa la ecuacién polar r =

25

T, dividimos por 4 numerador y denominador, de tal forma que nos

25 5

—1L—. D i im =32 > 1 r lo tan
T send e aqui deducimos que e = 3 y, por lo tanto,

queda r =
corresponde a una hipérbola. Ademas, tenemos que ed = 24—5, luego d = 5.
Como la distancia del foco al vértice es ¢ — a, pero también es %, igualando
y usando la relacién e = £ = f‘p obtenemos ¢ = 10y ¢ = 22—5 De la relacion

¢? = a2 + b2, obtenemos b = 12—5 Con estos datos, podemos ubicar el centro
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C (%, %), los vértices V7 (%, g) y Vo (%, %), y los focos Fi en el polo y
Fy (25, %) Las ecuaciones de las directrices asi como las de las asintotas
son mads sencillas si se expresan en cartesianas: las directrices son y = 5,
y = 20 y las asintotas y — %—5 = i%x. La grdfica se deja como ejercicio.

Una sencilla pregunta que seguro el lector ya se hizo es écudndo aparece +y
cudndo aparece — en el denominador? Mds concretamente, cuando dedujimos la
ecuacion de la hipérbola escribimos r = ed /(1 —e sen 6), pero el ejemplo era
de la formar = ed/(1 + e sen 0), {qué indica el signo? Para responder a esta
pregunta, es suficiente que trace la grafica del ejemplo anterior y también
der = 25/(4 — 5sen @) icudl es la diferencia? iLa eleccién del foco que va
en el origen!

Nota 8.8. Por dltimo, observe que hemos dispuesto todas las conicas de tal forma
que un foco coincida con el polo, esto se hace para facilitar la tarea de deducir la
ecuacion, pues la distancia de un punio al foco serd r. Si no se pone el polo en un
Joco, las ecuaciones no son tan fdciles de deducir, pero en esencia es la misma idea.

2. Simetria en coordenadas polares

A continuacién mencionamos las reglas de simetria para bosquejar curvas
en coordenadas polares.

1. La grafica es simétrica con respecto al eje polar (eje x) si alguna de las
siguientes condiciones se cumple

& se reemplaza 0 por -0,

& se remplaza 6 por m — 0 y r por —r,
y la expresion no se altera.

2. La grdfica es simétrica con respecto a la recta § = 7/2 (eje y) si alguna
de las siguientes condiciones se cumple

& se reemplaza 6 por  — 0,

& se remplaza 6 por —6 y r por —r,
y la expresién no se altera.

3. La grafica es simétrica con respecto al polo si alguna de las siguientes
condiciones se cumple

& se reemplaza r por —r,
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& se remplaza 0 por 7 + 0,

y la expresion no se altera. Recuerde que esta simetria se puede pensar
de la siguiente manera: si la grdfica se gira 180°, esa nueva grdfica coincide
con la inicial.

Ejemplo 8.9. Consideremos la curva r = cos(36), que corresponde a una

rosa de tres pétalos, y analicemos los numerales anteriores.

1. Cambiemos 6 por —f y veamos si analiticamente obtenemos la mis-

ma expresion. Esto es, r = cos(—=368) = cos(30), por ser coseno una
funcién par, lo que significa que su grafica es simétrica con respecto
al eje polar.

. Al cambiar 6 por © — 0, la expresién queda r = cos(3(xr — 0)) =

cos(38r — 30) = cos(3m) cos(30) — sen(8x) sen(30) = — cos(30), la
cual no coincide con la expresién original.

Verificamos la segunda condicién, es decir, cambiamos 6 por =0 y r
por —r para obtener —r = cos(—36) = cos(38), que no es igual a la
expresion que nos dieron. Esto indica que la grifica definitivamente

no es simétrica con respecto a la recta = g-

. Cambiamos r por —r, con lo cual obtenemos una expresion que no es

equivalente a la inicial, esto es, —r = cos(36). Todavia no podemos
decir que la grdfica no es simétrica con respecto al polo, falta verifi-
car la segunda condicién, pero al cambiar § por 7 + 6 obtenemos r =
cos(3(m +60)) = cos(3m +30) = cos(3m) cos(30) —sen(3x) sen(36) =
— cos(30), que difiere de la original. Luego, no es simétrica con res-
pecto al origen. Note que de hecho ninguna rosa de un mimero impar
de pétalos puede ser simétrica con respecto al origen.

En este punto el lector ya debe haber notado que hay que tener un cuida-

do especial cuando se trabaja con coordenadas polares, la razén: un pun-

to tiene mds de una representacion en coordenadas polares. Para precisar esta

idea, consideremos la curva r = sen(26). En una primera inspeccion, el

punto (1, =7) no pertenece a la curva, puesto que no satisface la ecuacién

I # sen(2(7")) = —1, pero al mirar con mds detenimiento, podemos ob-

servar que el mismo punto tiene otra representacion, a saber, (-1, %T”), que

si satisface la ecuacién, pues —1 = sen(2(?§T")).
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3. Interseccion de curvas en polares

Con el fin de prepararnos para la siguiente seccién, donde hallaremos drea
entre curvas, vamos a mostrar un par de ejemplos de cémo hallar puntos de
interseccién entre curvas. Nuevamente, es muy importante tener en cuenta

que un punto puede tener mds de una representacion.

Consideremos las circunferencias r = cos 8 y r = sen 6 que se muestran
en la grifica.

r=2snf
1 ,
r = 2cost
sz o\ w2 T n
-1
-2
Para hallar el punto de corte, se procede de la cos = send
. , r
misma manera que en coordenadas cartesia- 6=",
4

nas, esto es, igualando las expresiones para r:

que coincide con lo que podemos apreciar en la grifica, sin embargo, parece
que ellas también se cortan en el polo, es facil ver que la circunferencia
r = sen @ pasa por el (0, 0). Sin embargo, el punto (0, 0) no satisface la
ecuacion r = cos 6, esto no significa que la gréfica no pasa por el polo, pues
hay que recordar que el polo tiene coordenadas (0, 8), donde 6 es cualquier
angulo, basta verificar que si § = 7, entonces r = 0. En resumen, los dos

puntos de corte son (V2, 7/4) y el polo.

Veamos ahora cudles son los puntos de corte entre la circunferencia r =
2cosf ylarosar =2cos(30).
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r = 2cos(36) 21

r -/ 2

Igualando las expresiones, tenemos

2cos 6 = 2cos(30)
cos 0 = cos(26) cos 8 — sen(260) sen 6
cos 0 = [cos® O — sen? 0] cos @ — 2 sen @ cos O sen 6
0 = cosO[cos® 0 —sen? @ — 2sen? 6 — 1]

0 = cosO[cos? O —3sen 6 — 1],

entonces cosf = 0 0 cos?6 — 3sen?0 — 1 = 0. De la primera igualdad,
concluimos que 6 = § y confirmamos que las dos curvas pasan por el punto
(0, §), que se marca en la grdfica con la letra B. Para la segunda igualdad,
tenemos

cos20 —8sen?9-1=0
1 -sen?6 —8sen?6—1=0
—4sen?6 =0

send =0,

cuyas soluciones son 8 = 0, kxr, con k € Z. Verificamos que cuando 6 = 0
tanto la circunferencia como la rosa pasan por el punto C de coordenadas
(2,0).

Es posible que el estudiante haya visualizado los puntos de forma in-
mediata después de ver las grificas, de hecho, no es dificil probar que ellos
pertenecen a las dos curvas, sin embargo, para eso se hace necesario tener
las dos grificas (lo cual es altamente recomendable cuando se trabaja en po-
lares). Hemos incluido aqui todo el procedimiento a manera de ejemplo.
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Ejercicios 8.3

1. Localice los siguientes puntos en el plano polar y dé otra representa-
cién para cadauno de ellos: (1, 0), (1, §), (2, ), (3,-%), (-3,-7),
(2’ 5_ﬂ), (\/51 3_7T)7 (_17 _5\%): (0’ ;E)’ (_27 %)

2. Escriba las coordenadas rectangulares de cada uno de los puntos del
numeral anterior.

3. Escriba los siguientes puntos en coordenadas polares: (1, 0), (0, 1),
(0,0),(V2,V3), (-1,-1), (-1,-2), (B, ), (-1,-V8), (-1,8),
(2V2, -2v2).

4. Realice las siguientes graficas en el plano polar. Verifique primero las

simetrias.

a) r=-3senf. i)r=2+%sen9.
b) r? =4 cos(20). ) r=2.

c) r = 3cos(30). k) r= 1—%c050.
d) r=2—-sen8. ) r =4 cos(20).
e) 0 =-%. m) r=2send.

f) r=>5cosH. n) rz%sen(ﬁ@).
g) r=1+4send. a) r=20.

h) r=2+2senb. 0) r=2+36.

5. Encuentre todos los puntos de interseccién entre las siguientes parejas
de curvas.
a) r=2yr=3cos(209).
by r=2cos8yr=2cos(20).
¢) @ =Fyr=1+send.
d)r=1+senfyr=1+cos8.
e) r=1+4cos0yr=2cos(20).
) r=2sen(20) yr = 2cos(20).
6. Encuentre la ecuacién polar del conjunto de todos los puntos del plano

cuya distancia al polo y a la recta perpendicular al eje polar que pasa
por (3, 0) es constante.
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7.

10.

Coordenadas polares

Encuentre una expresion para el lugar geométrico de todos los puntos
del plano que equidistan del polo y de la recta paralela al eje polar que
pasa por (5, 7).

Determine qué cénica representa cada una de las siguientes ecuacio-
nes polares y haga un bosquejo de la grifica identificando los elemen-
tos correspondientes.

_ 4 _ 5
Cl) 7= 3 9cos0" C) "= Thene-
_ 6 __ 5
b) 7= 3 5seno" d) 7= 5 3seno"

. Use un programa para graficar las siguientes curvas y compdrelas con

las del ejercicio anterior. {Qué puede concluir?

€) r=—_

_ 4
a) r= 3—2cos(0-5)° Tsend”

b) r= a0 d) r= =i

3+5sen(0+7) " 5+3sen(0+%)

.. . 2 2
Demuestre que la ecuacién polar de la elipse 45 + i—z =1les
9 _ _ b
r= 1-e2cos? 0"

4. Area en coordenadas polares

Para hallar el drea de una regién acotada por varias curvas, en coordenadas

cartesianas, usamos como unidad de medida el drea de un rectingulo. Re-
cuerde que hicimos una particién sobre el eje x, con la cual formamos los
rectangulo de ancho Az, y luego hallamos las alturas de dichos rectingu-

los usando la o las funciones dadas. Finalmente, sumamos todas las dreas y

llevando el proceso al limite obtuvimos una integral para el drea.

En este caso, haremos algo semejante, pero ahora nuestra unidad de me-

dida serd un sector circular, como en la figura.

/ , o Area circulo = 772,

| 0 \ Area sector < = % 6r2.
J \

| |

\ ]

\\\ //
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Esta vez haremos la particién sobre el intervalo [, B] e integraremos sobre
0, es decir, consideraremos P = {a = 0, 01, ..., 0, = B}, que determina
n sectores circulares, cada uno con dngulo A9; =0, — 0,1, i=1,...,n
y escogeremos un punto dentro del i—ésimo sub-intervalo 67 € [6;_1, 6;],
ademds supondremos que la particién es regular para simplificar los calcu-
los. Si la funcién que describe la curva estda dada por r = f(6), entonces

< s gl 1 *
drea i-ésimo sector = g [f (6! )12 - A6;.

Bz a

. . 2
Sumando todas las dreas, obtenemos que el drea es = 37 | % [f(@l*)] AB;;

llevando el proceso al limite cuando n — oo, obtenemos

B S| 9 a4 A1 g

Para hallar el drea acotada por dos curvas, como lo muestra la figura,

r=/(0)

hacemos la integral

B . ¢
A = 7 G170 - o)) do.

Ejemplo 8.10. Area encerrada por la cardioide 7 = 8(1+cos ). De acuerdo
con la informacién proveniente de la grdfica, esta es simétrica con respecto
al eje polar, pues si cambiamos 6 por —0, la expresién no se altera. Luego,
es suficiente integrar de 0 a 7 y multiplicar por 2.
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A:Q/ %[3(1+c0s9)]2d9
; |

r=3(1+cos6)

=9/ (1+2cos@ +cos? 6)do
0

=9 0+2ser10+l 9+sen(29) 2

2 2 0 ‘

=9 §67+256n0+ sen(26) = 27”. 7
2 4 0 2

Ejemplo 8.11. Cdlculo del drea de un pétalo de r = 2 sen(26). De acuerdo
con la grafica, calculamos el drea de medio pétalo integrando de 0 a 7§ y
multiplicamos por 2.

3 11 9
A=2 5[2 sen(20)]“d6
s 0
2 =7 T,
=4/ sen”(20)do
H r = 2sin(26) 0.
: :4/4 l—cos(46)d9
/2 0 w2 P 0 2 ”
T
N _g9 [0 ~ sen(46)]
4 0
_2 —

No|

Ejemplo 8.12. Cilculo del drea de la espiral » = V8, cuando 6 € [0, 2x].

Ejemplo 8.13. Encuentre el drea dentro de la rosa r = 2 cos(260) y fuera
de la circunferencia r = 1. Comenzamos hallando los puntos de corte entre
las dos curvas:
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2cos(20) =1

r = 2 cos(26) 1

- —t cos(20) = 3
b

20 = —

3

o T
=5

Note que el punto de coordenadas (1, §) es el primer punto donde se cortan
las dos figuras, de hecho, es el tinico que necesitamos, pues de acuerdo con

la figura es suficiente integrar de 0 a § y multiplicar por 8 para obtener el
drea total.

A= 8/ 1 [(2cos(20))? - 12]do

l\D

2 -—
4‘/0 [4 cos®(20) — 1]d6

WIEERE

=4 [1+2cos(40)]d6
0

_ [ Sen<49>]o 4(£+ﬁ)=2_”+vg.

6 4 3

Ejemplo 8.14. Si ahora queremos hallar el drea de la interseccién entre las
dos regiones, hay que separar la integral en dos partes, pues entre 0 y ¢ la
tnica curva que rodea la regién es r = 1, mientras que de § a 7 la regién
estd bordeada por la rosa r = 2 cos(26).

A:S(/G 1 12d0+/4 l[2cos.(29)]2d¢9)
) . 2

R T 1+ cos(46)
_4(6+4/% 9 d6)

2r sen(40) %_ 4r
+8[9+ 1 L_?—
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Ahora bien, después de realizar los dos ejemplos previos, podemos inferir
cudl es el drea de la regién encerrada por la rosa r = 2 cos(26) sumando
los dos resultados. Dicho de otra forma, si se conoce el valor del drea de
la region encerrada por la rosa y se ha resuelto uno de los dos ejemplos
previos, es posible resolver el otro haciendo la diferencia.

5. Longitud de arco

Cuando se parametriza una curva en coordenadas rectangulares x = f(¢),
y = g(t), sulongitud de arco para ¢ € [a, b] estd dada por

/ o1+ g0

Ahora bien, una curva en coordenadas polares estd en forma paramétrica,

donde el pardametro es el dngulo 8,z =rcos@ yy =rsend. Comor = f(0),
esto significa que la curva polar se puede concebir como una parametriza-
cién de una curva en coordenadas rectangulares, entonces

J(B)=rp
x(0) = f(0) cos € r=/(0)
¥(0) = f(6)sen 6
QE[CY,ﬁ]. ﬁ f(a'):ra/
N @

\
4

Luego, la longitud de la curva estd dada por

Cambiando a polares, tenemos

de _df
70 =10 cosf — () senf

(jl_z) = (%) cos? 6 — Qf(H)% send cos 6 + [£(6)]” sen? 6,

mientras que

dy _df
10" %sen9+f(9)c050

9 p)
(Z_Z) = (fl_tf;) sen” 6§ + 2f(9)% sen 6 cos 6 + [][(9)]2 cos” 6,
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entonces

(2o () = () o

Al sustituir esta expresion en la integral de longitud de arco, tenemos

A 2
- / JU 012 + 1£(0)12 do.

Ejemplo 8.15. Encuentre la longitud de la cardioide » = 1 + sen 6.

, Tenemos

f(0)=1+send

L A /'(0) = cos @
T /2 |0 m/2 m 9 0
I r=1+send [/(0)]"=1+2senf +sen” 0
|
- [/(6))% = cos® 6.

Note que si 6 varfa entre 0 y g, obtenemos la parte de la cardioide que se
encuentra en el primer cuadrante. Asi que si queremos hallar la mitad de
la longitud de la curva y multiplicar por 2, debemos tener mucho cuidado.
Como queremos la parte derecha de la curva, debemos integrar bien sea de

—g a g 6 bien de § a <f y multiplicar por 2, o simplemente integrar de 0 a
27. Entonces,

Ve
L= \/1+25€n0+sen20+c0520d6
0

2Qr 2r
= V2 +2sen 0 do = V2 V1 + sen 6d6.
0

0

La integral es mds sencilla si usamos la identidad sen® = sen (2 - %) =
2 sen (g) cos (%) .

an 0 0 4 0
_ 92 Neos (2] 4 co2 (2
L_\/§‘/0 \/sen (2)+2561’1(2)LOS(2)+QOS (2)d9
2

8 [ {3) oo

1ol ol
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Ejemplo 8.16. Plantee una integral para calcular la longitud de la curva
determinada por r = cos? (%)

10.
11.

12.

2n 9 0 0\ 112
= 41 — e b
L /0 \/COS (2)+ 2cos(2)sen(2) 2] de.

Ejercicios 8.5

. Calcule el drea fuera de r = % y dentro de la rosa r = cos 20.

Encuentre el drea encerrada por la cardioide » = 1 + sen 6.

Encuentre el drea encerrada por la lemniscata 72 = 8 cos(26).

. Encuentre el drea encerrada por » = 1 + 3 cos 0, pero fuera del lazo

interior.

. . _ [§)
Encuentre el drea de la elipse 7 = g——.

. Encuentre el drea de interseccion entre las curvas r = 3senf y r =

3 cosh.

Encuentre el drea dentro de r = 2 cos 8 y fuera de r = 2 cos(390).
Encuentre el drea comprendida entre r = 2 cos(20) y r = 2sen(20).
Encuentre la longitud de la espiral » = V8 cuando 6 € [0, 27].
Encuentre la longitud de la espiral » = 8 cuando 8 € [0, 2x].
Encuentre la longitud de la lemniscata 2 = 8 cos(26).

Encuentre la longitud de la curva » = 3 sen(46) cuando 6 € [0, 2r].
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Dedicamos este capitulo al estudio de las sucesiones y series de nimeros
reales, temas que son de gran importancia en cursos de andlisis matemdtico,
ecuaciones diferenciales, variable compleja y andlisis funcional, por mencio-
nar algunos. Su importancia radica en que es posible aproximar cierto tipo
de funciones usando series, lo que hace que los cdlculos sean manejables
y muy acertados, a pesar de ser aproximaciones. Sus aplicaciones incluyen
programacioén de calculadoras, integracién aproximada y series de Taylor,
entre otras. En telecomunicaciones y procesamiento de sefiales son muy
usadas las series de Fourier, y en estadistica existe una rama conocida como
series de tiempo, por mencionar algunas.

1. Sucesiones

Una sucesion real es una funcién del conjunto de nimeros naturales en los
reales

f:N—R
i— f(i) = a,

pero es usual escribir el rango de la funcién en forma ordenada, es decir, que
sif =40, f(0)), (1, f(1),..., (1, f({)),...}, presentamos la sucesién en
la forma ag, a1, a9, ag, . . ., o de manera breve {a; };en; en ocasiones la de-
notamos por {a,}, y se entiende que n es un natural, aunque a veces es
mejor indicar si empieza en 0 o en 1.

Ejemplo 9.1.

(@ 1,2,38,4,5,6,... es la sucesion de los primeros enteros positivos, en
este caso, el término n-ésimoes a, =nparan=1,2,3, ...

(b) La sucesién de los primeros cuadrados (de nimeros enteros) es 1, 4, 9,
16, 25, 36,49, ..., en este caso, a, = n* paran > 1.

(c) Otras sucesiones tienen nombre de un matemadtico famoso, debido a la
persona que trabajé con ellas por primera vez, por ejemplo, 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, ... se conoce como la sucesion de Fibonacci y estd dada por la regla

apy=1, a1 =1, a1 =a, +a,_1, n> 1.

Note que para conocer el término a;g7 es necesario conocer @186 y @185, lo
que hace necesario escribir todos los términos de la sucesién. A este tipo de
sucesiones se les conoce como recurrentes, en el sentido en que no es posible
escribir una férmula para a, que no implique conocer uno o varios de los
elementos anteriores.
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(d) Los nimeros de Catalan! son 1,2, 5, 14, 42, 132, 429, . .. estan dados
por la férmula
(2n)!
h= > 1.
M=+l "

Esta sucesion es de interés en combinatoria, pues aparece en diversos pro-
blemas de conteo, uno de ellos es el siguiente: ag := 1 y a, se define como
la cantidad de formas en que se puede dividir un (n + 3)-dgono regular
convexo en tridngulos trazando diagonales que no se corten.

(e) Una sucesion que aparece con frecuencia en los cursos de cdlculo es 1, 0,
-1,0,1,0,-1,0,1, 0, -1, ..., que puede escribirse como {a, },>0, donde

1, si n =4k,
a, =10, si n=4k+16n=4k+3,
-1, si n=4k+2.

Una forma mds compacta de escribir el término n-ésimo puede ser a, =
cos (%), paran > 0, o si se prefiere a, = sen (%), pero estavezn > 1.

(f) Otra sucesion que aparece con frecuencia es 1, %, %, i, %, %, %, ..., que
se escribe
1
a, = —, n>1.
n
(g) La sucesién 1,-1,1,-1,1, -1, ..., puede escribirse como a, = (-1)"

paran > 0. Trate de escribirla de dos maneras diferentes.

(h) Por dltimo, podemos considerar la sucesién de nimeros 1, 1.4, 1.41,
1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213, 1.4142132, ..., donde el i-ésimo
término es el nimero racional cuyas primeras ¢ cifras decimales coinciden
con las correspondientes de la expansion decimal de V2.

Definicién 9.2. Se dice que la sucesion {a, },en converge hacia L vy se escribe
lim a, =L
n—>oo

st para todo € > 0 existe N € N tal que

la, — L| < € siempre quen > N,

el miimero L se conoce como el limite de la sucesion. Si la sucesion no converge,
se dice que diverge. Si para todo M € R existe N € N tal que

M < a, siempre que n > N,

1 Eugene Carles Catalan (1814-1894).
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diremos que la sucesion diverge a +oo, es decir, que crece tanto como se quiera.
Andlogamente, se puede determinar que diverge a —co (escribalo como ejercicio).
Si la sucesion diverge pero no lo hace ni a +o0 ni a —oo, decimos que la sucesion es
oscilante.

Figura 9.1: en la grifica de la izquierda tenemos la sucesion a, = n?, con n
variando desde 1 hasta 20, esto es, los primeros 20 cuadrados de nimeros
naturales. En la de la derecha, la sucesién b, = 200/n para n = 1 hasta

n = 20.
En la figura 9.1 la sucesion de la izquierda diverge a 400, mientras que la

de la derecha parece convergente, aunque para afirmarlo necesitamos cal-
cular el limite, pero alli solo se han dibujado los 20 primeros términos.

LA SECE TSN SO ST TS ST S

Figura 9.2: en la grafica de la izquierda tenemos la sucesién a, = 1/n, con
n variando desde 1 hasta 20, parece que converge a cero, sin embargo, lo
probaremos en el siguiente ejemplo. En la derecha, la sucesién b, = (—=1)"
para n = 1 hasta n = 20, la cual diverge de forma oscilante.

A continuacién mostramos c6mo comprobar que una sucesién converge
utilizando la definicion.

Ejemplo 9.3. La sucesion {%}nzl converge a cero, pues

lim l =0.

n—oo 1
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En efecto, dado € > 0, por la propiedad Arquimediana de los nimeros
1

reales, existe N € N tal que N - € > 1. Entonces, 0 < § < €, es decir, para
n >N,

So0l=-<—<e
" n<N<E

1 ‘ 1

Ejemplo 9.4. La sucesién constante {k},, donde todos los términos son
iguales a k, converge a k. Ya que para cualquier € > 0 todos los términos de
la sucesion satisfacen |a, — k| < €.

Se puede inducir una sucesién de nimeros reales a partir de una funcién
de una variable real f : R — R restringiendo su dominio a los naturales,
es decir, {q;};en donde a; = f (7). Entonces, que 7}i_r)lgof(ac) = L significa que
para todo € > 0 existe R € R tal que x > R irﬁplica que |f(x) = L| < €
para dicho R, existe un entero positivo N > R y, en particular, para cada
entero positivo n > N, se tiene que |f(n) — L| < €. Entonces, concluimos
lo siguiente.

Proposicién 9.5. Sea f : R — R una funcion. Si lim f(x) = L, entonces

lim a, = L, donde a,, = f(n) paran € N,

n—>o0
El reciproco no se cumple. {Por qué? {Puede dar un ejemplo?

Ejemplo 9.6. Considere la sucesion {hll@} v Para estudiar su compor-
nx

In(x)

tamiento, analizamos la funcién de valor real f(x) = —= parax > 1.

Aplicando la regla de I'Hopital a /, tenemos que

In(n)

n

Concluimos que lim,_,q = 0. Esto quiere decir que la sucesién con-

verge a cero.

Determinar la convergencia utilizando la definicién puede, en ocasio-
nes, ser bastante engorroso, por eso listamos las siguientes propiedades que
permiten calcular limites de sucesiones usando sucesiones convergentes co-
nocidas.

Proposicion 9.7. Si lim a, = Ly lim b, = S (esto es, los dos limites existen y
n—oo

n—o0

son finitos), entonces

(@) lim a, +b, = L +S, esto es, si dos sucesiones son convergentes, su suma
n—oo

tambien lo serd.
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(@) lim ca, = cL, esto es, si {ay }, converge, entonces {cay }, también converge,
n—oo
cualquiera sea c. élncluso c = 02

(@ii) lim a, b, = L - S, en otras palabras, el producto de dos sucesiones conver-

n—oo

gentes resulta convergente.

(iv) lim % = I; sib, # 0paran > Ny S # 0. Si dos sucesiones son con-
n—oo Un B
vergentes y después de cierto indice todos los términos del denominador son
no-nulos, entonces el cociente también converge (obviamente el limite de la

de abajo debe ser no-nulo).

Demostracion. (i). Dado € > 0, construimos otro niimero positivo €’ := §
para el cual existen Ny y Ng tales que sin > Ny ym > Ng, entonces

la, —L| <€y |by—S|<¢€.

Luego, sin > N = max{Ny, No}, se tiene que |a, +b, — (L +95)| < 2¢’ = €.
Las otras demostraciones quedan como ejercicio para el lector. o
Ejemplo 9.8. La sucesién {45} converge a 1, es decir,

n

Ii =1.
n1—r>rolo n+1

Los primeros términos de la sucesién son 0, %, %, %, %, %, g, ... Pode-
mos escribir a, = 1 — %, n > 1,y usando el ejemplo 9.3

i n
lim =liml--=1.
n—oo n + n—00 n
Ejemplo 9.9. Dado un nimero real positivo a, definimos la sucesién a, =
a" para todo n € N. Veamos que

0, si0<a<l,
lim a" =141, sia=1,
n—oo

divergea +oc0, sia > 1.

Consideremos la funcién de valor real f(x) = ¢*. Sabemos que a* = ¢*'M¢

y, segtin el comportamiento de la funcién exponencial, sabemos que si 0 <
a < 1, entonces Ina < 0, y por lo tanto obtenemos una exponencial nega-
tiva, que también va para cero cuando x — 0. Si a = 1, entonces Ina = 0,
y nos queda la funcién constante ¢* = ¢ = 1. El dltimo caso a considerar
es cuando ¢ > 1. Como Ina > 0y la funcién exponencial ¢*1"¢ diverge a
infinito, entonces la sucesién ¢” diverge.
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Ejemplo 9.10. Estudiemos la sucesién {p!/"} = {/p}, donde p € R* es
fijo. Consideremos tres casos:

= Sip =1, es claro que la sucesién es constante 1, 1,1, 1..., y por lo
tanto converge a 1.

= Suponga p > 1. Entonces en lugar de escribir lim p% hacemos el
n—oo

cambio de variable z = % y, como 1 — +o00, tenemos que g toma
solo valores positivos y el limite nos queda lim p* = 1. Para verificar
z2—0

esta igualdad, basta ver que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si
|z — 0] < &, entonces [p* — 1| < €. Como estamos en el caso p > 1,
tenemos que Inp > 0, luego, para € > 0, escogemos § = lnis—;l) > 0,
y si suponemos que 0 < z < §, tenemos zlnp < 6 Inp. Ahora bien,
como la exponencial es creciente, e*"? < 07 y

)
Pz_lzezlnp_l <€61np_1=€lnp _1=€1n(5+1)_1=€+1_1=6‘

= Enelcasop < 1, tenemos que % > 1y, por el item anterior, lim % =

n—>o0

1, lo que implica lim </p = 1.

En cualquier caso, la conclusién es que /p — 1 cuandon — ooy p es un
numero real positivo fijo.

Ejercicio 9.11. Note que en el ejemplo previo p es fijo, équé ocurre conlim,,_, {/n?

Sugerencia: recuerde que a” = e*™@ (a > 0) y use el limite del ejemplo 9.6.

Ejemplo 9.12. Se pueden usar técnicas especiales para conjeturar ciertos

limites, por ejemplo, dada la sucesién V2, V2V2, V2V 2V2. .., se puede

escribir de forma recurrente como |ag = V2| v | a, = V2a,_| paran > 1|,

De existir el limite lim a, = L, para n suficientemente grande, a, serd tan
n—>oo

proximo a L como se quiera, lo cual escribimos como a, ~ L ~ a,_1 y

N L ~VoL
— L?~ 2L
= L2-2L~0
= L(L-2)~0
S L=06L=2.

En este caso, vemos que L = 0 no tiene sentido, ya que todos los términos
son mayores que V2, asi que concluimos que de existir el limite debe ser
L=2.
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También tenemos una version del teorema del sandwich para sucesiones.

Teorema 9.138. Sean {ay}n, {bn}n v {cn}n tres sucesiones de niimeros reales tales
que a partir de algiin indice N se tiene que a, < b, < c,. Luego, si a, — Ly
¢y — L cuando n — oo, entonces forzosamenie se tiene que b, — L cuando

n — oo,

La prueba se deja como ejercicio al lector.
. . .. . . nd sen(Z) .
Ejemplo 9.14. Considere la sucesién con término b, = —5—=. Si trata-

mos de hallar el limite directamente, obtenemos una indeterminacion de la
forma %O, asi que mejor acotamos la expresion con otras cuyos limites sean
mds féciles de calcular. Mds precisamente, como —1 < sen(Z) < 1, enton-

5 7% sen(X) 5 . . . .
ces == < ——= < 24 Aplicando el teorema del sindwich, concluimos
e e e

que la sucesion {b, }, converge a cero.

La siguiente definicién caracteriza las sucesiones cuyos términos a partir
de cierto punto estdn tan cerca unos de otros como se desee.

Definicion 9.15. Se dice que la sucesion {a, },en es una sucesion de Cauchy
si dado € > O existe N entero tal que |a, — a,,| < € siempre que n, m > N.

Observe que si la sucesion converge, entonces es de Cauchy. Tome cual-
quier € > 0, para €’ := €/2 existe N € N tal que para n > N se tiene
—€’ < a, — L < €’. Entonces, haciendo la diferencia para dos inecuaciones
que involucran m,n > N, se tiene que —€ < a, — a, < €. El reciproco
también se tiene en el caso de los nimeros reales con la métrica dada por
d(x,v) := |x — y|. Aunque las sucesiones de Cauchy son muy importantes
en andlisis matemadtico, no haremos una exposicion detallada del tema. Esta
definicién resulta mds interesante cuando se trabaja en otro tipo de espacios
métricos, que se encuentran fuera del alcance de este texto. Cuando en un
espacio métrico se tiene la equivalencia entre sucesiones convergentes y su-
cesiones de Cauchy, se dice que es completo?.

Ejemplo 9.16. La sucesién de nimeros reales {%}nzl es de Cauchy. En
efecto, dado € > 0, queremos encontrar N que satisfaga la definicién. Supon-
gamos m > n > 1, entonces

1 1 1
@ —anl = |= -~ <~ +
n m n

S|
AN
I | =
+
I | =
AN
SN0

< . . . P .
21Los ntimeros reales con la métrica descrita son un espacio métrico completo.
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Basta escoger N tal que N > % para obtener

2
|dn_am|<g<_<5a

N
como N debe ser entero, precisamos la eleccién de N como N = L%J +1.
Definicién 9.17. Se dice que la sucesion {a, },en es

= creciente si a, < a,+1,

estrictamente creciente si a, < @41,

= decreciente si a, > a,1,

estrictamente decreciente si a, > @,y

monatona si es creciente o decreciente.
Note que en cada caso basta verificar el comportamiento de a, .\ — ay.

Ejemplo 9.18. La sucesién {%}nz » €s estrictamente decreciente, pues @, 41—

=1 _1__-1 5
=70~ % = D < 0. Por su parte, la sucesion {

_n_
n+l

n+l n o _ (n+)2-n(n+2)

: _ntl _ n _ 1
creciente, en este caso dy+1 —dp = n+2 n+l = (n+])(n+2) T (n+1)(n+2) > 0.

}. es estrictamente

En el caso en que la sucesién {a,}, estd determinada por una funcién
real f creciente o decreciente a partir de un punto, se pueden utilizar las
herramientas del cdlculo diferencial para estudiar el comportamiento de la
sucesion. Por ejemplo, consideremos la sucesién de términos a, = % para
n > 4, la cual estd determinada por la funcién real f(x) = jc%% Como la
primera derivada f’(x) = ﬁ < 0, para todo & # 3, podemos concluir
que la sucesion es decreciente.

A continuacién veremos algunas situaciones en las que podemos deter-
minar la convergencia de una sucesién y que, en ocasiones, estas no involu-

cran el limite (de existir).

Teorema 9.19. Si una sucesion {a,},en es convergente, entonces el limite es
inico.

Demostracion. Supongamos que la sucesién converge a dos puntos L y M.
Dado € > 0, podemos aplicar la definicién de convergencia para €/2, es
decir, es posible encontrar Ny € N tal que

la, — L| < €/2, n>Nj.
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Por la convergencia a M, dado el mismo €/2, es posible encontrar N| € N
tal que
la, — M| <€/2, n>Nj.

Tomando N = max{Ny, N1}, tenemos que paran > N
IL-M|=|L-a,+a,-M|<|L—-a,|+|a,-M|<e/2+€/2=¢€,
lo que significa que L = M. o

Definicién 9.20. Se dice que una sucesion {a,, }, ey estd acotada inferiormente
(superiormente) si el conjunto {a, : n € N} esid acotado inferiormente (supe-
riormente), esto es, si existe M € R tal que M < a,, (resp. a, < M) para todo
n. La sucesion es acotada si existe M > 0 tal que |a,| < M para todo n. El
supremo, infimo, mdximo 'y minimo de una sucesion se define a partir del conjunto
{a, : n € N}.

. .. 1 . . .
Ejemplo 9.21. La sucesion {;;} estd acotada inferiormente por 0 y supe-
riormente por 1. El infimo es 0, pero no tiene minimo. El médximo coincide
con el supremo y es igual a 1.

Ejemplo 9.22. Consideremos la sucesion definida de manera recurrente
por s1 = V5 y 5,41 = V5 +5, paran > 1. Para ver que estd acotada supe-
riormente, probaremos que s, < 5 usando induccién sobre n. Es claro que
s1 < 5. Para el paso inductivo, supongamos s, < 5, entonces s, +5 < 10,
lo que implica s,+1 = Vs, +5 < V10 < 5. Como la sucesién es positiva,
también es acotada. ¢Es posible encontrar una cota superior menor que 5?
Para probar que es creciente, observe que 5 < 5 + V5, lo cual implica que
51 < V5 + 51 = s9. Razonando por induccién sobre 7, suponga que s;_1 < s;
para k < n, entonces s,.1 — S, = Vo +5, — Vo +5,_1 > 0.

Conjeture el valor del limite de la sucesién {s, },en como se hizo en el
ejemplo 9.12.

Proposicion 9.28. Toda sucesion convergente esid acotada.

Demostracion. Supongamos que la sucesion {a, },en converge a L. Entonces,
para € = 1 existe N € N tal que paran > N

|an - L| < 1;
dicho de otra manera

-1<a,-L<1
L-1<a,<1+L,
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lo que muestra que la sucesién estd acotada. Como esta desigualdad se cum-
ple paran > N, el lector puede pensar que los términos que estdn antes de
ay no estdan entre L — 1 y 1 + L, lo cual puede ser cierto. De cualquier ma-
nera, como es un nimero finito de términos siempre se puede escoger el
minimo y el maximo entre ellos y verificar que la sucesion sigue estando
acotada. o

Proposicion 9.24. Una sucesion mondtona creciente {ay }nen converge siy solo
si estd acotada superiormente.

Demostracion. (<) Supongamos que la sucesion es creciente y que tiene
como supremo a A, entonces, dado € > 0, es posible encontrar ng € N tal

que A4 — € < ay, (por la definicién de supremo). Pero si n > ng, entonces
an > ay, (por ser creciente monétona). Luego,

A-ay|=A—-a, <A-ay <e,
lo que quiere decir que la sucesion converge a su supremo. o

Proposicion 9.25. Una sucesion mondtona decreciente {ay },en converge si'y solo
st estd acotada inferiormente.

Podemos deducir inmediatamente que si una sucesién es monétona y
no esta acotada, entonces diverge a infinito si es creciente y a menos infinito
si es decreciente.

Ejemplo 9.26. Consideremos la sucesién definida de manera recurrente
como a; = Vb Y aye1 = Vba,. Es ficil verificar que la sucesién estd acota-
da superiormente por 5, ihdgalo como ejercicio! Probamos que es creciente
por induccién sobre n. Como 5 < 5V5, entonces a; = V5 < m = ag.
Suponga a,_1 < a,, luego a,41 —a, = Vba, —\ba,_; > 0. Esto muestra que
la sucesion es estrictamente creciente, y, por la proposicién 9.24 conclui-
mos que converge. Para hallar el limite, procedemos como en el ejemplo
9.12 y concluimos que converge a L = 5. Observe que en el ejemplo 9.12
asumimos que el limite existia, mientras que en este caso ya probamos que
de hecho el limite existe.

Ejemplo 9.27 (La sucesion e). Consideremos la sucesion {b,},, donde b, =
(1 + %) . Esta sucesion es la restriccion de la funcién real f(x) = (1 + %)

Para calcular el limite cuando £ — oo, expresamos

f(.iC) — exln(1+%)'
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Por la continuidad de la funcién exponencial, el problema se reduce a cal-

cular
In (l + %)
lim X h’l (1 + _) = lim f aplique regla de L'Hopital
r—00 x r—00 1
x
1

= lim =1,

x>0 1 4 1

X

I = ¢ cuando n — .

es decir que b, — ¢
Ejercicio 9.28. Utilizando una técnica similar a la de el ejemplo anterior, muestre
que

. y\"* .
lim (1 +=) =¢ para cualquiery.
n— o0 n
Definicién 9.29. Sea {a,},en una sucesion de niimeros reales v sea {ny}pen
una sucesion creciente de niimeros naturales. A la sucesion {ay, }; se le conoce como
subsucesion de {a, },.

Por ejemplo, la sucesién {ag;}; es una subsucesién de {a,},, en la cual
tomamos solo los términos con indice par.

Otra forma de determinar una subsucesién es elegir un subconjunto M
(ordenado) de los niimeros naturales y tomar los términos de la sucesion
cuyos indices estin en M. Por ejemplo, si la sucesion es {717} y consideramos

M = {k*|k € N}, entonces los primeros términos de la subsucesién son
1 1 1

) R SO S s U B

> 42 .97 162 257 36 :
Definicién 9.30. Una reordenacion de una sucesion {a,},>o es otra sucesion
que se obtiene al permutar todos sus términos, mds precisamente, si o : N —> N es
una biyeccion, entonces {by }, >0 definida por b, = ay () es un reordenamiento de

{an}.

Nota 9.31. Observe que una sucesion re-ordenada de una sucesion convergente es
también convergente.

Los resultados presentados nos permitiran hacer un estudio muy deta-
llado de las series, en el cual se considerard la sucesién de sumas parciales.
Por ahora, es interesante saber si una sucesién converge o no, si lo hace,
hallar su limite, lo cual muchas veces se traduce en el ejercicio de hallar un
limite al infinito.
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Ejercicios 9.1

1. Encuentre una férmula para el término n-ésimo de cada una de las

siguientes sucesiones y determine dénde empieza.

a) 1’_%’ %1_%’%7_%’ %’ g) 3’5’9’ 17’33’65’ 129’
b) 1,2,4,8,16,32,04,... h) 8 _22@@@
9,3 4>5°26> 7 8
C) 1’§’27 15C’ 13616747‘~- \@ \/Q \/Q \/5
l) 9 1; T,O’_T’_l’_T’
d) 1,4,7,10,18, 16, ...
o, 11 12

6,289
¢) 3,9,19,33,51,73,99,... /) 23 1%
N 1,7,17,81,49,71,97,... k 1,3, 11, 25 187 147

2. Determine si las siguientes sucesiones son mondétonas, crecientes o

decrecientes.
a) {n+1}” ¢) {,%}n
b) {g25 - d) {5,

. Determine si las siguientes sucesiones {a,}, son crecientes o decre-

cientes, si estdn o no acotadas y, por ultimo, si convergen o divergen.
En caso de que sean convergentes, si es posible, encuentre el limite.
En todos los casos n > 1, a menos que se diga lo contrario.

@) ay = - i) an = i1~ -
b) a, = 2,?:?, n>2. 7) a, =sen(nn).
¢) a, = (-1)"2". k) a, = cos(nr).
L _ 2n%43n+5

d) an = 3y D=5

=2 _ (8n+1)3-(3n-1)3
€) Gy = . m) @y =
1) ay=e™. n) an:%.

1 -

g) ay=Iny. m1,3,4,4,5,5,1,89, & ..
h) a, = (_1)ng;l_j' 0) ay = (=8)".

4. Pruebe que la sucesién definida por s, = Z 71 €s creciente y acotada.

=0

5. Muestre que lim,, e, %’,l = 0 para cualquier x (fijo).
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11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.
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Encuentre una cota para la sucesion definida por a; = V5 y a, =

Vda,_1 paran > 2.

. Dada una funcién real y = f(x), pruebe que si f(x) diverge a infinito,

entonces la sucesion definida por a, = f(n) paran € N diverge a
infinito.

. Presente un ejemplo de una funcién real y = f(x) divergente para la

cual la sucesién definida por a, = f(n) sea convergente.

. Realice la prueba de los numerales (i2), (1) y (iv) de la proposicion 7.

Sea {a, },en una sucesion tal que las subsucesiones de términos pares
e impares convergen al mismo valor, agy — Ly agp_1 — L cuando
k — oo. Pruebe que {a, },en converge a L.

Pruebe el teorema 9.13.

Complete la prueba de la proposicién 9.24.
Pruebe la proposicion 9.25.

Pruebe la afirmacién dada en la nota 9.31.

Utilice la desigualdad de Bernoulli
(1+4)" > 1+hn, h>-1, n>1

y el teorema del saindwich para probar que la sucesién {a"}, 1, donde
la| < 1, converge a cero.

Utilice la desigualdad de Bernoulli para probar que la sucesion {{/a}, »1
converge a 1 para cualquier niimero real positivo a.

Suponga que la sucesién {a, }, converge a L, donde |L| < 1. Muestre
que {a, } converge a cero.

Suponga que la sucesién {a, }, converge a L, donde |L| > 0. Muestre

que {fa,} — 1.

Determine si las siguientes sucesiones convergen o divergen. De ser
posible, encuentre el limite.

1, 1Y) 9 1
5+ = . _ [ 4n®+2n+5\"
(3 ‘) ¢) an = (W) :

a) a,

Il
|>—‘

<

b) a,

ne
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d)

-Jkluo

). B a, = k.

1S
N
Il

-
e) ay (8n+5) . ) a, =

1) a, =32019.

5\"
) @ = 3 +5n2—2n+1 m) an = (_Z) .
g n TS 1
_ (1, 1\"
h) a, = ( ) TL) ay = (3 + n_2)
. . n
1) a, = 1+% 1) an=(#)
n
. n 1 _ [ 2n-1
])an:l5_n7- O)Gn—(gn)

20. La sucesion {a,}, se define de manera recurrente como ap = 1, a; =

1 y Z 1 P = Z 1 ! (IL Pruebe que la sucesion es convergente y encuentre
N+ n+ n
su limite.

21. Dada la sucesién {ay, },, escriba la subsucesion {a,, }, donde n;, € M.

a) ay = ;57 y M es el conjunto de niimeros impares.

b) a, = % y M es el conjunto de potencias positivas de 2.

) ay="2yM={k*+1:keN}.

292. Decida si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso
de ser verdadera, realice una demostracion; en el caso en que sea falsa,
exhiba un contraejemplo.

a) Sea {a,}, una sucesién que converge a L # 0. Entonces, la su-
cesion {a} }, converge a L.

b) La suma (término a término) de dos sucesiones divergentes es
divergente.

¢) El producto (término a término) de una sucesion divergente por
una sucesion convergente es divergente.

d) Si {a,}, es una sucesion divergente de términos no-nulos, en-
tonces {1/a,}, converge a cero.

2. Series

Suponga que se tiene un cuadrado de lado 1 y alguien quiere pintarlo de
color, pero por alguna razén desconocida no lo hace en un solo intento,
sino que empieza coloreando la mitad izquierda, como se ve en la primera
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figura, esto es, coloreé % del drea, o simplemente % Le quedé un rectangulo
blanco a la derecha, también de drea %, al dia siguiente decidié ponerle color

a la mitad superior, esto es, coloreé % (%) = %. Para el tercer dia coloreé la

mitad de lo que quedaba, esto es, % (%) = %, y asi sucesivamente. Es decir

que cada dia colorea la mitad de lo que estd en blanco. {Podrd este personaje
-un tanto perezoso- pintar el cuadrado completo? {En cudntos dias? {Deberd
dedicar el resto de su vida a esta simple labor?

TEEEREE

Es claro que el drea del cuadrado es 1. El procedimiento anterior nos per-
mite observar que se puede obtener como una suma infinita de la forma

Si sumamos los primeros n términos, podemos usar la férmula (1.4) de la
seccion 1, para la suma geométrica, de la siguiente forma

l+l+l+ +i—l 1+l+l+ + !
2 4 8 9n 9 2 4 gn-1
n—1 1 n
1 1 1{1-(3)" 1
9 Z— == —(2) =1-(= .
2 i:()Ql 2 1_% 2

{Qué significa esto?iComo responde esto nuestra pregunta?éComo utilizar
esta informacion para calcular la suma infinita?¢En el dia 20 qué parte del
cuadrado ha coloreado?{En cudntos dias nuestro personaje terminard de
pintar el cuadrado? Formalicemos el concepto descrito en este problema
para dar respuesta a estos interrogantes.

Definicién 9.32. Dada una sucesion {a,},>0, definimos la sucesion de sumas
n

parciales {S,, }n>0, donde S, = Z a;. Decimos que {S,}, es la serie de los tér-
i=0
minos {a, },. Usualmente, se denota en la forma

(o)

Zan:a0+a1+a2+---. (9.1)
n=0

Nota 9.83. Una serie es una sucesion y, aunque parece una suma infinita, su com-
portamiento depende de sumas finitas (parciales). Escribiremos simplemente Y; a;
cuando no sea importante el indice inicial de la serie o cuando se pueda deducir del
contexto.
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Ejemplo 9.34. Los siguientes son ejemplos de series
@ X2, C=C+C+C+---

b) X k=1+2+3+---

© I k2=1+4+9+16+--

(d) ZZZI%= 1+%+

k 1 2 3
@ Xl mpr=g+ts+1+

<

—+ + .-

col—
I

|~

+ ..

52

La convergencia de las series se define en términos de la convergencia de
sucesiones y se puede interpretar como si una suma de un nimero infinito
de términos diera como resultado un valor que puede o no ser finito. En el
primer caso decimos que la serie converge; en el segundo, que diverge. Mads
precisamente, tenemos la siguiente definicién.

[s+]

Definicién 9.35. La serie Z a, converge st la sucesion de sumas parciales
n=0

{Su}tn lo hace. Ademds, la suma de la serie se define como el limite de la sucesion

{Su}tn, es decir,

(o)

Z a, == lim S,.
n—oo

n=0

Con respecto al ejemplo 9.34. En (a), tenemos la serie de términos cons-
tantes C, cuya suma parcial es S, = nC. Entonces, cuando n — oo, la su-
cesién {S,}, converge si C = 0 y diverge en otro caso. Es decir, si suma-
mos infinitos ceros, el resultado es cero, mientras que si sumamos cualquier
otra constante (por pequefia que sea) infinitas veces, su serie es divergente.

En (b), cada suma parcial es S, = nk(kgl), vea (1.2) en la seccién 1, y co-

mo lim S, diverge, decimos que ) k diverge. En (c), cada suma parcial es

S, = nw, vea (1.3) de la seccién 1, nuevamente {S,}, diverge a
infinito. En el ejemplo (d), no es tan claro que la serie diverja (tampoco es
claro que sea finita)®, pero cada vez estamos sumando un término mds pe-

quefio que el anterior, lo que al infinito se torna cero. {Qué podemos decir

8 Aquiles y la tortuga es la mds conocida de las paradojas de Zenén de Elea. El fil6sofo
argumentaba que en una hipotética carrera entre Aquiles (el guerrero que maté a Héctor)
y una tortuga si esta tenia una ventaja inicial, el humano siempre perderia. Zenoén demos-
traba que a pesar de que el guerrero corre mucho mas rdapido que la tortuga nunca podria
alcanzarla. Imaginemos que la distancia a cubrir son 100 metros y que la tortuga tiene cin-
cuenta metros de ventaja. Al darse la orden de salida, Aquiles recorre en poco tiempo la
distancia (cincuenta metros) que los separaba inicialmente, pero al llegar alli descubre que
la tortuga ya no estd, sino que ha avanzado, mucho mads lentamente, diez o veinte centi-
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de estas sumas?éSi cada vez sumamos algo mds pequefio, la serie converge?
{Qué puede decir del ejemplo 9.34 (e)?

Ejemplo 9.36. Laserie 3 ((-1)"=1-1+1-1+1-1+--- diverge,
pues es evidente que la sucesion de sumas parcialeses 1,0, 1,0,1,0, ...,
que diverge de forma oscilante.

Ejemplo 9.37. Una serie geométrica es aquella que puede escribirse como

(o)
", dond i 1 1 5n de 1 i
r", donde r es un nimero real que se conoce como la razén de la serie

n=0 .
geométrica.

A la derecha, vemos algunas sumas
parciales. Si multiplicamos por r la| §, =1
ultima igualdad, se tiene que S,

1+r

T”Sn:7”+?”2+7”3+---+7‘"+r"+1, Sog=1+r+r

y si hacemos la diferencia entre 7S, y
l+r+r2+---+7r".

g
I

S,, obtenemos que

rn+1 -1

(r—18,=r"1-1, de donde S, = e
r_

Con esta expresion, se puede calcular el limite de las sumas parciales. Veri-

’ , n+]— . . .
fique que lim S, = lim £ 11 diverge a infinito, para |r| > 1,y converge a
n—00 n—oo '~

ﬁ, para |[r| < 1. En resumen,

diverge si |r| > 1,

Zr” = (9.2)

n=0 converge a ﬁ si|r] < 1.

metros. Lejos de desanimarse, el guerrero sigue corriendo. Pero al llegar de nuevo donde
estaba la tortuga, ésta ha avanzado un poco mds. Zendn sostiene que esta situacion se repite
indefinidamente y que Aquiles jamds logrard alcanzar a la tortuga, que finalmente ganard la
carrera. Es bastante obvio que esto no es asi, sin embargo, no es tan fdcil encontrar dénde
estd el fallo, y hubo que esperar hasta mediados del siglo XVII para que el matemdtico esco-
cés James Gregory demostrara matemdticamente que una suma de infinitos términos puede
tener un resultado finito. Los tiempos en los que Aquiles recorre la distancia que lo separa
del punto anterior en el que se encontraba la tortuga son infinitos, pero cada vez mds y mds
pequeiios. La suma de todos estos tiempos, infinitos en nimero, da como resultado un lapso
de tiempo finito, que es el momento en el que Aquiles alcanzard a la tortuga. Tomado de
http://www.neoteo.com/las-paradojas-de-zenon/
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(o)

n
Ejemplo 9.38. La serie Z (3) es una geométrica, solo que el primer

. . 9 n=l . T
término no es 1, sino %, en otras palabras, el primer indice esn = 1y no
n = 0. Para usar la férmula (9.2), se hace necesario un cambio de variable.

Sea k =n — 1, entonces

SE-SE 250 25

n=1 k=0

c n ¢ n
Otra forma de escribir esta serie es 3, (é) = 20 (é) — 1, pues el

término ag es 1. Entonces, aplicamos (9.2) para obtener 1_% -1= %—1 = %
5

Nota 9.39. Lo realizado en el ejemplo anterior se puede generalizar asi: 377 | r" =
_ 1 — :
Yoeo ™" =1 =1=—1= 1=, siempre que |r| < 1.

El problema de colorear el cuadrado corresponde a una serie geométrica,

se puede expresar el drea de color como la serie % + % + % +- 4 % + .-

K

asi que podemos escribir la suma parcial S,, como
k=1 2t 2
y si calculamos el limite, obtenemos el valor al cual converge la serie, esto

es,

1 n
limS,=1lim1-(=] =1.
im im (2)

n—o0 n—oo

Otra forma de conseguir este resultado es usar directamente la férmula de
la serie geométrica (9.2), como se muestra a continuacion

o (1) 1o (1) 1 1
2(e) =22 le) =2l

n=1 n=0 9

donde hemos sacado un factor % con el fin de que la serie empiece enn = 0,
y ademads r = % Esto nos dice que la serie es convergente, en otras palabras
si se puede terminar de colorear el cuadrado, ipero en infinitos dias!

Ejemplo 9.40. La serie geométrica 3" ; ar”, donde a es cualquier niimero
real, converge para |r| < 1y es igual a

(o)
a
Zar": .
1-r

n=0
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o0
Ejercicio 9.41. éA qué valor converge la serie Z %?

n=1
La expresion compacta para una serie geométrica nos permite realizar ma-
nipulaciones algebraicas. Podemos sustituir la razén r en la férmula (9.2)
por una variable, digamos x, que tome valores en (-1, 1), de la siguiente
forma

=Zx"=l+x+x2+x3+--- para |z| < 1. (9.3)
n=0

La expresion tiene aspecto de igualdad entre funciones en el dominio (-1, 1).
Podemos hacer el cambio de variable x = 2y, tomando ay € (—%, %), y ob-
tenemos otra igualdad

1 1
— Z(Qy)" =1+2 +4y%+8y% +. para |y < =. (9.4

1- n=0 2
También podemos hacer el cambio £ = —z2 con lo cual el intervalo no

cambia z € (=1, 1) y llegamos a la serie

Z( 2 =1-22+2 -0 4. para |2| < 1. (9.5)
n=0

Nota 9.42. Mds precisamente, la serie geométrica como aparece en (9.3) es un
caso particular de una serie de funciones. En este caso, se considera la sucesion

{/u(@)}nz0, donde f,(x) = x", y la serie 3 f ().

n>0

Ejercicio 9.48. Utilice la formula de la serie geométrica para mostrar las siguien-
tes igualdades en el intervalo dado.

1. L =1+22+2+-- paraz] < 1.

1-x
2. l_xxg—x+x3+x5+ - para |x| < 1.
1 _ 2 3
8 o =1l-x+x*—2°+-- paralx| < 1.
4. 1“2 =1+422 +162* +---+4"2*" + - - para |x|<%

Si hizo correctamente el inciso 3, noté que la expresion ﬁ puede verse
como - (1 o3> esto es, esta fraccién representa una serie geométrica donde
la razén es —x y converge siempre que | — x| < 1.

Recuerde que en el primer capitulo definimos una suma telescépica co-

mo aquella donde se cancelaban todos los términos excepto el primero y



264 ¢ Sucesionesy Series

el dltimo. Ahora podemos hablar de una serie telescépica, en la que cada
suma parcial es telescépica. Estudiemos la convergencia de la serie

(1 1
Z(z—“—l). (9.6)

1
n+1?

parciales pues los demds términos se cancela-

Consideremos las sumas Podemos observar que S, = 1 -

ron dos a dos. Por la definicion de

1 convergencia de la serie, tenemos
S =1-=
2
1 1 1 > (1 1
Sg=l-g+g—3 Z ——— | =1lim$S
A A
ooy L 1 111 =1
3777979738787 1 ) 1
=lim1- =1,
n—co n+1
o1, 1 11 1 es decir que la serie converge a 1.
n — .
2 2 n n n+l

(o)

Ejercicio 9.44. Muestre que la serie Z

n=2

3

es telescapica y converge a .

n2 —

3. Propiedades de las series

Podemos operar series convergentes usando nuestro conocimiento de su-
cesiones. Mds precisamente, si tenemos dos series de términos no negativos
y X a; converge a Ay Y., b; converge a B, entonces

= Y(ai+b)=Yai+Yb=A+B,
m Yca;=cY,a;=c-A, donde ¢ € R.

Note que hemos escrito suma y no resta, y exigimos que las series sean con-
vergentes, asi que no podemos caer en el error de usar la primera propiedad
con la serie telescépica. Lo que queremos decir es que es un error escribir la
. _ 1 _ 1
serie (9.6) como ¥ a, + X by, donde a, = - y b, = -7,
divergentes, como se verd mas adelante. Ademads, debe tenerse en cuenta

pues estas dos son

que hemos exigido que todos los términos sean no negativos. La prueba se
deja al lector en el ejercicio 1.
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(e8]
2"+ 3
Ejemplo 9.45. Si queremos calcular la suma de la serie Z 5 pode-
n=0
mos escribirla como la suma de dos geométricas, asi:

2 9n 43 2 9n * g © 1\ ®© 1\
e = (g) ()
3

n=0 n=0 n=0
1
= + =0.
1-1 11
2 4

Una forma rdpida para determinar la divergencia de una serie la da el si-
guiente criterio.

(o)

Teorema 9.46. Si la serie Zan converge, entonces a, — Q.
n=0

Demosiracion. La diferencia entre dos sumas parciales es S, — S,_1 = a,. Si
calculamos limite cuando n — o en esta igualdad, como la serie converge,
entonces tenemos que a, — 0. o

Este criterio es util cuando a, no converge a cero, pues inmediatamente
podemos deducir que la serie diverge. El problema es que hay series donde
el término n-ésimo tiende a cero y, sin embargo, la serie diverge, como se
verd en el ejemplo 9.48.

Teorema 9.47. Una serie de términos no-negativos converge si y solo si la sucesion
de sumas parciales estd acotada superiormente.

Demostracion. Supongamos que Y, a, es tal que a, > 0 para todo n, en-
tonces la sucesion de sumas parciales es mondétona creciente. Por la propo-
sicién 9.24, la serie converge si y solo si la sucesion de sumas parciales estd
acotada superiormente. o

Ejemplo 9.48 (La serie arménica). A partir de este resultado podemos con-
cluir que la serie arménica

n

o 1 1 1 1
Z_;;:]+§+§+---+—+--- 9.7)

es divergente, aunque su término n-ésimo tiende a cero. En efecto, esta serie
puede escribirse como

1+1+ 1+1+1+1+1+1+1+ +1 +
2 \3 4 7 8 9
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Los términos han sido agrupados de

tal forma que
l+l>l+l—l zkl 1
3 474 4 ¥ Z—>1+Ie—, k> 1.
l+l+l+l>i—l w1 2
576 7 8789 "=
1,..,1.8_1
16~ 16~ 2’

Esto significa que el tltimo término en cada agrupacion es % y que en cada
uno de estos grupos hay 2"~ sumandos. Asi cuando sumamos los términos
de cada grupo, obtenemos que la suma es mayor que % Entonces, sin = 2,
la suma parcial S, es mayor que 1+k (%), es decir, que la sucesién de sumas

parciales no estd acotada y, por lo tanto, la serie arménica diverge.

Una serie en la cual el signo de un término es opuesto al anterior recibe
el nombre de serie alternante, mds precisamente, una serie en la forma

(o)
Z(—l)"an=a0—a1+a2—a3+---
n=0

es alternante si cada a,, > 0. Dedicaremos una seccién posterior a estudiar
este tipo de series.

Ejemplo 9.49. Considere la serie alternante

©(—1ym 1 1 1
A R
; " 973 1"

es parecida a la serie arménica, sin embargo, esta serie es convergente, como
se vera mds adelante, por el criterio de Leibniz (teorema 9.69) y, mds aun,
converge a In 2.

Ejemplo 9.50. La serie alternante

es convergente, también por el criterio de Leibniz (teorema 9.69), y con-
verge a 7 = arctan 1.
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4. Criterios de convergencia

Cuando estudiamos las integrales impropias, vimos que algunas veces es
posible determinar a dénde convergen y otras solo se puede decir que con-
vergen sin especificar el valor al que lo hacen. Lo mismo sucede con las
series. A continuacién estudiaremos algunos criterios que nos permiten de-
terminar la convergencia de una serie. Todos los resultados que veremos se
aplican a series de términos no negativos, en secciones posteriores veremos
criterios para series alternantes.

4. El criterio de la integral

Consideremos ahora una sucesién {a,}, de términos positivos y una fun-
cién de valor real y monétona decreciente y = f(x), de tal forma que

a, =f(n), n=>1.

{Qué relacion existe entre la serie 3 | a,, y la integral impropia floo f(x)dx?
En las grificas de abajo, dibujamos una funcién / con las caracteristicas
descritas. Observe cémo la suma desde n = 2 hasta n = 6 corresponde
a las sumas inferiores de / mientras que la suma desde n = 1 hasta n =
5 corresponde a las sumas superiores. En general, esto siempre sucede.

Como la funcién es continua, es integrable y se tiene una relacién entre la
serie Y. a, y la integral impropia de /. Es mds, la serie converge si y solo si
la integral impropia converge, aunque no necesariamente al mismo valor.

Teorema 9.51. Criterio de la integral. Sean [ (x) una funcion real mondtona
decreciente, positiva y continua, definida sobre el intervalo [1, 00), y {a,}, una
sucesion definida por a, = f(n) para n > 1. Entonces, la serie 3. | a, y la
integral impropia floo f(x)dzx tienen el mismo comportamiento, es decir, o ambas
divergen o ambas convergen.

De manera mads general, podemos considerar una serie definida por me-
dio de una funcién, pero a partir de cierto indice, es decir, a, = f(n) pa-
ran > N. En este caso, el criterio dice que la serie 3™ \; a, y la integral
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[Se] . . .
[v f(x)dx tienen el mismo comportamiento, esto es, 0 ambas convergen o
ambas divergen.

Demostracion. Como la funcién es continua y decreciente, se tiene que a; =

min{/(x) :k—1<x <k}ya_; =max{f(x) : k—1 < x < k}. Esto implica
k .

que a; < fk—] f(x)dx < a;_; parak > 2. Entonces para cada suma finita,

k A k-1
n — f( )d —_ n
nZ:Qa < ./1 x)dx < ;a

y estas desigualdades se cumplen para todo entero k£ > 2. Ahora bien, si la
integral impropia converge, esto implica que la sucesién de sumas parciales
estd acotada y, por lo tanto, es convergente. Y si la integral es divergente (a
infinito), entonces la serie también crece tanto como se desee y diverge.

Ejemplo 9.52. La p-serie 3 | nip converge siy solo si p > 1. Analicemos
la integral

© 1 td —-p+1 7t
/ —dx:lim/ & lim |2
1 at t—oo J1 axP o |—p+1 1
I_P+1 1 I_P+1 -1
= lim - = lim ———
t—eo —p+1 —p+1 1o —p+1
1
= . T

pues como estamos suponiendo —p + 1 < 0, entonces t ?*! — 0 cuando

[ — oo,

Igual que en el caso de las integrales impropias, es posible comparar se-
ries con otras, de las cuales se conozca su comportamiento, el siguiente teo-
rema precisa esto.

4.2. Criterios de comparacion

Teorema 9.53. Criterio de comparacion directa. Supongamos que . a, es
una serie de términos no-negativos. Luego,

(1) si existe una serie convergente Y, by, tal que a, < b, a partir de cierto indice
N, entonces la serie Y, a, también converge.

(i1) Si existe una serie divergente de términos no-negativos Y, c, con ¢, < a
paratodon > N, algin N € N, entonces la serie Y, a, también diverge.
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La prueba se deja como ejercicio al lector.

Ejemplo 9.54. Para determinar el comportamiento de la serie 377 3713 3

escribimos el término n-ésimo como 373 5 = Ya que n—é < n, entonces
3

> — paran > 1.
n

Como la serie armoénica Y™, L diverge, entonces nuestra serie también di-

n=1n
verge.

Ejemplo 9.55. Analicemos el comportamiento de la serie 37, ﬁ

Como n® +n* + 1 > n% para todo n > 1, entonces
1 1

_— < —.
nd+nt+1 5

Este tltimo es el n-ésimo término de una p-serie con p = 5, por lo tanto, es
convergente. Concluimos que nuestra serie también lo es.

Teorema 9.56. Criterio de comparacién del limite. Sean Y a, v >, b, dos
series de términos positivos y sea

an
= lim —
n— 0o b

Entonces,
(1) si L > 0, las dos series convergen o las dos divergen.

(i) SiL =0y, b, converge, entonces Y, a, también converge. SiL =0y Y, a,
diverge, entonces Y. b, también diverge.

(iiz) Si L = o0y Y, b, diverge, entonces Y, a, también diverge. Si L = coy Y’ a,
converge, entonces Y, b, también converge.

Las condiciones de este teorema se pueden debilitar, de manera que no es
necesario que todos los términos sean positivos, es suficiente con que lo sean
después de un cierto indice N.

po|t~

> 0,

Demostracion. Suponga L > 0. Por definicién de limite dado € =

an

existe N € N tal que sin > N, entonces ™ L’ < g, 0 mejor

3L

L
9= 2

@l&
S
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Como los términos de b, son positivos (al menos a partir de un indice),
entonces 0 < %bn <a, < %bn y, por el criterio de comparacién, las dos

series tienen el mismo comportamiento.
an

< 1.

SiL =0, dado € = 1, existe N € N tal que si z > N, entonces

Como las dos series son de términos positivos, tenemos que 0 < a, < by,

usando el primer criterio de comparacién obtenemos el resultado deseado.

Si L = o, basta tomar L’ = lim & =0 y caemos en el caso anterior. o
n

—00 dn

o 3n%+n+2
n=0 n3+2n2+1°

{Con quién lo comparamos? Podemos escoger b,, = %,

Ejemplo 9.57. Determinemos el comportamiento de En es-

3n?+n+2
n3+9n2+1"
que es una serie que ya conocemos. Veamos el limite

te caso, a, =

3nZ+n+2

. an p 3+9n2+1

L= lim & = lim 2%
n—oo n n—>00 l

n
3nd +n% +2n

i 1 =
n—co yo 4+ 9n% + 1

Como L =3 > 0 y la serie ), b, diverge, entonces ), a, también diverge.

. . . . nd
Ejemplo 9.58. Estudiemos el comportamiento de la serie 3, % Nue-
vamente, podemos escoger b, = % Veamos el limite

a n8+1
- n .
L=lim =% = lim 2%
n—oo bn n—oo 1
n

nt +n 48 + 1

lim —— = lim
n—oo Inn N—00

S |—

= lim 4n* +n = oo.

n—oo
Como L = oy b, diverge, entonces la serie ) @, también diverge.
00 3n+2

n=l n749n+5
compararla con una p-seri j lo, donde b, = L
p p-serie, por ejemplo, donde b, = —

Ejemplo 9.59. Analicemos la serie ), . En este caso, podemos

3n+2
L=li @ = lim n’+9n+5
n—oo 0, n— oo JT
no
6 5
. 3n°+2n
= hm — =0

n—eon? +9n +5

Como L = 0y la p-serie converge, entonces ), a, también converge.
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{Coémo se escoge la serie con la que se compara? A manera de ejercicio,
en cada uno de los ejemplos anteriores haga una eleccién distinta para b, y
verifique que obtiene el mismo resultado. Note que algunas veces el criterio
no es concluyente. {Puede hacer una conjetura? {En qué casos puede usar
una p-serie?

4.3. Criterios de la razon vy la raiz

En esta seccién enunciamos tres criterios de convergencia que conciernen
tnicamente a los términos de la propia serie. Si los términos decrecen a una
tasa suficientemente rdpida, es posible que la serie converja.

Teorema 9.60. Criterio de la razén o criterio de D’Alembert. Sea Y a,
una serie de términos positivos y
Ap+1

o= lim .
n—oo @,

Entonces, se tiene que:
(1) Si p < 1, entonces la serie converge.
(@) Si p > 10 p = oo, entonces la serie diverge.

(iii) Si p

1, el criterio no es concluyente.

Demosiracion. Supongamos que p < 1. Por la definicién de limite, dado

€ > 0, existe N € N tal que sin > N, se tiene que

A+l
a

—p| < €. En

particular, si € es muy pequefio: p + € < 1, existe un nimero r tal que

p+e <r<1,luego aZ” < r, omejor a,y < ra, paran > N. Entonces,
n

los términos de la serie a partir de N + 1 cumplen la siguiente cadena de
desigualdades, asi que podemos escribir la serie como:

=z

(9]

n=N+1

[e9)
aN+1 <ray Z a
n

AN+2 < TaN4] < rfay n=1

=
1l
—

aN+g <TanN42 < r3aN

a, +
n=1 k=1

N 00
k
ANk < T an, < Z a, +an Z .
n=1 k=1

Como la dltima suma es una serie geométrica, con 7 < 1, podemos concluir

AN +k

Me

que la serie Y a, converge.
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Si p > 1, entonces a partir de un indice N tenemos que “ > 1, esto

n
€s, ayy1 > ay, lo que muestra que el término n-ésimo no tiende a cero vy,
por tanto, la serie diverge. o

Para Veriﬁcar la tercera afirmacion del teorema, basta considerar las se-

ries 37, Ly p | 7z En ambos casos, tenemos que p = lim “L es igual

n—oo dn

a 1, sin embargo, ya sabemos que la serie armdénica es divergente, mientras
que la segunda es una p-serie con p = 2, que converge.

Ejemplo 9.61. La serie 3. 5n converge. En efecto, usando el criterio
de la razén, tenemos

2n+l+1
. Ap+1 Hn+l
p = lim = lim ——
n—oo @, n—o0 25‘;1
1
ey 1245 2
= — = lim-=-|—=|==<
n—>oo 5(2”+1) n—oo b 1+2Ln 5

Ejemplo 9.62. La serie 3 n! ™ diverge, pues

— 1)
. Apel o (n+ D)le(n* i _
= lim == = lim ¥: lim (n + 1)e”! = oo.
n—oo (@, n—oo nle=n n—oo

Teorema 9.63. Criterio de la raiz o criterio de Cauchy. Sea '’ a,, una serie
de términos no-negativos y sea

o = lim </a,.
n—00
Entonces,
(1) Si p < 1, entonces la serie converge.
(i) Si p > 10 p = oo, entonces la serie diverge.

(izz) Si p = 1, el criterio no es concluyente.

Demostracion. Supongamos que p < 1. Para € > 0, en particular, para uno
mauy pequerio®, tal que p + € < 1, existe un nimero 7 tal que p+e <r < ly
un entero positivo N tal que sin > N, entonces </a, < p + €, o mejor a, <
r" < 1. Como la serie ), r" es convergente, entonces Y, @, es convergente.

4La definicién de convergencia supone cualquier € > 0, sin embargo, también condi-
ciona el comportamiento de la serie en cercanias del limite L, por eso, también es correcto
suponer € muy pequefio.
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Note que los primeros términos de la serie no son tenidos en cuenta, pero
esto no es problema, pues son un nimero finito.

En el caso en que p > 1, se verifica que a partir de cierto indice N se
tiene </a, > 1, lo que significa que el término n-ésimo de la sucesién no
tiende a cero y, por lo tanto, la serie no es convergente. o

Las dos series que se eligieron para verificar la parte (iii) del criterio de
la razén sirven para comprobar que si p = 1, el criterio de la raiz no decide
el comportamiento de la serie. {Tiene otros ejemplos?

Ejemplo 9.64. La serie 3 ( Zin ) converge, pues

5+n?

p = lim
n—oo

2En N 25 o<,
5+n? n—co 5 +n2

Ejemplo 9.65. La serie 3 3> diverge, ya que

n?
i 3 g 3
p_nl—l;Iolo n2 _n1—>00 ( "n2)
3
=1 =3>1
ngrc;lo (%)2

El siguiente criterio suele usarse cuando el test de la razén no es concluyente.

Teorema 9.66. Criterio de Raabe.® Sean . a, una serie de términos positivos
Yy

R = limn(l—aw’l) < 00,

n—oo a,

Entonces,

(i) SiR > 1, entonces la serie 3., | a, converge.

(i) Si R

A

1, entonces la serie 3, | a, diverge.
(i) Si R =1, el criterio no decide.

Demostracion. Si R < 1, entonces a partir de cierto indice N se debe tener

n (1 - aZ—”) < 1, esto es, 1 — “Z—*‘ < %, escrito de manera conveniente

n n
n—1

—. Si damos valores a n (a partir de N), obtenemos las

a,
tenemos ;‘—“ >
n

5El lector puede consultar demostraciones similares en [, 8, 9].
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s .
siguientes desigualdades: ““1 > N1 Z:*f > \11, Z:*; > i:,:;, 0Si
+ 4 +

multiplicamos todas las deslgua]dades y simplificamos, obtenemos

an+l anyg an+3  ange1 . N-1 N N+1 N+n-1
. . P >

AN ANyl AN42 aAN+n N N+1 N+2 N +n
AN +n+1 S N -1
ay N +n
(o] (o] 1
ZaN+n+1 > (N - l)aNZ N +n
n=0 n=0
(o)
Z aps1 > (N = Day Z —
n=N n=N

asi que, por el criterio de comparacion, la serie )} a, diverge.
Si R > 1, es posible encontrar un r tal que R > r > 1, de manera que

n (1 - ag_;l) > r (para € dado, r puede ser cualquiera entre R—e y R). Luego,

1- a;’—;l > L o mejor “ < 1 — L. Aplicando la demgualdad de Bernoulli,
dada en el ejercicio 15 de la seccion 1, con = —5 > -1l(yn=r>1),
obtenemos .
Gnrl 1—£<(1—l) ,
an n n
de donde

el <(n—1)’:(n—1)f_

a, n n’

Nuevamente, damos valores a n (a partir de cierto indice N) y consegui-

igui i AN+l N-D"  ans9 N” aAN+3
r(rirosl)lraS uientes de(s i’g uall(;lfa des N < NT o aya (N+1)"7 ans
N+ AN4ntl N+n— IRT P o
N 0 et < Sty - Multiplicando término a término,
AN+l AN+2  AN+3 | N+ntl (N-1)) N N+l (N+n-1)
aN AN+l aN+2 AN+ NT (N+D" (N+2) (N +n)"
con lo cual
AN +n+1 < (N-1)
an (N +n)r
[se]
an+1 < an(N = 1)" Z
Z +n+ N+ n)’
n=1 n=1
(o9
Z Ap+1 < CZN(N - 1)7’ Z —
n=N N

Esto significa que la serie ) a, estd acotada superiormente por una p-serie,
con p =r > 1, por lo tanto, converge. o
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Para verificar que el criterio no decide cuando R = 1, basta considerar la

serie armonica, en este caso,

y sabemos que la serie diverge. Por otra parte, si consideramos la serie

% 1
——, tenemos que
; n(Inn)2 4

1
D) In(n+ )2
R = lim n|1 - LeDinCerD P

n—oo _1
n(Inn)2

=1.

En efecto, dentro del limite tenemos

nln®n [ on (n + l)lng(n+1) —nln’n
- (757)

i+ DI+ 1) +1 n2(n+1)
_( n ) 1+nln2(n+l)—nln2n
n+1 ln2(n+l) '

El limite dentro del primer paréntesis vale 1; veamos que el limite dentro
del segundo paréntesis también vale 1:

n[an(n +1)—In?n] n[ln(n+1) —Inn][In(n + 1) +Inn]

lim 5 = lim 5
n—eo In“(n+1) e In“(n + 1)
n 9
= lim 1n(1+l) lim lngn—+n)
n—00 n) n=eIn®(n+1)
(1+3)
=e¢lim —2— =0,

n—ooco In(n+1)

donde hemos usado la regla de ’Hopital para calcular el dltimo limite. Para
. SR
terminar el ejemplo, hay que verificar que la serie Z ——— es conver-
i n(lnn)

gente, para ello, usamos el criterio de la integral:

/°° R I f_l, 1 11
2 xanxx_tgg Inzx 2_ti>r£1° In2 Int| In2

Como la integral converge, la serie lo hace (aunque no necesariamente al
mismo valor).
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(n!)222n
(2n)!

Ejemplo 9.67. Estudiemos la serie Z . Si usamos el criterio de
n=1

la razon, obtenemos

Gt _ (et DI+ DI (9l (e D92
an (2n +2)! !9 (On+1)(2n+2)

asi que el criterio no funciona. Probemos con el de Raabe:

Ap+1 22(n + 1)2 -2n2 — 9 1
n(l- =n|l- = — ——
@ 2+ D)(2n+2)) " @+ D(2n+2) 2

<1,

lo que quiere decir que la serie diverge.

Ejemplo 9.68. Estudiemos el comportamiento de la serie 37 m
Si usamos criterio de la razén, obtenemos

ans1 _ (On+2)(5n +3)
an  (5n+7)(bn+8)

— 1 cuandon — oo,
asi que el criterio no decide. Usando Raabe, calculamos

2>1

Lo\ oy 25m7+26m+6 ) 50n*+50m
" - Gn+7)on+8)) ~ Gn+7)(5n+8)

an

cuando n — oo, por lo tanto la serie converge.

Ejercicios 9.4

1. Sean }; g a; y 2;<o bi y ¢ cualquier niimero real. Pruebe las siguientes
afirmaciones.

n n n
a) Si Y a; > Ay >, bj > B cuando n — oo entonces ), (a; + b;)
i=0 =0 =0
converge y lo hace a A + B.
n n
b) Si > a; converge a A, entonces Y, ca; converge a cA.
i=0 i=0

2. Utilice el ejercicio anterior para probar que la serie ;7 | ﬁ diverge.

3. Determine el comportamiento de cada una de las siguientes series. En
caso de que sean convergentes, ipuede decir a qué valor convergen?



d)i(i—w%.

4. Muestre que la serie Z In

n=2

|

(n=1(n+1)3
n3(n +2)

Sucesiones y Series

2 Z_: l-ieQ”'

) Z (n+2)(n+3)

0) ZS;:;chiarlln‘
» 2353
? 2";
r) gln(";l).
9 21n(:ti)

) converge a In %.

5. Determine si las siguientes series son convergentes o divergentes.

1)

1-8-5- -
@) Z 2”(n+1)'

n=1

1

C);(n+l)

2492019°

1
) Z:; 2n-1)(@n+1)

> 3n?
e) — -
n‘+H
n=1
L 2

277
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6.

10.

Sucesiones y Series
0 1 . ) 5
g) ;271”71' ]) ;nQ_l_Qn'
S (bn+1)5 SR
h . k —_—
);(7n+1) );(n+2)!
S 1 - 1
) —1. [ .
) ;Sen(rﬁ) );(2n+5)(5n+3)
Determine el comportamiento de las series.
- 1 S 1
—. d _
@) élnn ) ;n(lnnﬂ'01
S| % 1
b . _
) ;nlnn ) ;n(lnn)2
S 1 % 1
‘) ; n(Inn)0-2’ 2 nZ:Q n(lnn)3’
Encuentre una serie para las siguientes funciones en un intervalo ade-
cuado.
22 1 o =~
a) 1 — 22 9 1-3x 2-x
2
x x x
b . d .
) 1+a2 )2+4x % 3+x

Escriba en detalle la prueba del teorema 9.53.
Una serie de términos positivos 3 | a, se dice hipergeométrica si

apel  an+
LS ﬁ,cona>0,y¢0.
a an+y

Pruebe que

a) sia + B < vy, laserie converge y su suma es V—{(‘;:’ﬁ)'

b) Sia+ B = v, laserie diverge.
Estudie la convergencia de las siguientes series

0 1
a) X, ©n+b) (2n+7) *

00 1
b) Zn:() (7n+3) (7n+10) *
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12.

13.

14.
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00 1
¢) Xio (2n+3) (2n+5) (2n+7) *
Analice el comportamiento de la serie
i a(a+D(a+2)---(a+n-Dbb+1)(b+2)-(b+n-1)
nle(c+1)(c+2)---(c+n—-1) ’

n=1
donde a, b, ¢ son reales positivos.

En cada caso, construya una serie infinita de términos no nulos cuya
suma sea

@27 (01 (©1285 (-2  (e)0.

Determine el radio de convergencia de las siguientes series.

i n

2 ;Vn+2

n

X
5

(x - 92)". b) ;(—1)”n -

Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, de-
muestre o refute segun sea el caso.

a) Si Ya, = Ay X b, = B # 0yb, # 0 para todo n, entonces
S

b) X % puede ser divergente a pesar de que Y a, y Y, b, converjan

n

a reales no nulos y ningtn b, sea 0.

¢) Existen dos series infinitas divergentes cuya suma término a tér-
mino sea convergente.

d) Existen series convergentes > a, = Ay >,b, = B tales que

> ayb, = C # AB.

e) Existen series convergentes Y. a, = Ay Y. b, = B # 0 tales que
TpE=C#4g

/) Si Y a, converge y a, > 0 para todo n, entonces Y, aln diverge.

g) Si Y a, convergey Y b, diverge, entonces .(a, + b,) puede ser
convergente o divergente.

h) Sea a, > 0. Si Y. a, diverge, entonces Y a2 diverge.

B . C
i) Seaa, > 0.Si) aﬁ converge, entonces ., % converge.
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5. Convergencia absoluta y condicional

En esta seccién, estudiaremos la convergencia de series alternantes, es de-
cir, aquellas cuyos términos son positivos y negativos de forma alternada.
Recuerde que una serie alternante puede escribirse de manera general como

i(_l)nan’

n=0

donde los a, son positivos. El siguiente criterio dice que si los términos en
valor absoluto decrecen a cero, entonces las serie alternante es convergente.

Teorema 9.69. Criterio de Leibniz. La serie

(o)
Z(—l)"an =ay—ay+ag—---

n=0

converge si
® a, > a,y1 a partir de cierto indice N vy
w q, — 0.

Demostracion. Haremos la prueba suponiendo que N = 0. Si N > 0, la suma
de los términos hasta N es finita y la serie a partir de N se puede reindexar
para que comience desde 0.

Primero, probamos que la sucesién de sumas parciales hasta un ndmero
par {Soz }r>0 (resp. impar {Sozs1}i>0) es decreciente (resp. creciente). Para
todo k > 0, se tiene que Sgpsg = Sop — (Ages1 — A9k42); COMO Agpy1 > A9k49,
entonces Sg; — Soppo > 0. Andlogamente, Sgpy1 = Sgp-1 + (ag — agis1), y
como la sucesion {a, }, >0 es decreciente, entonces ag; — agp.; > 0.

Ademds, para todo £ > 0, se tiene que Sop,1 + agpro = Sops9, entonces
Sops1 < Soprg. En resumen tenemos que

ag—a; =S <+ <81 - < S <-4 <50 = ap.

Es decir que {S9;} es decreciente y acotada inferiormente por S; y que
{S91+1} €s creciente y acotada superiormente por Sy. Por lo tanto, gracias a
las proposiciones 9.24 y 9.25, ambas sucesiones convergen.

Por ultimo, como Sy, = Sg,,_1 + ag, y, por hipétesis, ag, — 0, entonces
lim Sg,, = lim Sg,,_1, luego S,, converge. o
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Ejemplo 9.70. Porlos ejemplos 9.3 y 9.18, sabemos que la sucesion {%}nzl
es decreciente y tiende a cero, luego, por el criterio de Leibniz, la serie ar-
monica alternante,

converge, de hecho, converge a In 2, como veremos mas adelante.

[se]
Ejemplo 9.71. La serie Z
n=1
a, = #, luego tenemos que a, — 0y ademds la sucesién es decreciente,

(-1)"

5 satisface las hipétesis del teorema, pues
n

por lo tanto, es convergente. Sin embargo, la serie de sus valores absolutos
es Y%, —=, la cual es una p-serie con p = %, que no converge
n=1 n1/3> 3> q ge.

Este ejemplo nos conduce a la siguiente definicién.

Definicién 9.72. Diremos que una serie Y, a, converge absolutamente si la
serie de sus valores absolutos Y |a,| converge.

Definicién 9.73. Diremos que una serie Y, a, converge condicionalmente si
la serie converge, pero no converge absolutamente.

Ejemplo 9.74. La serie armoénica alternante converge, pero la serie de sus
valores absolutos no, por lo tanto, podemos decir que converge condicio-
nalmente. Lo mismo sucede con la serie del ejemplo 9.71.

La serie 3, | <252 converge absolutamente, pues la serie de sus valores

(o)

absolutos es 377 |

%, que es una p-serie, con p = 6. Podemos verificar que
la serie converge usando el siguiente teorema.

Teorema 9.75. Si la serie Y, a, converge absolutamente, entonces converge.

Demostracion. Como —|a,| < a, < |a,| para todo n € N, entonces 0 <
ap+|a,| £ 2|ay|. Yaque Y, 2|a,| converge, y la serie ) a,+|a,| es de términos
no-negativos y estd acotada por una serie convergente, entonces también
converge.

Si escribimos a, = (a, + |a,|) — |a,|, entonces

Z a, = Z(an +lanl) - Z |anl,

que converge por ser la diferencia de dos series convergentes. o
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n,2
Ejemplo 9.76. Estudiemos el comportamiento de la serie 3 % Po-

. . . 2
demos preguntarnos si converge absolutamente, esto es, verificar si 3,77 ; %
converge o no. Para ello, usamos el criterio de la razén.

(n+1)2

. an+l ” 5n+l . 5” (nz + 271 + 1)
L= lim = lim =lim ———=
n—oo @, n—oo n? n—oo 5n+1n2
5n
o1 2 1 1
=lim-|1l+—+—]=-.
n—00 n nQ 5

Como L = % < 1, la serie de los valores absolutos converge, en otras pala-

_1\,,2
bras, 3> (15# converge absolutamente y, por lo tanto, converge.

Teorema 9.77. Si Y a, converge absolutamente vy si by, bg, ..., by, ... esun
reordenamiento de la sucesion {a, }, entonces la serie Y, b, también converge abso-
lutamente 'y ademds el limite de las dos series coincide

Zan = an-

La afirmacion de este teorema puede parecer innecesaria e incluso un poco
chocante para algunos, pues si estamos sumando los mismos términos, {c6-
mo es que cambiar el orden podria alterar el valor de la suma total? Es una
pregunta totalmente vilida, ya que siempre nos han dicho que al sumar, ¢/
orden de los sumandos no altera el resultado. Esto es cierto, siempre que este-
mos sumando un nimero finito de términos, pero cuando trabajamos con
una serie vemos que no necesariamente es el caso. Concretemos esta idea
con un ejemplo.

Ya hemos dicho que la serie arménica alternante converge condicional-

mente, de hecho, converge a In 2. Recuerde que la serie estd escrita en el

. . -1 n+1
mgmenteordenZ;":l( 72 :1—%+%—%+%—%+%+---.Hagamosun

reordenamiento que converja a 1/2, asi: empiece sumando términos posi-

tivos hasta que la suma sea mayor que 1/2, esto es, tome el primer término
Sy =1,

ahora stimele términos negativos hasta que la suma sea menor que 1/2

1 1
Sg=1-—-~=0.25
3 9 4 )

ahora simele el término positivo % para sobrepasar 1/2:

1

1
Sy=l-c—m4=
4 173

1
— ~ 0.583
2 b
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ahora simele términos negativos (recuerde que no puede cambiar los signos
de los términos de la serie inicial) hasta obtener una cantidad menor que

1/2:

1 1 1 1
———+--=x~0.416

2 4 3 6 ’

continde con este procedimiento indefinidamente. Note que lo que hemos
escrito son las sumas parciales desde S; hasta S5, las siguientes serdn:

S5=1-

S<;=1—%—i+%—%+%z0.616,

SN L O N
Sg=1—é—i+é—é+%—%+;20.634,

PR U R )
S“=1_%_i+é_%+%_%+%_%_ﬁ+6z0'562

Como la sucesién de sumas parciales converge a 1/2, entonces la serie con-
verge a 1/2.

En resumen, tomamos la serie arménica alternante y con este proce-
dimiento cambiamos el valor de convergencia de la serie, que originalmente
iba para In 2 y la hicimos converger a 1/2, de hecho, se puede hacer conver-
ger a cualquier nimero, extrafio {verdad? Efectivamente, existe un teorema
mas general, debido a Riemann, que dice, en pocas palabras, que dada una
serie condicionalmente convergente se puede alterar el orden de sus términos de tal
Jorma que la serie sume lo que queramos.

En conclusion, si la serie Y a, converge absolutamente, el teorema pre-
vio implica que cualquier reordenamiento de la serie converge al mismo
valor, lo que nos permite decir que la serie es sumable, en otras palabras, al
encontrar el valor al cual converge la serie se estd realizando la suma de todos
los términos de la serie. Pero si la serie en cuestion es condicionalmente
convergente, esto no es cierto.

Ejercicios 9.5

1. Pruebe que las siguientes series son condicionalmente convergentes.
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R (_1)n+1
DD o

n=1

2. Estudie la convergencia y convergencia absoluta de las siguientes se-

ries.
o (D"
a) Z N7 .
» Z( e

n=1

n! 2an

(2n+ 1)

(

d) Z( D'

n=1

e) Z( D'

n=1

N Y3,
n=1

3. Dado x € R, estudiar la convergencia de la serie Z

o0 nnl()
g) Z(—l) o
) Z( i

n=1

( 3)n+1
)Z n+4n "

n=1

) Z( 1)"1£

k) Z( 1"~ ( )

l) g( 1)n+1 2271—1
~ (2n)!"
SE—
— an + n?’

4. Determine si las siguientes series son condicionalmente convergentes,
absolutamente convergentes o divergentes.

- " 2"n!
a) Z(_l) 5-8-11---

n=1

0 3gn
b ZH)"""! .

n=1

) Z( 1)"

n=2

( 1)n+l
9) Z n?+9n -1

Z(_ )n+1 n+1 )
n=1 ~n3_1
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1 1
D=5+ 1
2 2 06
8 5+3 8+¥5 8 Tt 8 T T

. . . . . 1 1 1
. ¢Es posible determinar a qué valor converge la serie 1 + 1 — 5 — g +

1.1 _
6 T 67 !

). Sea 37 (=1)"a, una serie alternante, con a,, > 0, pruebe que si a, >
ay41 a partir de cierto indice N y a, — 0 cuando n — 0, entonces la
serie es de Cauchy (vea la definicién 9.15).

. Realice la prueba del teorema 9.77.

. Considere la serie dada después del teorema 9.77 y haga un reorde-
namiento, de manera que converja a 5.

. Demuestre el teorema de Riemann: toda serie condicionalmente con-
vergente puede reordenarse para que sea divergente, ya sea a —oo, a
+00, 0 converja a cualquier nimero real fijo s.
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Resumen - Series

Series de términos no-negativos

s Sia, 4 0, entonces la serie diver-
ge

» (Es geométrica?
S = ﬁ sifr] <1

s {Es telescopica?

= <{Esunap-serie? 3} "L,, converge

siysolosip > 1.

Series de términos alternantes

2(=D)"ay

Criterio de Leibniz Si
= a, > 0;
" a4y 2 dptl,
= ay — 0:

entonces la serie converge.

U

RRR

- - a
= Razén p = lim ==
n—oo

» Raiz p = lim /a,
n—oo
En los dos casos:

* Si p < 1, converge.
*x Si p > 1, diverge.
*x Si p =1, no decide.

= Raabe

Rzlimn(l—a"+1)<oo

n—oo an

* SiR > 1, converge.
* SiR < 1, diverge.
*x Si R =1, no decide.

Convergencia absoluta Si la serie
converge absolutamente, entonces

converge.

Radio de convergencia de la serie
de potencias ) a,z":

R=—,
0
donde p se halla por razén o raiz

= la serie converge absoluta-
mente para |z| < R,

= la serie diverge para |z| >
R.

U

Criterios de comparacion

» C. integral
s Comparacién directa

s Comparacién al limite
L= lim &

n—oo “n
*x L > 0, entonces Y, a, ~ >, b,
x L = 0ylade abajo converge,
entonces la de arriba conver-
ge.
* L = ooy la de abajo diverge,
entonces la de arriba diverge.

Series muy usadas
= Serie arménica Z% diver-
ge.
= Armonica alternante
o (71)n+1
> =In2.

n=1 n

x _ g0 gt
= e _Zn=0 n!
9
I2n+]

= senx =37 (—1)" Gy

<
IZn

= COSx = Z;O:o(_l)nm
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Las series de potencias son una herramienta muy ttil en el estudio del cdlcu-
lo, ya que con estas podemos hacer aproximaciones de valores de algunas
funciones que utilizamos en la practica, como sen(-), tan(-), ("), etc., pero
también construir nuevas funciones que preservan propiedades de continui-
dad, diferenciabilidad e integrabilidad, entre otras. Una serie de potencias
es una serie de funciones en la que cada suma parcial es un polinomio con
centro en un punto a (podriamos pensarlas como “polinomios de grado in-
finito”). Cada vez que es evaluada en un valor xy, se obtiene una serie (ordi-
naria) que puede ser o no convergente, luego cada serie de potencias define
una funcién cuyo dominio es el conjunto de puntos donde la serie conver-
ge. Esta funcién resulta ser continua, diferenciable e integrable, este serd el
objeto de estudio de la seccién 2 de este capitulo. También estudiaremos
el problema converso: dada una funcién que satisfaga ciertas propiedades,
{cudndo puede ser representada por una serie de potencias?, la respuesta la
daremos en la seccién 3 de este apartado cuando definamos las series de
Taylor. Pero antes, en la seccién 1, introducimos los polinomios de Taylor
asociados a una funcién para dar una primer acercamiento a estos temas.

1. Polinomios de Taylor

Existen muchas formas de aproximar una funcién f por medio de polino-
mios: interpolacion, funciones escalonadas, poligonales, spline, regresiones
polinomiales, etc., pero {qué propiedades de f heredan estas aproximacio-
nes? Buscamos polinomios que ademds de “parecerse puntualmente a f”
también compartan propiedades de continuidad, diferenciacién e integra-
cién, es decir, que podamos hacer célculos con dicho polinomio como si
lo hiciéramos con /. En esta seccién, introducimos el polinomio de Taylor
asociado a una funcién (siempre que tenga derivadas hasta de orden n en
algun intervalo abierto), sin embargo, en algunos casos el polinomio asocia-
do no aproxima a la funcién. Para nuestro consuelo, en muchas funciones
de uso corriente como sen(-), arctan(-), exp(-) el polinomio de Taylor serd
adecuado y “mads parecido a /7 siempre que el grado sea mayor.

{Para qué necesitamos aproximar una funcién que ya conocemos si ya
tenemos una férmula explicita? Para explicarlo, responderemos con otra
pregunta dsabe usted calcular (sin ayuda de una calculadora) el valor de
sen(+) para algin dngulo de un triangulo no notable, digamos 1 radidn, o

P/ . . . .
0.095 5 {/9? Evaluar un nimero en un polinomio requiere su-

el valor de ¢
mar y multiplicar (operaciones elementales), entonces si existe una buena

aproximacién de un polinomio a una funcién, también se puede hallar una
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aproximacion de los valores que toma esta funcién en términos de opera-
ciones elementales.

El lector seguramente ya sabe cémo calcular la ecuacién de la recta tan-
gente a una curva en un punto « (vea el grifico abajo izq.). Esta es un po-
linomio de grado 1 que coincide con el valor de la funcién y ademads su
pendiente es la primera derivada de la funcién evaluada en a. Mds preci-
samente, si la funcién / es diferenciable en un intervalo que contenga a un
punto a, la ecuacién de la recta tangente es t(x) = f(a) + f'(a)(x — a); ob-
serve que f(a) = t(a) y f'(a) = t’'(a). El polinomio de Taylor de grado n
de una funcién en el punto a extiende esta idea, pues es precisamente un
polinomio de grado n cuyas primeras n derivadas evaluadas en a coinciden
con las de /.

Los grificos de arriba ilustran un polinomio de Taylor de grado 1 (izq.) y
otro de grado 2 (der.) de una funcién f, ambos alrededor de un punto a.

11. Polinomio de Taylor alrededor de cero

Supongamos que y = f(x) es una funcién que tiene derivadas hasta de
orden n en un intervalo I alrededor de 0 (estas son las funciones suaves que
vamos a considerar). Buscamos un polinomio de la forma P(x) = ag+ajx +
- taya tal que PW (0) = f®)(0) parak = 0, ..., n,donde f O (2) := f(2).
Abajo a la izquierda calculamos las derivadas de P y a la derecha vemos la
relacién con las derivadas de f. Nuestro objetivo es hallar los coeficientes
a;.

P(x)=ay+ajx+---+a,x" ap = P(0) = f(0)
P'(x) = a1 + 2a9x + - - - + naya"! ay = P’(0) = f'(0)
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P"(z) = a9 + 6agx + - -+ n(n — 1 ayx" 2 a9 = P (0) = [”(0)
P () = 6ag + 24agx + - +n(n— 1)(n - ax"~? 6ag = P’ (0) = f'(0)

p® (x) =n! ay n!a, = P(")(U) :f(n)(o)

Si despejamos los coeficientes para k = 0, . . ., n, obtenemos
~ p(k)(())
T

Definicién 10.1. E/ polinomio de Taylor de / alrededor de 0 de grado n
se denota por P, o(x), d simplemente P, (x), y tiene la forma

f”(O) 2y f(”)(O)

n!

Py(z) = f(0) +f'(0)x +

Este ejemplo ilustra el caso (deseado) en que el polinomio de Taylor aproxi-
ma a la funcién y mejora a medida que se considera un polinomio de mayor
grado.

Ejemplo 10.2. Encontremos el polinomio de Taylor de grado n para f (x) =
sen(x) alrededor de & = 0. La funcién y las primeras cuatro derivadas eva-
luadas en x = 0 son:

de manera general,

J(0)= sen(0)= 0

/(0)= cos(0)= 1

£7(0)==sen(0)= 0 sen(")(O)—{O sin=9%,

127 O = - O :_1 = B " . ~ ~
1{(4)8: ;(:)rjgo;: 0 (-1)" sin=2—1.

ki

Note que Pq o coincide con Pj o y, en general, Py, o = Po_1 o, ya que el
coeficiente ag; = 0 para todo k. El polinomio de orden n = 2k + 1 es

_ 0 9 1 3 0 4 1 5 kaH
n()(x) 0+1- x+§x —gx +Z£C +al‘ + - '+m
x3 x5 1‘7 xf) b x2k+1
= r— o T S L —
R TR TR TR +ED G

Comparemos las grificas de la funcién f(x) = senx y los polinomios de
Taylor alrededor de cero de grado 1,3,5 y 7. Note que empezamos con
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P1,0(x) = x y seguimos con P o(x) = x — g;; el polinomio Py ¢(z) no se ha
incluido, puesto que coincide con Pj o(x).

y = sin(zx) y = sin(z)
-2 2

A continuacién Pj o(x) y P7 ().

2 2 R _ ~
3 5 o x
A oL T T
" y==x +
y=z— gt ETIETI T
1 1
y = sin(zx) K
0 s )
p RE] 0 n2 B - /2 0 m2 N
-1 y = sin(x) -1
-2 2

En este caso, entre mads alto es el grado del polinomio mejor es la aproxi-
macion, sin embargo, esto solo se cumple en vecindades del punto. Para
ser concretos, en el ejemplo de f(x) = senx, la aproximacién es buena
alrededor del origen, pero si nos alejamos de este las curvas ya no se parecen
tanto, como lo vemos en la siguiente grafica.

&€ @ x
2 LTI T ]
0
5T/ 2 ~2m -3m/2 = -/ 2 0 T2 3m/2 2m 5m/2

y = sin(z)

Ejemplo 10.3. El polinomio de Taylor de P, o(x) para f(x) = e*. Las
derivadas de ¢* siempre son las mismas

f(k)(l‘) = = f(k)(o) — 60 =1.
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Entonces,
1 1 1
o . — 2 — 3 ... — n
Poo=1+1 x+2! x+3!x+ +n!x
1 x2 "
=1+x+ o1 + + mE

1.2. Polinomio de Taylor alrededor de un punto

Suponga ahora que la aproximacién se hace alrededor de cualquier otro
punto x = a (fijo). Es decir que, dada una funcién f y un punto x = g,
buscamos un polinomio P tal que f(a) = P(a) y tal que las primeras n
derivadas coincidan, esto es, se satisfaga que f*(a) = P*(a) parak < n. En-
tonces, se requiere que la funcién tenga al menos derivadas hasta de orden
n en un intervalo abierto I que contenga al punto «; y para hallar los co-
eficientes del polinomio, lo expresamos en la variable x — a en lugar de .
Entonces calculamos las derivadas del polinomio, ast:

Px)=ay+ai(x—a)+---+a,(x—a)"
P'(x) = a1 +2a9(x —a) +- - + na,(x - a)”‘1
P"(z) = 2a9 + 6ag(x —a) + - +n(n — Da,(x — a)" 2

P (x) = 6ag +24as(x —a) +---+n(n—1)(n - Qay(x —a)" >

pm () =n!a,.

Luego, al evaluar el polinomio y sus derivadas en el punto @, obtenemos
relaciones que permiten hallar el valor de los coeficientes a;.

a0 =P(a) = f(a)

a1 =P'(a) = ["(a)
%ay = P"(a) = [ (a)
6az = P""(a) = /() 0 =

P® (q)
k!

n!a, = P™(a) = £ (a)

Definicién 10.4. Dada una funcién f con derivadas hasta de orden n en un
intervalo abierto I alrededor de un punto a, se define el polinomio de Taylor de



294 e« Series de potencias

grado n de f alrededor de a como

/" (a)
2!

f”’((l) (x—a)3+- . +f(ﬂ)'(a) (x_a)n.

N2
(x—a)“+ 3] -

Py o(x) = f(a)+/"(a)(x—a)+

Observe que el polinomio de Taylor de grado 1 de f coincide con su recta
tangente.

/ f(x)=y

I
I
I
I
I
I
I
a

Ejemplo 10.5. Encuentre el polinomio de Taylor de grado n para f(x) =
Inx alrededor de 1. Sabemos que

f(x) =Inx f(H=0
rw= fa=1
1/ (x) = —xig f7(1) = -1
/(@) = % £7(1) = 2!
[P () = —% (1) = -3
[ () = (—1)"“% ™) =(=1)"(n-1)!

Entonces, el polinomio es

Pui(2)=0+1-(a- 1)—21!@_ 1)2+%(x_ 1y?
R D P S Bl Ly
4! n!
2 3 4 n
:(V’C—l)—(x;l) +(x_81) _(1‘—41) +...+(_1)n—1(x_nl) ‘
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1.3. El residuo

Ahora bien, P, ,(x) aproxima de buena manera a la funcién f(x) en una
vecindad de x = a, pero P, , y f NO son iguales, sin embargo, queremos
que la aproximacién sea lo mds cercana posible a / y medir el error que
estamos cometiendo. Para esto, hallamos la diferencia entre P, , y f, que se
conoce como residuo o resto, mds precisamente

Rn,a(x) = f(x) _Pn,(l(x)- (10.1)

Nota 10.6. El residuo R, ,(x) —> 0 mds rdpido de lo que (x — a)" — 0
cuando x —> a, formalmente

Lo S@) = Pua)
i L0 = Paa @)

T—a (x — a)"

=0.

(
Para probarlo, aplique regla de L’Hopital n veces y recuerde que [P,l,a(x)]

£ (a), entonces

. Rn,a(x) . f(n) (l‘) - f(n) (Cl)
lim ————= =lim

z—a (x —a)" T ioa n!

=0.

1

Para encontrar una expresion para el resto’, empezamos definiendo la fun-

cién F(y) = f(x) = R, y(x) en otra variable y en el mismo intervalo I:

(n)
FO =/ @10~y - LD e a09)
Si derivamos con respecto a y, obtenemos
(n+1)
)=y

Por otro lado, definimos la funcion

G0 =F0) - (222)" P,

con lo cual es posible verificar que G(x) = 0 = G(a). Como la funcién G
es continua (épor qué?), por el teorema de Rolle, existe ¢ € (x, a) tal que

1Siguiendo las indicaciones de Apostol en [1].
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G'(c) =
— n -1
6'0) =) - Flae ) (£22)" ()
G'(¢c) = F'(c) +F(a)(n + 1)% =
_ Fo)(x - a)"!
=& =- e
~ f(”+1)(c) el
TS
Si combinamos esta expresién con la definicién de F dada en (10.2), tene-
mos
f(n+l) (C) n+l _
@9 =E@
’ (n)
=@ @ -0y LDy
n
= f(x) = Pn,a(x) +Rn,a(x);
donde
~ f(n+1)(c) el
Ry q(x) = TSI (x—a)"*. (10.3)

También existe una forma integral para el resto R, ,(x) que podemos de-
ducir de la siguiente manera. Sea

I, (x) _/ f(n+l)() t)n (10.4)

Entonces, podemos probar por induccién que para todo n > 1
f(x) - Pn,a(x) = In,a(x)-
En efecto, paran = 0,
1) = o) = 1 @)~ f@) = [ o

Como hipétesis de induccién, supongamos que para 0 < k < 7 se tiene

[ (@) = Pro(2) = I o (2).
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Ahora probamos que se cumple para el caso n-ésimo, para lo que proce-

demos a integrar [, , por partes, haciendo « = (’C t)" ydo = fO*D(1)dt,

O

entonces

(

Ly,o(2) = f(")(t)

Tr—a n
= —(Tf(")(a) + 1

=D o) (4 4 f (@) - Py a(x)

In,a(x) = f(x) - Pn,a(x)~
De donde f(x) = P, o(x) + I,,,4(x), o dicho de otra forma,

Rua(a) = / e oy (10.5)

. L. L. . (n+1) ¢
Observe que sim, M son el minimo y maximo respectlvamente de j% 5 S

[a, x], entonces podemos acotar el resto asi:

m/ (x-t)”dng,l,a(x)sM-/'(x—t)"dt.

Con los siguientes ejemplos, podemos verificar que el residuo converge a
cero mds rdpidamente que (x — )", cuando x — a, como lo dijimos pre-
viamente.

Ejemplo 10.7. Dada una funcién f(x) derivable en a € I, el primer poli-
nomio de Taylor de f alrededor de a es Py ,(x) = f(a) + f'(a)(x —a) y el
resto estd dado por

Riu(x) = f(2) = f(a) = ['(a)(x - a).

Ademds, el limite:

iy K200 _ g, /@)1 @

r—a (x —a r—a —-a
=/"(a) —f (a) =
Ejemplo 10.8. Si ademds f es dos veces derivable en a € I, el segundo
polinomio de Taylor para f (x) alrededor de a es Py ,(x) = f(a)+ /' (a)(x—
a) + fQM(x —a)? y el limite

i B2a@ @) - f(@) - @@ -a)  ["(a)

-/"(a)
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Si aplicamos la regla de [’Hopital para calcular el primer limite de la dere-

o L@ =@,
1m

a—a  2x-a)

cha, obtenemos

nuevamente por [Hopital

L @
r—a 2 2 7

con lo cual lim R2”’(a2) =0
r—a (x—a)

Ejemplo 10.9. Aproximemos el valor de V1.1 usando el polinomio de
Taylor de f(x) = V1 +x de grado 3 alrededor de ¢ = 0 y encontremos
una cota para el error cometido.

Comenzamos con las derivadas de f evaluadas en a = 0:

J(@x)=Vl+zx =/(0)=1
1 | 1
fl@) = g(1+a) =/'(0) = 5
[ =1+ —/"(0) = —}
@) = 1) =)= .
Entonces,
Pso(x) =1+ éx— %x2+%x3

y la aproximacion serd
1 1 1
VIT=/(0,1) % P00, 1) = 1+ (0, 1) = (0, )*+ 7£(0, 1)”
~ 1.0488125.

De acuerdo con la férmula (10.3), el residuo puede calcularse como

f4(6)

(= 0)*,

IR3,0(2)| =

donde ¢ es un nimero entre a y x. En este caso, como vamos a aproximar

. _7
£(0.1), consideramos 0 < ¢ < 0.1, y ya que f®¥(z) = —%(1 +x)72,
tenemos

0<c<0.1
l<c+1<1.1
(1.1)°% <(c+1)"% <1
15

15 _7 15 _7
1—6(1.1) 2 <1—6(c+1) 2 < T
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esto es |[f P ()] < %, lo que nos permite concluir que

(4)
IRg.0(x)| = /! (C)(0.1)4 (0.1)* = 0.00000390625.

16 4Y

Esto significa que la aproximacién es buena hasta 5 cifras decimales. Obser-
ve que al acotar el resto no fue necesario hacer el cdlculo explicito de la parte
izquierda de la des1gualdad lo cual tiene sentido, pues si podemos hacer el
cdlculo de (1.1)~ 2, no habria necesidad de hacer aproximaciones.

En resumen, podemos decir que si f(x) tiene derivadas de orden n en
un intervalo I que contiene a a, esto es, si f/(a), f”(a), ..., [ (a) existen,
entonces podemos escribir

0= L0 yir, ),

=0

y esta aproximacién “es buena’en proximidades de a. Deseariamos que
R, ,(x) — 0 cuando n —> oo, pero esto no siempre ocurre. Sin em-
bargo, para muchas funciones de interés el residuo disminuye y podemos
representar a la funcién con una serie, este es el tema de la seccién 3.

Ejercicios 101

1. Halle el polinomio de Taylor de f de grado n alrededor del punto «
en los siguientes casos

a) f(x)=2x+1,n=1,a=0. ) f@)=+vx,n=4,a=1.
b) f@)=22+1,n=1,a=1. g f@)=Rx,n=2,a=0.
c) f(x)=312—2x+2,n=1,a=0. h) f(;r):(‘osx,nzl() a=0.
d) f(2)=812-2+2n=20a=0. O f@)=1,n=8a=0.
e) f(x)=822-2+2,n=2a=2. j) f(z)= 1+Iz,n 6,a=0.

2. Calcule Py ( para f(x) = cosx.

8. Calcule Py_1,0y Ps5,0(x) para f(x) = tan~! ().

4. Aproxime la funcién f(x) = usando el polinomio de Taylor

2+x
de grado 4. Después, aproxime \/% y encuentre una cota para el error

cometido.
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5. Encuentre el polinomio de Taylor de grado 3 para f(x) = xInx, al-
rededor de a = 1. Después, aproxime el valor de %ln (%) y calcule el

error cometido.

6. Encuentre el polinomio de Taylor de grado 4 para f(x) = Inx alrede-
dor de a = 1. Después, aproxime el valor de In (2) y calcule el error
cometido.

2. Series de potencias

Las funciones que mds usamos en el cdlculo son aquellas que son continuas,
derivables y/o integrables en algiin subconjunto de su dominio, pero nuestro
acervo de funciones es muy limitado, contamos con las funciones elemen-
tales que se obtienen al sumar, multiplicar, dividir y componer: polinomios,
funciones exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, trigonomeétricas in-
versas y radicales. Seguro usted sabe que f(x) = e~ no tiene antiderivada
en términos de funciones elementales, pero que si tiene antiderivada y la po-
demos expresar como una serie de potencias. Entre otras cosas, estas series
sirven como herramienta para construir nuevas funciones (no elementales),
por eso también son utilizadas para el estudio de ecuaciones diferenciales no
lineales. Por tltimo, algo muy importante: algunas también son derivables,
integrables y continuas. También podemos representar funciones elemen-
tales en términos de series de potencias, pero ahondaremos en este aspecto

en la siguiente seccién.

Definicién 10.10. Una serie de potencias (real) en la indeterminada x alre-
dedor de un niimero real a es una serie de la forma

Zai(x—a)i =ap+aj(x—a)+---+a(x—a) +---, (10.6)
1=0

donde todos los coeficientes a; son niimeros reales. Para el caso en que a = 0, tenemos
una serie de potencias alrededor de cero

[ee)

Zaixi=a()+a1x+~--+aixi+---. (10.7)
=0

Una serie de potencias induce una funcién, cuyo dominio son los valores
que puede tomar la indeterminada x que hacen a la serie convergente. En-
tonces, se hace importante determinar el conjunto de convergencia de una
serie de potencias.
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Ejemplo 10.11. La serie geométrica del ejemplo 9.37 es una serie de po-
tencias en la variable r alrededor de cero y es convergente tinicamente para
|r| < 1. Ademds, la suma de la serie es

n=0

Ejemplo 10.12. Sireemplazamos r por (x — a), tenemos una serie de po-
tencias alrededor del punto a

=
;u—a) “TTa—o

y esta serie también es vdlida para [x — a| < 1. Por ejemplo, en el caso en
que a = 5,

S . 1 1
2= = T = o

n=0
la expresion es vdlida cuando | — 5| < 1, es decir, para x € (4, 6).
Ejemplo 10.13. Ahora calculamos una serie de potencias alrededor de un

punto adecuado que converja a la funcién f(x) = ﬁ en algun intervalo.
Lo que debemos hacer es escribir esta expresion en la forma ﬁ, esto es,

1
242 1—-(=z-1)’

para verla como una serie geométrica; en este caso, la razén es (—x — 1) =
(=1)(x + 1). Entonces, la serie queda

S 1@ 1y = o

T 2+«x
n=0

y es vdlida para | —x — 1| < 1, es decir, para -2 < x < 0.

Note que en los ejemplos que hemos presentado, se calculé el intervalo
para el cual la serie de potencias es convergente. Si observa con mas deteni-
miento en los tres ejemplos anteriores, notard que el intervalo es simétrico
con respecto al punto . Como veremos, esta no es una propiedad exclusiva
de las series de potencias que provienen de las series geométricas.

Supongamos que la serie 3 ; a,¢" converge para un niimero real ¢ fijo,
por el teorema 9.46, tenemos que a,¢" — 0. Esto implica que, para e = 1,
existe un N € N tal que |a,c"| < 1 paratodo n > N, o equivalentemente
la,| < ﬁparan > N.
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Veamos ahora que la serie 3. @,2" converge para todo x tal que |x| < c.
Para tal x, la serie de los valores absolutos estd dada por

C A' ir
|aol + larz] + aga®| + - -+ + |aya™ | + laya ™+

y para k > N se tiene que |gat| < ﬁ|x|k, lo que significa que a partir

1 . k . .
del indice N podemos acotar cada término por |i—r| , asf que la serie de los
valores absolutos estd acotada por

N+1
+oee,

|‘1:|1\/v |x

4 4

ue es una serie geométrica, donde la razén es £, y converge, puesto que
C

|‘f| < 1. Asi que la serie
converge.

oo

o 0 @nx” converge absolutamente y, por lo tanto,

Por otra parte, supongamos que la serie diverge para x = d y probemos
que diverge para cualquier valor de x mayor que d. Supongamos por con-
tradiccion que existe un b > d tal que la serie converge para x = b. Por
el razonamiento anterior, si la serie converge para b, también lo hace para
cualquier valor de £ menor que b, en particular para d. Pero es imposible
que una serie sea convergente y divergente en un punto al mismo tiem-
po. Luego, la serie debe diverger para cualquier x > d. Hemos probado el
siguiente teorema.

Teorema 10.14. Sila serie de potencias 3., , a,x" converge para x = c, entonces
converge para cualquier x tal que |x| < c, y si diverge para x = d, entonces diverge
para cualquier x tal que |x| > d.

Este teorema nos muestra que dada una serie de potencias alrededor de
cero es posible encontrar un intervalo donde la serie converge y que fuera
de €l la serie siempre serd divergente. Como ejercicio, pruebe la versién del
teorema para series de potencias alrededor de a.

Definicion 10.15. Para una serie de potencias 3. a,(x — a)", definimos el
radio de convergencia como el niimero R > 0 tal que la serie converge para x,
con |x — a| < R, y diverge para |x — a| > R. Si R = 0, diremos que la serie
converge tinicamente para x = a (la serie siempre converge a ag en x = a). En
el caso en que R = oo, la serie converge para toda x. El comportamiento en los
extremos del intervalo a + R v a — R puede ser convergente o divergente vy se debe
estudiar individualmente. En cualquier caso, el conjunio de valores que toma x para
los cuales la serie es convergente es un intervalo que se conoce como intervalo de
convergencia.
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El siguiente teorema nos muestra cémo encontrar el radio de conver-
gencia de una serie.

Teorema 10.16. Teorema de Cauchy-Hadamard. Dada la serie de potencias

(o)

alrededor de cero Z a,z", su radio de convergencia R se puede obtener de alguna
n=0
de las dos formas siguientes

1 1

R=—— R=——-—.
Nota 10.17. La primera forma tiene sentido para R > 0, mientras que la se-
gunda tiene sentido si R < oo. Note ademds que las dos expresiones para R tienen
en el denominador el factor p, que usamos al aplicar los criterios de raiz y razén
(respectivamente); la eleccion adecuada para R dependerd de la forma de a,. Por
ejemplo, si en a, hay presencia de factoriales, conviene usar la segunda expresion
(criterio del cociente).

Otra observacién importante es que originalmenie se debe tomar el limite supe-
rior lim sup,,_, o W en lugar del limite, que corresponde al mayor de los limites
de las subsucesiones convergentes de {a,}. Pero si la sucesion {a,} es convergente,
los dos limites coinciden.

Si el limite en cuestion es +co, entonces el radio de convergencia serd R = 0, lo
que quiere decir que solo converge en un punto. Mientras que si el limite es cero, se
tiene que R = +co, teniendo asi que la serie converge para todo mimero real.

Por iiltimo, el teorema también es vdlido para series de potencias de la forma
> ay(z—a)". En ese caso, diremos que la serie converge absolutamente para |z—a| <
R vy diverge para |z — a| > R.

A continuacién vemos ejemplos de cémo calcular el radio de convergen-
cia utilizando el teorema de Cauchy-Hadamard y cémo obtener el intervalo
de convergencia utilizado algunos resultados previos de convergencia de se-
ries.

(o)

Ejemplo 10.18. Para determinar el radio de convergencia de la serie Z z",

n=0
usamos el criterio de la raiz asi
- L 1
p=lim V=1, luego R=—=1.
1n—00 p

Entonces la serie converge para |x| < 1, que coincide con la convergencia
de una serie geométrica.
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{Qué podemos decir del comportamiento en los extremos’ Cuando x =
—1, la sucesién correspondiente es la alternante 1, -1, 1, , donde
las sumas parciales son 1,0, 1,0, ..., esto es, la serie dlverge. Para T =
1, la sucesion es constante 1, 1, 1, ... y las sumas parciales van creciendo
1,2,3,4,...,loque quiere decir que también diverge. Asi que el intervalo
de convergencia es (-1, 1) y el radio de convergencia es 1.

Ejemplo 10.19. Encontremos el intervalo de convergencia de la serie

Z(—l)"(4x + 1)", nuevamente usando el criterio de la raiz. Note que es
n=0 )
necesario re-escribir el término n-ésimo para aplicar el criterio. Como (—1)" (4x+

" =(-1)"4"(x + %)", entonces, por el criterio de la raiz,

= hm VI(=1)"4n| = hm \V4r| =4,

con lo cual
Y
p 4
y asi la serie converge para
BRI
4| 4

o equivalentemente —% < x < 0. Analicemos los extremos:
m parax = —%, la serie queda Y, (=1)"(=1)" = ¥, 1, que es divergente.
s Parax =0, la serie es ),(—1)", que también diverge.

Luego, el mtervalo de convergencia es (—g 10). Note que el centro del in-
tervalo es _Z y el radio de convergencia es }‘.

También es posible hallar el intervalo de convergencia y luego deducir
el centro y el radio, de la siguiente forma:

p = lim {/|(-1)"(4dx + 1)*| = [4x + 1].

Y, por el criterio de la raiz, la serie converge siempre que p < 1, lo que se
traduce en

[4x+1| <1

-1 <4x+1<1

—%<x<0,
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que coincide con la solucién dada previamente. Esto es particularmente util
cuando el término n-ésimo de la serie no estd escrito explicitamente como
a,(x — a)", pero en el fondo es exactamente lo mismo. Observe que la di-
ferencia entre los dos métodos radica en escribir o no la variable £ cuando
se calcula el limite. Si no se escribe, encontramos el radio R usando el teo-
rema de Cauchy-Hadamard; mientras que si se escribe la x, encontramos p
y hacemos que este sea menor que 1. En los ejemplos siguientes, usaremos
cualquiera de los dos métodos, segtin resulte mds conveniente.

Ejemplo 10.20. Usaremos el criterio de la razén para encontrar el intervalo

oo

nxn
n+2°

de convergencia de la serie Z
n=0

a1l _ (n+ Dz n+2  (n+ D)(n+2)|x|
la,] n+3 nlan| n(n + 3)

Calculando el limite cuando n — oo, tenemos

e

|z = |x| < 1,
n—eo 1(1+§)

asi el intervalo es (=1, 1). Veamos el comportamiento en los extremos:

n(=1)"
n+2

» parax = —1 la serie queda ), que diverge ya que su término

n-€simo no va para cero.

n

» Parax =1laseriees ) que también diverge por la misma razén.

n+9’
s 1‘2”+1
Ejemplo 10.21. Estudiar la convergencia de la serie Y
ol
BN P B R
n—e la,|  (n+ D!z2+l n+1

Como en este caso p = 0 < 1 sin importar el valor de z, tenemos que la
serie converge para todo x, o que el intervalo de convergencia es (—co, o).

a (4x _ 5)2n+1

Ejemplo 10.22. Estudiar la convergencia de la serie Z 379 . Por
n

n=1
el criterio de la razon,

lim Ian+1| _ |4£C _5|2n+3 n3/2

n—co |, - (n+1)3/2 |4x_5|2n+1

3/2
Iim |4x—5|2( " ) = 4z - 52,

n— 00 n+1

Jel
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Haciendo p < 1, encontramos que

4z -5 <1
-l1<4x-5<1

3
1 —.
<x<2

Veamos el comportamiento en los extremos:

-1 2n+1

: 1 : 3
= six = 1, tenemos ), (na—/z = — X —33, que es una p-serie con p = §
y, por lo tanto, converge.
. 2n+1
= Six= %, tenemos ., 1”57 = #, que es convergente.
Asi, el intervalo de convergencia es [1, %]
(o8]
Ejemplo 10.23. Para encontrar el radio de convergencia de Z nlx" uti-
n=0
lizamos el criterio de la razon.
) Ansl ) n+1)!
o= hmM: lim u:+C>o:>R:O,
n—oo |a, n—co  pl
lo que significa que la serie converge inicamente para x = 0.
© n4n+1
Ejemplo 10.24. Encontremos el intervalo de convergencia de Z Tﬂx"
n
n=0

Esta vez usamos el criterio de la raiz:

1
n4n+1 n4+;

p = Jim Vel = Jim [y = Jim, o =0,

) 4n2+l n—00 gn+y

lo que implica que R = 400, esto es, la serie converge para cualquier valor
de x.

> (_1)n+1
Ejemplo 10.25. Encontremos el intervalo de convergencia de Z 3—96".

n

n=0
Usando el criterio de la raiz o de la razén, encontramos que p = 1, asi que
R =1y la serie converge para —1 < x < 1. Verifiquemos la convergencia
en los extremos:

. 0 (_1)n+l sl (_1)2n 11
= parax = —1,la serie es Z —(-D"= —Z -~ 7 = Z -,
n=0 n n=0 n 3 n=0 n

que diverge.
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)n+l

1 I w— (=1)"
s Para x = 1, tenemos HZ(:) - —()'= -3 Z:(:) D , que es la ar-

monica alternante y ya sabemos que converge.

Asi pues, el intervalo de convergencia es (-1, 1].

(_1)n+1 (JC _ 4)n

Ejemplo 10.26. Estudiemos la convergencia de la serie Z

n7n
n=0

Por el criterio de la raiz,

1 1 1

= lim y/— = = lim — = =
p n—oo \ n'7n 7 n—oo pl/n 7’
entonces R = 7, y la serie converge para -7 < x —4 < 7, o mejor para
-3 < x < 11. Veamos el comportamiento en los extremos:

i 1 n+1 7\ ©
s parax = —3, la serie es Z % - Z , que diverge.
n=0 n=0

1 n+l 7\ 1)
» Parax = 11, la serie queda Z w Z =D , que con-

n=0
verge.

Concluimos que el intervalo de convergencia de la serie es (=3, 11].

Finalizamos esta serie de ejemplos con uno en que se ilustra la necesidad
del limite superior en el teorema de Cauchy-Hadamard.

Ejemplo 10.27. Encuentre el radio de convergencia de la serie Z il

Podemos proceder de dos formas, la primera sin escribir R e mduyendo la
x en el término a,: por el criterio de la razén, tenemos

3
1\% 1

= Jim ("+ ) “laf?
n—oo \ 70 3

implica |z] < V3. Esto significa que el radio de convergencia es R = V8.

(n + 1)3x3n+3
3n+1

3”

p= lim n3x3n

n—oo

La segunda forma es usando el teorema de Cauchy-Hadamard. Note que
el denominador de R es precisamente p del criterio de la raiz o de la razén
sin incluir la variable x. El problema es que

L sik=3n,

ap=13

0 en otro caso.
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De hecho, no podemos usar el criterio de la razén, porque es necesario
dividir por términos sucesivos y algunos de los a; son cero, asi que conviene
usar el criterio de la raiz. Cuando k es muiltiplo de 8, tenemos que

. 3 1
[N
lim J|a;| = lim \/—:—‘
k1—>oo | kl n—00 3” \3/3

Pero cuando % no es multiplo de 8, tenemos que +/|a;| = 0, asi que se hace
necesario usar la definicién con limite superior. Como

] i 1
lim sup v/|a;| =

k—o0 \3/§,

entonces el radio de convergencia es R = V3.

2.1. Propiedades

La importancia de las series de potencias radica en que estas se dejan deri-
var, integrar término a término y son continuas, al menos en su intervalo
de convergencia. Esto puede ser muy titil, por ejemplo, en el caso de fun-
ciones con integrales no elementales, tal es el caso de la funcién f(x) = e
si se conociera una serie de potencias que la represente, podriamos hallar
una antiderivada, en términos de una serie de potencias, por supuesto, o
podriamos hallar una integral definida en algin intervalo adecuado. Con
esta motivacion en mente, veamos algunas propiedades para el manejo de
las series de potencias.

Teorema 10.28. Dadas dos funciones representadas por series de potencias alre-
dedor del mismo punto f(x) = 2> g an(x —a)* y g(x) = X7 by(x — a)", es
posible definir la suma vy producto por escalar en la interseccion de los intervalos de
convergencia como

1 f(@)+g(@) = ) (e +by)(x—a)",

n=0
2 Af(x) = Z Aay(x - a)™.
n=0

Suponga, por ejemplo, que queremos encontrar el desarrollo en series de

3x -7
22 —4x+38

potencias de la funcién f(x) = . Comenzamos descomponien-

do f en fracciones parciales

3x -7 1 2 1 2

2 dz+3 z-8 1-1 8(1-2) I1-z'
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Ya que cada fraccién se puede ver como una serie geométrica con razones
¥ y @ respectivamente, tenemos que

1 (o) n (o] )

52 (3) 22
n=0 n=0
—Z (—3nl+1 + 2) ",

Donde la igualdad es vdlida en la interseccién de los intervalos de conver-

f(x)

gencia, esto es, para |x| < 1.

El siguiente resultado nos dice que podemos derivar una serie término
a término, lo que usualmente se conoce como derivada formal, en el senti-
do en que no se hace cociente de diferencias, pero se usa la derivada de un
polinomio (aunque nuestras sumas no son finitas) y el paso al limite. Estos
teoremas tienen una versién mds general para funciones de variable com-
pleja, sus demostraciones estdn fuera del alcance de este texto, por eso no se
incluyen, pero si mostramos una gran variedad de ejemplos que nos revelan
el uso de estas potentes herramientas para el cdlculo con series.

[ee)

Teorema 10.29. Considere la funcion definida por [ (x) = Z a,(x —a)", con
n=0
radio de convergencia R > 0. Las siguientes afirmaciones son ciertas para todo

punto interior del intervalo de convergencia:

(1) [ es continua.

(i) [ es derivable y

(9

f1@) =) nay(x-a)",

n=1

que se conoce como derivada formal o derivacion término a término.

(iii) [ es integrabley, para |x — a| < R,

/a f(@)dt = ;)/a“an(t —a)"dt,

esto es, se puede integrar término a término.

Note que se ha dicho que las afirmaciones son vilidas para puntos interiores
del intervalo de convergencia, en el sentido topolégico, pero para nuestro
caso, lo que quiere decir es que el comportamiento en los extremos sigue
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siendo incierto. Lo que si se sabe es que al derivar no se pueden ganar ex-
tremos y al integrar no se pueden perder extremos del intervalo de conver-
gencia. Precisaremos esta idea con unos ejemplos.

(o8]

n
Ejemplo 10.30. Empecemos con la serie de potencias Z x_' Para hallar
n!
n=0

su radio de convergencia, aplicamos el criterio del cociente p = lim =l =
n—oo

lim — = 0, que implica R = oo, entonces esta serie define una funcién
N300 n+1 ’

continua cuyo dominio es R, digamos f(x). Ahora la derivamos, teniendo
en cuenta el teorema 10.29, obtenemos

o0

=3 Z(n_l), S =f@.

n=1 n=0
{Conoce alguna funcién continua en el conjunto de todos los niimeros reales
tal que f(x) = f’(x)? si conoce una, ilas conoce todas!

f(x) debe serdelaforma ¢*+C.

Para hallar la constante C, evalue la serie en 0, el valor mds sencillo, entonces

f(0)y=1y eO+C:1:>C:0,luego
nO

Verifiquemos ahora que la integral de la exponencial es ella misma:

n+l

/f(x)dm-/Z—dx-Z/—dz n‘(n+1) +C
:;(Zfl)‘ Z_+C

n=0

Note que la dltima igualdad se tiene gracias a la constante de integracion.

X

. . .. x
Ejemplo 10.831. Consideremos la funcién f(x) = Z —. Para encontrar
n
n=1
el radio de convergencia, usamos el criterio del cociente o de la raiz y obte-

nemos p = 1, de lo cual concluimos que R = 1. Analicemos los extremos
del intervalo:

» siz=1,laserices 3 %, que diverge.

= Six = -1, la serie es la arménica alternante, que converge.



Series de potencias ¢ 311

Asi pues, el intervalo de convergencia de f es [-1, 1). Al derivar término a
término, obtenemos

0 n—1

fl@)= 3 == ixl

n=1 n=1

El radio de convergencia es el mismo, pero el comportamiento en los ex-
tremos puede variar, de hecho,

» six =—1, la serie es Z;’;l(—l)”*l, que diverge.
» Siz=1,laseriees 377 1, que también diverge.

Esto significa que el intervalo de convergencia de f’(x) es (-1, 1), lo que
confirma la afirmacién siguiente al teorema: al derivar no se pueden ganar
extremos (pero si se pueden perder).

Analicemos ahora la integral término a término:

veamos el comportamiento en los extremos:

[0

1
» six =1, la serie queda Z ——— + C, que es convergente.
“ n(n+1)
0 -1 n+l
s Sixz = -1, laserie queda Z L + C, que es absolutamente con-
~ n(n+1)

vergente,

lo que muestra que el intervalo de convergencia es [—1, 1]. Confirmamos,
asi, la segunda afirmacion: al integrar no se pueden perder extremos (pero si se
pueden ganar).

[

(n+1)

x".iEs esta
2n+l

Ejemplo 10.32. Encontremos la suma de la serie Z

n=0
una serie geométrica o se parece a una geométrica? Podriamos pensar en
re-escribirla, dejando como razén g, el problema es que no es posible “aco-

modar”el factor (n+1). Podemos pensar también que el término (n+1)x" es

n+1

precisamente la derivada de £"*", asi que empezamos reindexando la serie

o 7 I — AN
para obtener Z yx"_l =5 Z n (5) , que claramente es la derivada de
1

n=1 n=
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. x\"n 1 9
la geométrica (5) , que converge a 7—r = 3= para |x| < 2. Entonces
E , Z :
n=1
derivamos esta ultima funcién para obtener

Z (n + 1) 2
9n+l (2 _x)2

para todo x tal que |z] < 2.

El ejemplo anterior nos muestra las manipulaciones algebraicas que a
menudo son necesarias para usar la teoria de series de potencias con el ob-
jetivo de encontrar las sumas de tales series.

Adicionalmente, para series centradas en cero, tenemos el siguiente re-

sultado.
Teorema 10.33. Sea f(x) = Z a,x". Entonces,
n=0
1 f(Ax) = Z a,(Ax)" = Z apA"x" siempre que x y Ax estén en el inter-
n=0 n=0
valo de convergencia de f.

2 f(@V) = Z an(zV)" = Z anx™" para todo x'y xN en el intervalo de con-
n=0 n=0
vergencia de f.

En la introduccién de esta seccién, mencionamos que con el uso de series de
. 1 2

potencias podemos encontrar una antiderivada de la funcién e*”, lo haremos

aplicando este tltimo resultado y el ejemplo 10.30.

Ejemplo 10.34. Mis precisamente, como tenemos la representacién en

series de potencias de la funcién exponencial f(x) = e* = 3. ) %5, podemos

afirmar que

g(x) _ e f(xﬁ) _ Z (IZ)n i xQn .

|
! n=0 e

_ oo 2
Como nuestro objetivo es encontrar una primitiva de ¢*”, procedemos a
integrar término a término

[271 2n+1
/0 th_z‘/ n'(2n+1)
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Ejemplo 10.85. Suponga que queremos encontrar el desarrollo en serie
de potencias de f (x) = arctan (§). Usemos la informacién que ya tenemos,
esto es,

arctanz + C = / dx—/Z( —22)"dx

o (D" o

AL
n=0 n

siendo vdlidas estas igualdades para |x| < 1. Por el teorema 10.38, afirma-
mos que

arctan (E) +C = 0 é;i_)z (_)2n+1 3 Z (27(1 +li)4n ol

n=

para |%| < 1, esto es, para |x| < 2.

© (_1)n+1x5n

Ejemplo 10.86. Consideremos la serie Z . El teorema 10.33

n!
n=0
sugiere que podemos hacer el cambio de variable ¢ = 27, con lo cual la serie
queda
1 n+ltn 0" 5
Z( ) Z( A
n=0 n=0
Ejemplo 10.37. Verifiquemos la igualdad ¢ (x + x Z —. Partimos
=1
de la serie de la exponencial y multiplicamos por x y por xz respectivamen-
te:
i " R nxn—l & " 1
)
] ] — 1)
n=0 " n=1 " 1 (n D
’ ad "
zxe® =
; (n—1)!

:Z(n—l)‘ Z(n—Q)"
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entonces

et (x + x2) =

Me

xn xn
=1 +Z‘ n—2)!

n = n—l)x

"
|

[n+n(n-1)] "

1

=
Il

Ms

=
Il
—

s

=
Il
—

C
nzxn

n!

3
U
N}

Ejercicios 10.2

1. Encuentre el radio de convergencia de las series de potencias. No ol-
vide verificar el comportamiento en los extremos.

a) Z( 1z:+1 — k)" ) i%x

n= n=1

S 7’L4 2n S 0 n
b) ZS—x . N D Ana,

n=1 n=1

S n - S n,.ne
0 212 (=20 g) Z()(—Q)x?.

-1)" n S n

d) ZO%IQ . h) Zln(n+l)x .

2. Use el teorema de Cauchy-Hadamard y su versién con limite superior
para encontrar el radio de convergencia de la serie

X x2 1‘3 x4 1‘5

=gt 7+t 1ot

3. Exprese la funcién f(z) = ﬁ como una serie de potencias y encuen-
tre su radio de convergencia.

4. Dadas dos series absolutamente convergentes 3 a; y 3. b, se define el
producto de Cauchy como

i a; (i bk) = (i cn) , donde ¢, = i ayb,_p.

j=0 k=0 n=0 k=0
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11.

. Encuentre la serie de potencias para f(x) =
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Use esta definicién y el resultado del ejercicio anterior para encontrar
una expresion en serie de potencias de la funcién g(x) = ﬁ; y

encuentre también su radio de convergencia.

. Encuentre una expresion en serie de potencias para la funcion f(x) =

m y su radio de convergencia (sugerencia: descomponga en frac-
ciones parciales).

. Encuentre la expansion en serie de potencias de % y su radio de

convergencia.

. Considere la serie de potencias de f(x) = senx y verifique que su

derivada coincide con la serie de potencias para cos x.

. Desarrolle en serie de potencias las siguientes funciones.

a) f(x) = m d) f(z) =sen®z.

by f(x) = Tl)zz e) f(x) = arcsencx.

¢) f(x) = e%. /) f(x) = arctan(bx).
2a—1

5o g (Sugerencia: use

fracciones parciales).

[Se]

Encuentre la suma de la serie Z n(n+ 1)z".

n=1

Para m € R, definimos la serie binémica como

(1+a)" =y (’”)x 2] < 1,
n

n=0
donde
(m) 1 (m) . m(im—1)--+(m—(n-1)) paran > 1.
0 n n!

a) Muestre que si m es un entero, la serie es una suma finita.

b) Utilice el criterio de la razén para verificar que la serie converge
para |x| < 1.

¢) Verifique que

mm—1) o mm-1m-2) 3

1+)"=1+mx+ 179 x5+ 9.3
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12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

Series de potencias

Use el ejercicio anterior para aproximar V405. Puesto que 400 es el
cuadrado perfecto mds préximo a 405, escriba

1
2
V405 = V400 + 5 = 20 (1 + %)

. . . ] 1
y aplique (c) del ejercicio anterior, conx = g5 y m = 5.

Usando la serie binémica, encuentre un valor aproximado para V99.

Encuentre el desarrollo en serie de potencias para (1 + 2)~!, consi-
derdandola como una serie binémica, y compare con el resultado ya
conocido.

Utilice propiedades de logaritmo para

a) encontrar el desarrollo en serie de potencias para In (}%ﬁ)

b) HallarIn2, In3, In8, In6.

Utilice el teorema 10.29 y la serie de potencias del ejemplo 10.34

: Do
para aproximar e dx.
0

Asumiendo que la funcién f(x) = senx estd representada por la serie
_ 1)71127&1

de potencias de ZO ((Q,I—H),,
n=

a) halle el radio de convergencia de la serie.

b) Represente la funcién cos x por medio de una serie de potencias.

1
¢) Halle una aproximacion para la integral / senx?dz.
0

d) iQué serie podria representar a la funcién *3-? ¢Cudl podria ser

una antiderivada de esta funcién?

Demuestre la version del teorema 10.14 en el caso de una serie de
potencias alrededor del punto a.

3. Series de Taylor y Maclaurin

Si una funcién f tiene derivadas de todos los 6rdenes en un intervalo al-

rededor de un punto a, podemos definir una serie de potencias tal que su

k-ésima suma parcial sea el polinomio de Taylor de orden k alrededor del
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punto a. No siempre la serie de Taylor asociada a una funcién f converge
a la misma funcién f. En los casos en que la serie de Taylor asociada a f
converge a / resulta de mucha utilidad para manipular la funcién f, por
fortuna, esto ocurre en muchos casos prdcticos. Entre las aplicaciones de las
series de Taylor que discutiremos estd la de hallar series de potencias que
converjan a nimeros irracionales, lo cual nos permite hacer aproximaciones
numéricas. Utilizando los resultados del teorema 10.29, podemos hallar la
serie de Taylor de funciones con integrales no elementales y hallar sus in-
tegrales definidas en términos de series.

Definicién 10.38. Suponga que | tiene derivadas de todos los drdenes en todo
punto de un intervalo abierto con centro en a. La serie de Taylor de [ alrededor
de a es la siguiente serie de potencias

x £k
Ty ,q(x) = Zw(x—a)k, (10.8)

!
k=0 k!

donde f® (a) es la k-ésima derivada de [ evaluada en el punto a'y (0 = f.

Nota 10.89. Cuando trabajamos alrededor de cero, la serie de Taylor de | se
conoce como serie de Maclaurin de f.

Observe que, para todo k£ > 0, la k-ésima suma parcial de la serie de
Taylor coincide con el polinomio de Taylor de grado £ alrededor del mismo
punto.

Supongamos que f es una funcién que tiene derivadas de todos los 6r-
denes en un intervalo que contenga un punto «. En la seccién 1, definimos
su polinomio de Taylor de grado n alrededor de x = a y su resto como

n (k) a
Pra@ = Y0ty R = f@) - P,
k=0 ’
Ahora bien, si R, , — 0 cuando n — oo, la funcién f serd representada por
su serie de Taylor. Escribimos

2, Fk)
f@ =31 oy
k=0 ’

y también decimos que la serie de Taylor generada por f alrededor de «
converge a /.

Inmediatamente surge una pregunta: {cudando una funcién estd repre-
sentada por su serie de Taylor? los siguientes criterios?, que presentamos

28eguimos la notacién del libro de Apostol, [1] capitulo 11, donde también se puede
consultar su demostracion.
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sin demostracién, responden parcialmente esta pregunta, pero desafortu-
nadamente no se conoce un criterio necesario y suficiente.

Teorema 10.40. Sea [ una funcién con derivadas de todos los ordenes en un
intervalo abierto I con centro en a. Si existe una constante M > 0 tal que

@) < M
para todon > 0y cada x € I, entonces f(x) = Ty ,(x) para todo x € I.

Ejemplo 10.41. Determinamos que la serie de Maclaurin de la funcién
exponencial f(x) = e¢* converge a f. Sea I = (—c, ¢) un intervalo abierto
(fijo). Como |f ™ (x)| = ¢* v [ es creciente, podemos considerar M = ¢°,
entonces

n
(@) =" < (ec) para todo x € I,

T > Yo . . . L.
luego e* = L. Como esto ocurre para cualquier intervalo simétrico al-
n!
n=0
rededor del origen, Ty o = e para todo numero real .

Ejemplo 10.42. Como ejercicio, aplique el teorema 10.40 y compruebe
que la serie de Maclaurin de f(x) = senx converge a senx para todo x real,
es decir que

P I VA ' p2k-1
senxzx—§+ﬁ—ﬂ+m_...+(_1).m_,_...

Teorema 10.43 (Bernstein). Sea | una funcion con derivadas de todos los or-
denes en un intervalo cerrado I = [0, ¢). Si f(x) = 0y f™(x) > 0 para todo
n > 1ytodo x € I, entonces

[Se]

(n)
@)=y
n=0 ’

Existe un ejemplo cldsico que muestra que la serie de Taylor asociada a una
funcién no necesariamente converge a esta.

Ejemplo 10.44. Considere la funcién

_ 1
e 2 six#0;

J(@) = 0 sixz =0.

/ es continua en 0 y, mds aun, tiene derivada de todos los 6rdenes en R. En
0, su primera derivada se puede calcular de la siguiente forma

1

e_h

[
| ~

/7(0) = lim = lim =0,

=0 h r—o0 of
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tomando r como % En general, /™ (0) = 0, es decir, la serie de Maclaurin
de f es la constante 0. Este ejemplo muestra que, atin cuando la serie de
Taylor converge para todo nmimero real, no necesariamente converge a la
funcién a la cual estd asociada.

Podemos ahora preguntarnos écudntos términos se deben usar para aproxi-
mar una funcién con un grado de precisién dado? La respuesta la da el si-
guiente teorema.

Teorema 10.45. Si existe una constante positiva M tal que |f "V ()| < M
para toda t entre x y a, entonces el residuo R, ,(x) satisface

|x _ a|n+l

(n+1)!

Supongamos que tenemos una funcién tal que su serie de Taylor asocia-

|Rn,a(x)| <M

da converge a la misma funcién. Sin embargo, solo podemos sumar algu-
nos términos de la serie. Los siguientes ejemplos muestran cémo calcular la
cantidad de términos necesarios que se deben sumar para obtener exactitud
en ciertas cifras decimales.

Ejemplo 10.46. Del ejemplo 10.42, conocemos la serie de potencias que
representa a senx en todo el eje real. {Cudntos términos debemos sumar
para obtener una buena aproximacién? Como diria Einstein, eso es rela-
tivo, pues depende de lo que cada uno considere aceptable para cada caso
especifico. Si los cdlculos no son significativos, tal vez una aproximacién de
dos cifras decimales es buena, pero si lo que se quiere es acoplar un satélite,
por ejemplo, estamos seguros que necesitamos tantas cifras decimales como
sea posible. En cualquier caso, de acuerdo con la medida del error que de-
seamos, es posible estimar el nimero n de tal forma que la diferencia entre
el valor real y la aproximacion sea del orden que se pide.

Precisemos esta idea aproximando el valor de sen 1 con un error menor
que 4 x 107*. Para z = 1, la serie de senz es

1 1 1
senl:l—g+a_ﬁ+...
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De acuerdo con el teorema, necesitamos las derivadas de todos los 6rdenes
de f(x) = senx, que sabemos oscilan entre +senx y + cosx. En cualquier
caso, sabemos que |/ "V (x)| < 1, asi que el M que pide el teorema puede
ser M = 1. Resolvemos la siguiente desigualdad

1_0n+1

Rualo)] < 102 < 4107
n .
4

o < (n+1)!

Como sabemos que 6! = 720 y 7! = 5040, tenemos que n = 6 satisface la
desigualdad (y cualquier entero mayor que 6). Entonces, la aproximacién
que estamos buscando es
1 1 -
senl = 1_§+E=0'8416’
mientras que el valor real que arroja WolframAlpha es 0.8414709848...

Ejemplo 10.47. Suponga que queremos calcular e con un error menor que
1078. Como ya vimos, la serie de Taylor para f(x) = ¢* estd dada por
xQ .:C3 n

. X
8”=1+x+§+§+"'+F+Rn,0(I)-

Como queremos aproximar el valor de ¢ = ¢!, hacemos x = 1 en la expre-
sién anterior
1 1 1
ef=1+1+ 91 + 3] + +n! +R,,0(1).
Ahora bien, si f(z) = ¢, entonces [ (z) = ¢* para todon > 1,y si
calculamos el residuo con la férmula (10.3), tenemos que

e(?

(n+ 1)’

donde ¢ es algin real entre 0 y 1. Podemos considerar la M del teorema

Rn,()(l) =

anterior como M = 3, pues sabemos que si 0 < ¢ < 1, entonces 1 < ¢ < 3.
Luego, de acuerdo con el teorema

|1_0|n+1 _ 3
(m+ D! (n+ DV

Como queremos que el error (que en este caso quiere decir residuo) sea

|Rn,0(1)| <3

menor que 1078, resolvemos la siguiente desigualdad para n

3 "

3-10% < (n+ 1)
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Por inspeccién, encontramos que 12! = 479.001.600, asi que tomamos
n = 11. Luego, la aproximacién para e que nos da un error menor que 1079
es

1 1 1
e=1+1+§+§+---+mz2,71828182.

Ejemplo 10.48. Determinar la serie de Maclaurin de f(x) = sen2x. En
este caso, podemos proceder de dos formas. La primera es aprovechando
el ejercicio de hallar el polinomio de Taylor de g(x) = senx. Asi que de

acuerdo con el ejemplo 10.2, la serie de Maclaurin de g(x) = senx es
3 5 7 9 2k—-1
x° 2’ o« x
senx:x——+———+——---+(—l)k-—

TR TR Q-1

si sustituimos x por 2z, tenemos

(21.)3 (21‘)5 (21‘)7 k (Qx)Qk_l
sen 2x = 2x — 31 + 51 - 71 +"'+(—1) 'm+
_Qx_gx +Ex _ﬁx +”‘+(_1) (Qk— _1)‘1'

Otra forma de encontrar la serie es haciendo la lista de las derivadas y eva-
luando, tal como lo hicimos en la seccién de polinomios de Taylor.

f(x) =sen2x f(0)=0
[/ (x) = 2cos 2x /'(0)=2
f"(x) = =2% sen 2x £7(0)=0
£ (x) = =23 cos 2 £7(0) = -923
f®(x) = 2* sen 2z f@0)=0

£O) (x) = 2% cos 2z £8)0) =2%,

en donde, después de reemplazar, llegamos a la misma expresion.

Ejercicios 10.3

1. Encuentre una aproximacion para 7 usando una serie de Taylor.

2. Encuentre la serie de Maclaurin para cada una de las siguientes fun-
ciones y determine los valores de x para los cuales es convergente.
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a) xe*. h) sen (% +x) .
b) x cosx. i) In(1 —x).
¢) x?senz. j) arcsen.
d) x cos(2x). k) tan (§ +z) .
e) e’ [) %(ex+e_1).
) In(1 +x). m) In(cosx).
g) senx. n) e'senx.

3. Usando las series de potencias del ejercicio anterior, aproxime los va-
lores de lo siguientes nimeros.

a) arcsen 1. ) é2.
b) sen 7. d) In2.

4. Complete el ejemplo 10.42 y compruebe que la serie de Maclaurin
asociada a sen x converge a sen x.
5. Realice la misma verificacién del ejercicio 4 para la funcién cosx.

6. Encuentre la serie de Maclaurin de sen? .

7. {Es posible verificar la identidad sen 2x = 2 senx cosx usando series
de Maclaurin?

8. Encuentre una aproximacién para % sen (%) con una exactitud de tres

cifras decimales.
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A continuacién revisamos algunos conceptos bdsicos de las funciones trigono-
métricas inversas, las hiperbdlicas y sus derivadas.

Funciones trigonomeétricas inversas

Teniendo en cuenta que f(x) = senx es una funcién inyectiva cuando se
considera definida en el intervalo [-F, §], podemos pensar en su funcién
inversa, que se nota f~!(z) = arc senz. Recuerde que la grafica de la inversa
se obtiene reflejando la funcién original con respecto a la recta y = x.

y = arcsinx

y=sinz y =sinz

- /2 0 w2 m - /2 0 w2 s

A partir de esto, podemos concluir que el dominio de arcsenx es [—1, 1]
(el rango de /)y el rango [~F, ] (el dominio de /).

De la misma forma, consideramos g(x) = cosx definida sobre [0, ] pa-
ra que sea inyectiva y asi obtener su inversa, llamada arc cos x, con dominio
[-1, 1] y rango [0, «].

2 Y = arccosr \2

1 1
Y = CcosxT Yy =cosx
0 0

- -2 0 w/ m - -2 0 mw/ L

Las derivadas de estas funciones se pueden hallar por derivacién implici-
ta, usando la identidad pitagérica. Por ejemplo, si ¥ = arcsenx, entonces
seny = x. Al derivar obtenemos:

cosy-y =1
o 1
y: =
cosy  \[T—sen?y
, 1
R
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Si tenemos y = arctanz, esto significa que tany = z. Al derivar implici-

tamente obtenemos sec?y -y’ = 1, al despejar queda y’ = @, y en este

punto es donde usamos la identidad tan? y+ 1 = sec? y, entonces obtenemos
’ _ s .

Y = e Por ultimo sustituimos tan y por x, con lo cual

Funciones hiperbolicas

Recordemos las definiciones de seno y coseno hiperbdlico, respectivamente:

wa —x X —x
et —e +e
senhx = ————; coshx =

2

De acuerdo con estas expresiones, podemos ver que cada una de estas fun-
ciones tiene como dominio el conjunto de los nimeros reales. Para deter-
minar su rango, veamos sus graficas.

y = cosha

De acuerdo con ellas, senhx recorre todos los reales, mientras que coshx
tiene como rango [1, o). De estas grdficas también podemos deducir que
senh z es una funcién impar y coshx es par.
Al igual que con las funciones trigonométricas, aqui existe una identidad
fundamental
1 = cosh? z — senh? z,

que se deduce de la definicién, asi:

(ex+e—z)2 (ex _e—x)2

4 B 4
€2t + Q4072 — (2 — Q4 72 4 1
1 T4

cosh® x — senh? x =
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Encontremos de forma explicita las funciones inversas hiperbdélicas. Siy =
aeh—1 ki _
cosh™ x, podemos escribir coshy = z, esto es,

xX

_ey+e_y_ley+l _eﬁy+l
B 2 9 | Qe
91 = e + 1

0=e -z +1.
Esta es una ecuacién cuadrdtica en la variable ¢”, luego

9r + Vdz2 — 4
esz

& =x+Va? -1
y=In(x+ Va2 - 1),

donde hemos omitido el signo menos delante de la raiz con el objeto de
obtener una funcién; y para asegurarnos de que el argumento del logarit-
mo sea positivo, debemos tomar x € [1, 00). De manera similar, podemos
deducir que la funcién inversa y = senh™! z puede escribirse explicitamen-
te como ¥ = In(x + Va2 + 1). Al hacer los cdlculos, el estudiante verd que
nuevamente se ha omitido el signo menos de la raiz, pero esta vez podemos
tomar x € R.

Es evidente, a partir de las definiciones, que la derivada de senhx es
coshz y la derivada de coshx es senhx. Estas son mads fdciles de recordar
que las trigonométricas, pues ambas son positivas. Veamos a continuacién
las derivadas de las hiperbdlicas inversas, que nos ayudaran en el cdlculo de
integrales. Si y = senh™! z, entonces

senhy =
d
Coshy-d—y =1
x
dy 1 1

dx  coshy A1+ senth

donde hemos usado la diferenciacién implicita y la identidad fundamental
de las funciones hiperbdélicas. Por tultimo, vamos a sustituir senhy por z,
con lo que obtenemos

d(senh™! ) 3 1
dx VIi+a22
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Esto nos permite concluir que f \/; dr =senh™ 'z +C.
Como es de esperar, las demds funciones hiperbdlicas se definen a partir
de las dos primeras ast:
senhx coshx 1 1

,  cothx = sechx = cschx = .
coshzx senh x coshx senh

tanhx =

Para ilustrar el uso de las funciones hiperbdlicas, considere f V1 +22dx. Lo
primero que se nos puede ocurrir es la sustitucion x = tan 8, que nos lleva a
f sec® 0d#, cuya solucién estd en el ejemplo 5.28. Por otra parte, podemos
pensar en hacer x = senht, con lo cual la integral se transforma en

/Vl+x2dx:/ Vl+senh2tCoshtdt=/C05h2tdt,

para la ultima integral apelamos a la definicién

e +et\? 1 T -9
—/( 5 )dt—Z/(e +2+e ) dt

1 621 e—2t
:Z[?-‘_Qt_? +C.
Ejercicios

1. Encuentre el dominio y rango de las funciones trigonométricas inver-
sas que faltan, explique. Realice la grifica de cada una de ellas.

2. Calcule las derivadas de las funciones trigonométricas inversas res-
tantes.

3. Verifique (mediante diferenciacion) las siguientes férmulas de inte-
gracion.
1

1+ xQ

a) arctanz + C :/ dx.

b) arcsenx +C = /
V1 — 22

-1

l—x

¢) arccosz + C =

d) sec_1x+C:/—d:c
aVa? -1

e) cot_1x+C=/ —1 dx.
x2+1




10.

11.
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. Encuentre el dominio y rango de las funciones hiperbdlicas que faltan

y de sus inversas. Realice la grafica de cada una de ellas.

. Pruebe que senhz es una funcién impar y cosh x una funcién par.

Verifique las identidades:

a) cosh 2z = cosh? z + senh? z,

b) senh 2x = 2 senh z cosh x.

. Deduzca la forma explicita para y = senh™! 2.

Calcule % (coshx).
Encuentre la derivada de las funciones hiperbdélicas y de sus inversas.

Verifique la siguiente férmula de integracion

cosh ™'z +C

/ 1

= (—dx

Va2 -1

En los siguientes problemas, calcule la integral utilizando la sustitu-
cién indicada.

con x = senh . , con « = cosht.

2) / dx 0 / du

,cony =sect.

b)/d—w conw = tant d)/d—y
Vira? ARG
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No se confunda, no crea que hemos cometido errores en el capitulo 4, lo
que vamos a mostrar en este apéndice es cémo se pueden acotar los errores
cometidos al utilizar una aproximacién numeérica para calcular el valor de
una integral definida.
Error en la regla del trapecio. Como ya dijimos, la regla del trapecio nos
permite aproximar la integral definida de una funcién por medio de poli-
nomios lineales, pero al ser una aproximacién siempre se comete un error,
esto es, el valor obtenido nunca serd exacto -a menos que estemos aproxi-
mando una funcién lineal, lo cual no es muy interesante-. A continuacién
deducimos la férmula dada en el capitulo 4, cuya prueba no se incluyé alli
porque es necesario usar algunos resultados que pueden no ser conocidos
por los estudiantes del curso de cdlculo integral. La prueba que se muestra
se realizo siguiendo las sugerencias dadas por Spivak en [5].

Lo primero que necesitamos es la férmula de interpolacién de Lagran-

ge, la cual afirma que, dados z1, ..., 2, nimeros distintos, es posible en-
contrar una funcién polinémica P de grado n — 1 tal que P(x;) = a;, donde
ai, ..., a, son nimeros dados. En efecto,
(x — ;)
P(x) —Za, ]_[— (B.1)
(xz - x])
]#z

Afirmacion B.1. Suponga que tenemos f, una funcion continua en [a, b], n-
veces diferenciable en (a, b), y que f (x) = 0 para n+ 1 puntos diferentes de [a, b].
Entonces, ™ (z) = 0 para algiin x de (a, b).

Demostracion. Demostraremos esto haciendo induccion sobre 7.

» n = 1. Suponemos [ diferenciable en (a, b) y f(x) = 0 en dos puntos
x1 y xg. Como [ es continua en [z}, x¢], existe un valor x € (x1, x9)

tal que /’(x) = 0 (T. Rolle).

» Suponemos que la afirmacién es vdlida paran — 1. Sea f n-veces dife-
renciable tal que f(x) = 0 paralos n+ 1 puntosx] < xg9 < -+ < Zy].
Entonces, si consideramos los n primeros puntos, tenemos que, por
hipétesis de induccion, existe z tal que £~V (x) = 0y, para el mismo
x, se tiene que [ (x) =0

o

Afirmacién B.2. Sean x1, . .., x,.1 puntos arbitrarios del intervalo [a, b] v sea

n+1

Q) =[ |-

i=1
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Suponga que [ es una funcion (n + 1)-veces diferenciable v que P es el polinomio
de interpolacion de Lagrange de f, de grado n. Entonces, para cada x de |a, b],
existe un niimero ¢ de (a, b) tal que

f(n+1) (C)

CrSE (B.2)

f(x) = P(x) =Q(x) -
Demostracion. En efecto, si x es uno de los x;, como f(x;) = P(x;), entonces
f(x)=P(x) =0 =Q(x), asi que se puede escoger cualquier ¢. Supongamos
x # x; para cada i y sea

F(t) =Q@)[f(t) -P®)] - Q@) [f(x) - P(x)].

Parai = 1,...,n + 1, tenemos F(x;) = 0y, ademds, F(x) = 0, en otras
palabras, F' se anula en n + 2 puntos diferentes. Entonces, por la afirmacién
B.1 existe ¢ € (a, b) tal que F"*D(¢) =0

Ahora bien, para calcular la derivada (n + 1)-ésima de F', recordamos
que P es un polinomio de grado < n, asi que P+ (¢) = 0, mientras que
QD (1) = (n + 1)!, luego

FU () = Q@) [f "V (1) - P ()] = QU V(1) [/ (2) = P(x)]
= Q@) = 0] = (0 + DIf (@) = P(a)].

Entonces

0=F"()=Q )™V (c) - (n+ DI[f (x) - P(2)],

lo que implica

f(n+1) (C)

@) =P@) = Q@

que era lo que se querfa. o
Teniendo en mente que nuestro objetivo es aproximar la integral de f,

tomemos n = 1 yx; =t;_1, x9 = t; (dos
puntos de una particién) y adicionalmente

li-1 x Li
supongamos que /' es continua.

Observe que en este caso nuestra funcion Q es Q(x) = (x —t;_1)(x — t;) v,
parax € [t;_1, t;], se tiene que Q(x) < 0. Como Q es de grado 2, podemos
considerar P; la funcién lineal que coincide con f enf;_1 y t;. Sin; y N; son
el minimo y maximo de /"' en [t;_1, t;], entonces, para el punto ¢ € [t;_1, ;]
dado por la afirmacién anterior, se tiene que

n; < f(c) < Nj;
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multiplicando por Q /2, tenemos

f ”(6)

>—( T = 1i-1) (T = 1);

Fla—ti)@=1) = (@t -1)
remplazando la expresion del medio de acuerdo con (B.2)
—(I—tz D(x—t;) 2 f(x) - Pi(x) 2 —(x—'fz (@ —t). (B.3)
Si adicionalmente definimos
L
- [ -,
ti-1

tenemos

nil b N;I
> -P) > . B.4
G - (B.4)

Veamos cudl es el valor de [

L
I = (12 — (L + )X+ t_18) dx
i1
3 2
X X
=3 (t +ti—1)§ + (Li1ti)x

L

Li-1

3 t?_l t?(ti +14;_1) tfz_](ti +tis1)

A + - + 12— Ll
3 3 9 9 i ti—1 i—1"
3 1 3 2 1L t?ti_l

=4 _t _ =0 4t
6 6 2 2

_ (i —w)?® R

6 6’

donde & = (#; — t;_1). Reemplazando esta expresion en (B.4), obtenemos

nlhd N}Ld
P; B.
DR NGTE (B.5)
Note que estamos pensando en la particién P = {a = tg, t1, ..., {, = b}. Pa-

ra facilitar las cosas, suponemos que es una particién regular, asi que pode-
mos escribir i =

Al sumarlas todas, obtenemos

(b-a)® Xiyn Yo b-a TN
' ST”_./f_ 12n2

1212 n
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Si m es el minimo y M el mdximo de f” sobre [a b], entonces m < n; y
Z ni N;

N; < M para todo i y, ademds, m < ==— y ==— < M. Luego,
(b—a)® / U d)d
T, - <
12,2 "F S5 g

Como hemos supuesto que f”” es continua, entonces existe ¢ en (a, b) tal

b b — 3
1,- [ =525,

Hemos probado el siguiente resultado.

que

Teorema B.3 (Error en laregla del trapecio). Si f” es continuay M es una cota
superior para los valores de |f"'| en [ a, b], entonces el error E1 en la aproximacion
por la regla del trapecio de la integral desde a hasta b de [ (x), en n pasos, satisface

la desigualdad
b _ 3
[ M

12n2

|Er| =T,

Error en la regla de Simpson. Veamos ahora cémo acotar el error cuan-
do se usa la regla de Simpson para aproximar la integral definida de una
funcién f. De acuerdo con lo visto en el capitulo 4, la ecuacién 4.1 nos
proporciona un polinomio P(x) de grado 2, que coincide con f en los pun-

/ab P(r)dzx.

Ahora consideramos el polinomio cubico definido por

Q(x) = P(x) + A(x - a)(x — b) (x— “;’b)

para alguna funcién A. Es fécil verificar que Q(a) = f(a), Q(b) = f(b),
Q (“Qﬂ) =f (%) , Q7 (“Qﬂ) =f' (%) En efecto,

Q'(a;b):P'(a;b)+/l(a;b—a) (a;b—b)

:P,(a+b) _A(b—a)2

2 4

Como b — a # 0, podemos escoger la funcién A tal que se anule en 42 ‘”b Y,

asi, Q’ (“QLI’) =/’ (%) (Esta observacion muestra la necesidad de 1nclu1r

la funcion A).

Es un ejercicio de rutina verificar que fab A(x —a)(x —b) (x - “Qﬂ) =0,

lo que implica que /a ’ Q(x)dx coincide con /a ’ P(x)dzx, cuyo valor estda dado
por (4.2).
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Afirmacion B.4. Si fY (x) estd definida en [a, b], entonces para cada x en
[a, b] tenemos

f4 (f)

a+b

f@) - Q@) = (- a) (x— ) (=) (B.6)

para algiin & en (a, b).

Demostracion. Ya sabemos que la afirmacion es vdlidasiz es a, b 6 %}’ Para
verificar la afirmacion en otros valores de x, definimos

F() = (x - a) (x——”) (@ -D WD) - Q)]

—<t—a>( ”’) (=D (@) - 0@)].

Con esta definicién, tenemos que F se anula en a, b, % y x. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que a < "gb < x < b,lo que implica que F’

se anula en tres puntos &1, &9, &3, con

a+b
a<§1<7<§2<x<§3<b.

Adicionalmente, F' ’(%}’) = 0. Hasta ahora tenemos que F’ se anula en cua-
tro puntos de (a, b), de acuerdo con la afirmacién B.1, se tiene que F® es
cero en algin punto £ € (a, b). La cuarta derivada de F' es

a+b

FO () = (z-a) (x— ) @=0) M0 -2 ()] - 24[f (2) - Q(@)].

Teniendo en cuenta que Q es un polinomio de grado 3, entonces

b 2
0=FP(¢) =(-a) (x— %) (@=b)/ V(&) -4/ (x) - Q)]

(4)
f(x)—Q(x)=<x—a)(x—";b) @-nl &,

que era lo que se queria. o

Nuestro propésito es imitar la prueba realizada para acotar el error en la
regla del trapecio. Para tal fin, consideramos una particién regular del in-
tervalo [a, b] en 2n subintervalos, donde la longitud de cada subintervalo
serd Ax = ’ﬁ Ya que la afirmacién anterior es vilida para cualquier inter-
valo cerrado, tenemos una ecuacién del tipo (B.6) para cada subintervalo
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[ti_1, tix1], cuyo punto medio es t;. Sean ademds m; y M; el minimo y el
maximo de /' sobre [t;_1, ti+1]. Entonces

%(x 1) (@ = 11)? (2 = ti1) = [(2) = Qi(x) = %(Jﬁ —ti1) (@ = 11)? (& = ti11)
’ ' (B.7)

para todo x € [t;_1, t;+1]. Otra vez, note que (x —t;_1) (x — ti)2 (x —t;41) €s
negativo. Observe ademads que el polinomio cibico Q;(x) estd dado por

Qi(x) = Pi(x) + 4i(x — t; 1) (x — ;) (x — t;11) ,

donde P;(x) es el polinomio de grado 2 que coincide con f en los puntos
L1, 1 vy tiz1 v A; es alguna funcién que se anula en ¢;. Copiando la prueba
del trapecio, sea

iyl
J = / (x—ti_])(x—ti)Q (x_ti+1)dx'
2

i-1

Para resolver la integral, usamos la sustitucién « = x — f; y escribimos & =
liy1 — i1, entonces

Liy1—t
J=/ (u+ti—ti_1)u2 (u+t,-—ti+1)du
¢ )

h
2 tiv1 — Li- ti-1 —L;
_ }( i+1 i 1)( i—1 l+1)
= u U+ — U+ ——— du
.[ 2 2

g 2
(u4_u2 (tz+1 4tz—1) )du

. h
[u ud}lg](z —h5

512 T 120°

_h
2
Si en (B.7) integramos entre ¢;_; y t;;1 a cada lado, obtenemos

m; li+] Mi
572 | -z .

Al sustituir el valor de J y multiplicar por —1, tenemos

}o m; Liv1 ho M;
EOE < . Ql(‘r) —f(x)dx < EO? (BS)
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Para cada intervalo [¢;_1, t;;1], tenemos una desigualdad del tipo (B.8). Al
sumarlas todas, conseguimos

(b—a)’ Ui, m (b —a)® iy Mi

. b
A / 0:(2) - f(2)dz <

12005 41 12005 4!
(b-a)® Xiymi /5 (b-a)® Ti, M
< Sg, — dr <

A1120nF  n 2= [ J@de s g8 T

Simy M son respectivamente el minimo y el maximo de /™ (z) en [a, b],
entonces m < % y % < M, luego

(b-a)®
180n4

(b-a)®
180n4

b
m < So, —/ f(x)dx <

Como hemos supuesto que /) es continua, entonces existe algin valor
¢ € (a, b) tal que

b h— 5
Sa - / fade = SO 0,

Teorema B.5 (Error en la regla de Simpson). Si ™) es continua y M es
cualquier cota superior para los valores de |f ™ (x)| en [a, b], entonces el error Eg
al aproximar la integral de f(x) desde a hasta b con 2n subintervalos satisface la

b
S2n_/ f <

desigualdad

M (b - a)®

Es| <
|Es] 1800t
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