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摘　 要：给出三十二元数单元乘法表，并证明了能够表成 ３２ 个平方数之和的两个数的乘积，也可以表成

３２ 个平方数之和．
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０　 引言

对于高维数的超复数，Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 代数学提出了

一个很直接看法是：具有相同维数全部是 ２ 的 ｎ 次

方维，这样的话，作为有限维矢量空间，它们都是同

构的［１］ ．
因为有了复数，有了四元数，所以希望推广到

更高的维数，但一般代数，到了八元数就终结了［１］ ．
这两段话提示我们： （１） 一切超复数代数结

构，实数域上的线性空间，都是维数为 ２ 的 ｎ 次方，
这个结论是一个很直接的看法！ （２） 为什么一般

代数只研究到八元数就终止了？
就这两个问题，本文给出下面的想法．

１　 超复数的乘法表

超复数的乘法，受到乘法表的限制，每做一次

乘法，都要借助乘法表，才能得出结果．
令矩阵

Ｈ４ ＝

１ ｉ ｊ ｋ
ｉ － １ ｋ － ｊ
ｊ － ｋ － １ ｉ
ｋ ｊ － ｉ － １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

称为四元数乘法矩阵． 一旦有了 Ｈ４，四元数单元

｛１，ｉ，ｊ，ｋ｝ 的乘法表即为已知：
· １ ｉ ｊ ｋ
１ １ ｉ ｊ ｋ
ｉ ｉ － １ ｋ － ｊ
ｊ ｊ － ｋ － １ ｉ
ｋ ｋ ｊ － ｉ － １

为了理解Ｈ４ 的特性，将Ｈ４ 分为一个符号矩阵

与一个字母矩阵：

Ｈ４（符） ＝

１ １ １ １
１ － １ １ － １
１ － １ － １ １
１ １ － １ － １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，
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　 　 Ｈ４（字） ＝

１ ｉ ｊ ｋ
ｉ １ ｋ ｊ
ｊ ｋ １ ｉ
ｋ ｊ ｉ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

其中 Ｈ４（字） 是一个对称矩阵，Ｈ４（符） 的行（或
列） 两两正交，具有正交性，但不是一个正交矩阵．

如果有 ８ 个单元数 １、ｉ、ｊ、ｋ、Ｌ、ｍ、ｎ、ｏ， 矩阵

Ｈ８（字） 与Ｈ８（符） 都能做出，那么八元数的乘法表

也就可以得到．做一个八元对称方阵是很容易的

事．

Ｈ８（字） ＝

１ ｉ ｊ ｋ Ｌ ｍ ｎ ｏ

ｉ １ ｋ ｊ ｍ Ｌ ｏ ｎ

ｊ ｋ １ ｉ ｎ ｏ Ｌ ｍ

ｋ ｊ ｉ １ ｏ ｎ ｍ Ｌ

Ｌ ｍ ｎ ｏ １ ｉ ｊ ｋ

ｍ Ｌ ｏ ｎ ｉ １ ｋ ｊ

ｎ ｏ Ｌ ｍ ｊ ｋ １ ｉ

ｏ ｎ ｍ Ｌ ｋ ｊ ｉ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

要做出矩阵 Ｈ８（符） 来说，就要充分考虑它的

正交性：
第一步 　 将Ｈ４（符） 转置Ｈ４’（符） 后，置入右

上角，此时前 ４ 行任意两行元素对应乘积之和为

零，即先满足前 ４ 行正交．
１ １ １ １ １ １ １ １

１ － １ １ － １ １ － １ － １ １

１ － １ － １ １ １ １ － １ － １

１ １ － １ － １ １ － １ １ － １

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

（右上角）

．

第二步 　 第五列已有 ４个正号，余下 ４个符号

应为负号，因为它不是矩阵的第一行、第一列，它要

与其他各列（如第一列） 两两正交，所以该列的正

负号个数应各占一半．其中矩阵的第一行与第一

列，是单元 １ 与其他单元的乘积，其积不变，应全部

取正号．

（左下）

１ １ １ １ １ １ １ １
１ － １ １ － １ １ － １ － １ １
１ － １ － １ １ １ １ － １ － １
１ １ － １ － １ １ － １ １ － １
１ － １
１ － １
１ － １
１ － １

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

（右下）

．

第三步 　 余下的左下 ３ 列与右下 ３ 列的符号

问题，可按“左负右正” 来确定．所谓左负是指左上

３ 列元素，全部改变符号后，置入左下 ３ 列．右正是

指右上 ３ 列符号直接平移至右下 ３ 列，此矩阵一定

满足正交性．

Ｈ８（字） ＝

１ １ １ １ １ １ １ １

１ － １ １ － １ １ － １ － １ １

１ － １ － １ １ １ １ － １ － １

１ １ － １ － １ １ － １ １ － １

１ － １ － １ － １ － １ １ １ １

１ １ － １ １ － １ － １ － １ １

１ １ １ － １ － １ １ － １ － １

１ － １ １ １ － １ － １ １ － １

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

．

依据这两个矩阵，可对照下面已知八元数的单

元乘法表：

· １ ｉ ｊ ｋ Ｌ ｍ ｎ ｏ

１ １ ｉ ｊ ｋ Ｌ ｍ ｎ ｏ

ｉ ｉ － １ ｋ － ｊ ｍ － Ｌ － ｏ ｎ

ｊ ｊ － ｋ － １ ｉ ｎ ｏ － Ｌ － ｍ

ｋ ｋ ｊ － ｉ － １ ｏ － ｎ ｍ － Ｌ

Ｌ Ｌ － ｍ － ｎ － ｏ － １ ｉ ｊ ｋ

ｍ ｍ Ｌ － ｏ ｎ － ｉ － １ － ｋ ｊ

ｎ ｎ ｏ Ｌ － ｍ － ｊ ｋ － １ － ｉ

ｏ ｏ － ｎ ｍ Ｌ － ｋ － ｊ ｉ － １

同样，从八元数的乘法表出发，又可以做出十

六元数的乘法表．令 Ｎ ＝ ２ｎ（ｎ ≥ １），对于上面“做
法”：只要Ｎ元数乘法表是已知的，当再添加Ｎ个单

元数，其 ２Ｎ（ ＝ ２ｎ＋１） 元数的乘法表也是可以做的．
显然，这样做出的乘法表继承了Ｎ元数乘法表的特

性．

２　 三十二元数的乘法表

目前只能搜索到十六元数的单元乘法表［２］，
依据上面乘法表的作法，三十二元数单元的乘法表

如表 １（三十二元数单元乘法表） ．
这样 ６４元数、１２８元数、…，超复数乘法表都成

了已知的，文献［３］ 将单元称为基元，基元组的个

数称为维数，那么超复数的代数结构就是 ２ｎ（ｎ ≥
１） 维的矢量空间．有限维矢量空间同构的充分必

要条件是它们有相同的维数．
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穆大禄．三十二元数乘法表



３　 整数的一个性质

引理［３，４］ 　 如果两个数能表成 ４ 个平方数之

和，那么这两个数的乘积也可以表成 ４ 个平方数之

和，即：
（ｘ２

１ ＋ ｘ２
２ ＋ ｘ２

３ ＋ ｘ２
４）（ｙ２

１ ＋ ｙ２
２ ＋ ｙ２

３ ＋ ｙ２
４） ＝

　 　 （ｘ１ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２ ＋ ｘ３ｙ３ ＋ ｘ４ｙ４） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２ － ｘ２ｙ１ ＋ ｘ３ｙ４ － ｘ４ｙ３） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ３ － ｘ３ｙ１ ＋ ｘ４ｙ２ － ｘ２ｙ４） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ４ － ｘ４ｙ１ ＋ ｘ２ｙ３ － ｘ３ｙ２） ２ ． （１）
证明 　 已知两个共轭四元数的乘积是 ４ 个平

方数之和．
ｘ２１ ＋ ｘ２２ ＋ ｘ２３ ＋ ｘ２４ ＝
　 　 （ｘ１ ＋ ｘ２ｉ ＋ ｘ３ｊ ＋ ｘ４ｋ）（ｘ１ － ｘ２ｉ － ｘ３ｊ － ｘ４ｋ），
ｙ２
１ ＋ ｙ２

２ ＋ ｙ２
３ ＋ ｙ２

４ ＝
　 　 （ｙ１ ＋ ｙ２ ｉ ＋ ｙ３ ｊ ＋ ｙ４ｋ）（ｙ１ － ｙ２ ｉ － ｙ３ ｊ － ｙ４ｋ） ．

令

ｘ ＝ ｘ１ ＋ ｘ２ ｉ ＋ ｘ３ ｊ ＋ ｘ４ｋ， ｘ－ ＝ ｘ１ － ｘ２ ｉ － ｘ３ ｊ － ｘ４ｋ，

ｙ ＝ ｙ１ ＋ ｙ２ ｉ ＋ ｙ３ ｊ ＋ ｙ４ｋ， ｙ－ ＝ ｙ１ － ｙ２ ｉ － ｙ３ ｊ － ｙ４ｋ，
于是

（ｘ２
１ ＋ ｘ２

２ ＋ ｘ２
３ ＋ ｘ２

４）（ｙ２
１ ＋ ｙ２

２ ＋ ｙ２
３ ＋ ｙ２

４） ＝

　 　 ｘｘ－ｙｙ－ ＝ ｘ－ｘｙｙ－ ＝ ｘ－ｙｙ－ｘ， （２）
　 （左）　 （右）　 （此）
式（２） 从（左） 到（右），仅仅依据两个共轭四

元数的可交换性，又从（右） 到（此），是先将 ｘ 与 ｙ
交换，后又经过 ｘ 与 ｙ－ 交换，两次交换，仅仅影响到

积中所有 ｉ、ｊ、ｋ 交叉项的符号，两次改变这些项的

符号，其积不变．
ｘ－ｙ ＝ （ｘ１ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２ ＋ ｘ３ｙ３ ＋ ｘ４ｙ４） ＋
　 　 （ｘ１ｙ２ － ｘ２ｙ１ ＋ ｘ３ｙ４ － ｘ４ｙ３） ｉ ＋
　 　 （ｘ１ｙ３ － ｘ３ｙ１ ＋ ｘ４ｙ２ － ｘ２ｙ４） ｊ ＋
　 　 （ｘ１ｙ４ － ｘ４ｙ１ ＋ ｘ２ｙ３ － ｘ３ｙ２）ｋ，

ｙ－ｘ ＝ （ｘ１ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２ ＋ ｘ３ｙ３ ＋ ｘ４ｙ４） －
　 　 （ｘ１ｙ２ － ｘ２ｙ１ ＋ ｘ３ｙ４ － ｘ４ｙ３） ｉ －
　 　 （ｘ１ｙ３ － ｘ３ｙ１ ＋ ｘ４ｙ２ － ｘ２ｙ４） ｊ －
　 　 （ｘ１ｙ４ － ｘ４ｙ１ ＋ ｘ２ｙ３ － ｘ３ｙ２）ｋ

是两个共轭的四元数，并代入式（２），至此式（１） 成

立．证毕．
注 　 式（１） 称为欧拉（Ｌ．Ｅｕｌｅｒ） 公式．拉格朗

日（Ｊ．Ｌ．Ｌａｇｒａｎｇｅ） 应用式（１） 证明了：每一个正整

数都能表成 ４ 个整数的平方和．有文献介绍过欧拉

为得到式（１），多年辛劳花了许多功夫，每当用到

此公式，仅仅局限于验证等式成立，并不知等式的

右端是怎样得到的．
定理 　 如果两个数都能表成 ３２ 个平方数之

和，那么这两个数的乘积也可以表成 ３２ 个平方数

之和，即

∑
３２

ｉ ＝ １
ｘ２
ｉ ·∑

３２

ｊ ＝ １
ｙ２
ｊ ＝

　 　 （ｘ１ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２ ＋ … ＋ ｘ３２ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２ － ｘ２ｙ１ ＋ ｘ３ｙ４ － ｘ４ｙ３ ＋ ｘ５ｙ６ － ｘ６ｙ５ ＋
　 　 ｘ８ｙ７ － ｘ７ｙ８ ＋ ｘ９ｙ１０ － ｘ１０ｙ９ ＋ ｘ１２ｙ１１ －
　 　 ｘ１１ｙ１２ ＋ ｘ１４ｙ１３ － ｘ１３ｙ１４ ＋ ｘ１５ｙ１６ － ｘ１６ｙ１５ ＋
　 　 ｘ１７ｙ１８ － ｘ１８ｙ１７ ＋ ｘ２０ｙ１９ － ｘ１９ｙ２０ ＋ ｘ２２ｙ２１ －
　 　 ｘ２１ｙ２２ ＋ ｘ２３ｙ２４ － ｘ２４ｙ２３ ＋ ｘ２６ｙ２５ － ｘ２５ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２７ｙ２８ － ｘ２８ｙ２７ ＋ ｘ２９ｙ３０ － ｘ３０ｙ２９ ＋ ｘ３２ｙ３１ －
　 　 ｘ３１ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ３ － ｘ３ｙ１ ＋ ｘ４ｙ２ － ｘ２ｙ４ ＋ ｘ５ｙ７ － ｘ７ｙ５ ＋
　 　 ｘ６ｙ８ － ｘ８ｙ６ ＋ ｘ９ｙ１１ － ｘ１１ｙ９ ＋ ｘ１０ｙ１２ －
　 　 ｘ１２ｙ１０ ＋ ｘ１５ｙ１３ － ｘ１３ｙ１５ ＋ ｘ１６ｙ１４ － ｘ１４ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１７ｙ１９ － ｘ１９ｙ１７ ＋ ｘ１８ｙ２０ － ｘ２０ｙ１８ ＋ ｘ２３ｙ２１ －
　 　 ｘ２１ｙ２３ ＋ ｘ２４ｙ２２ － ｘ２２ｙ２４ ＋ ｘ２７ｙ２５ － ｘ２５ｙ２７ ＋
　 　 ｘ２８ｙ２６ － ｘ２６ｙ２８ ＋ ｘ２９ｙ３１ － ｘ３１ｙ２９ ＋ ｘ３０ｙ３２ －
　 　 ｘ３２ｙ３０） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ４ － ｘ４ｙ１ ＋ ｘ２ｙ３ － ｘ３ｙ２ ＋ ｘ５ｙ８ － ｘ８ｙ５ ＋
　 　 ｘ７ｙ６ － ｘ６ｙ７ ＋ ｘ９ｙ１２ － ｘ１２ｙ９ ＋ ｘ１１ｙ１０ －
　 　 ｘ１０ｙ１１ ＋ ｘ１４ｙ１５ － ｘ１５ｙ１４ ＋ ｘ１６ｙ１３ － ｘ１３ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２０ － ｘ２０ｙ１７ ＋ ｘ１９ｙ１８ － ｘ１８ｙ１９ ＋ ｘ２２ｙ２３ －
　 　 ｘ２３ｙ２２ ＋ ｘ２４ｙ２１ － ｘ２ １ｙ２４ ＋ ｘ２６ｙ２７ － ｘ２７ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２８ｙ２５ － ｘ２５ｙ２８ ＋ ｘ２９ｙ３２ － ｘ３２ｙ２９ ＋ ｘ３１ｙ３０ －
　 　 ｘ３０ｙ３１） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ５ － ｘ５ｙ１ ＋ ｘ６ｙ２ － ｘ２ｙ６ ＋ ｘ７ｙ３ － ｘ３ｙ７ ＋
　 　 ｘ８ｙ４ － ｘ４ｙ８ ＋ ｘ９ｙ１３ － ｘ１３ｙ９ ＋ ｘ１０ｙ１４ －
　 　 ｘ１４ｙ１０ ＋ ｘ１１ｙ１５ － ｘ１５ｙ１１ ＋ ｘ１２ｙ１６ － ｘ１６ｙ１２ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２１ － ｘ２１ｙ１７ ＋ ｘ１８ｙ２２ － ｘ２２ｙ１８ ＋ ｘ１９ｙ２３ －
　 　 ｘ２３ｙ１９ ＋ ｘ２０ｙ２４ － ｘ２４ｙ２０ ＋ ｘ２９ｙ２５ － ｘ２５ｙ２９ ＋
　 　 ｘ３０ｙ２６ － ｘ２６ｙ３０ ＋ ｘ３１ｙ２７ － ｘ２７ｙ３ １ ＋ ｘ３２ｙ２８ －
　 　 ｘ２８ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ６ － ｘ６ｙ１ ＋ ｘ２ｙ５ － ｘ５ｙ２ ＋ ｘ４ｙ７ － ｘ７ｙ４ ＋
　 　 ｘ８ｙ３ － ｘ３ｙ８ ＋ ｘ９ｙ１４ － ｘ１４ｙ９ ＋ ｘ１１ｙ１６ －
　 　 ｘ１６ｙ１１ ＋ ｘ１３ｙ１０ － ｘ１０ｙ１３ ＋ ｘ１５ｙ１２ － ｘ１２ｙ１５ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２２ － ｘ２２ｙ１７ ＋ ｘ１９ｙ２４ － ｘ２４ｙ１９ ＋ ｘ２１ｙ１８ －
　 　 ｘ１８ｙ２１ ＋ ｘ２３ｙ２０ － ｘ２０ｙ２３ ＋ ｘ２６ｙ２９ － ｘ２９ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２８ｙ３１ － ｘ３１ｙ２８ ＋ ｘ３０ｙ２５ － ｘ２５ｙ３０ ＋ ｘ３２ｙ２７ －
　 　 ｘ２７ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ７ － ｘ７ｙ１ ＋ ｘ２ｙ８ － ｘ８ｙ２ ＋ ｘ３ｙ５ － ｘ５ｙ３ ＋
　 　 ｘ６ｙ４ － ｘ４ｙ６ ＋ ｘ９ｙ１５ － ｘ１５ｙ９ ＋ ｘ１２ｙ１４ －
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　 　 ｘ１４ｙ１２ ＋ ｘ１３ｙ１１ － ｘ１１ｙ１３ ＋ ｘ１６ｙ１０ － ｘ１０ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２３ － ｘ２３ｙ１７ ＋ ｘ２０ｙ２２ － ｘ２２ｙ２０ ＋ ｘ２１ｙ１９ －
　 　 ｘ１９ｙ２１ ＋ ｘ２４ｙ１８ － ｘ１８ｙ２４ ＋ ｘ２６ｙ３２ － ｘ３２ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２７ｙ２９ － ｘ２９ｙ２７ ＋ ｘ３０ｙ２８ － ｘ２８ｙ３０ ＋ ｘ３１ｙ２５ －
　 　 ｘ２５ｙ３１） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ８ － ｘ８ｙ１ ＋ ｘ３ｙ６ － ｘ６ｙ３ ＋ ｘ４ｙ５ － ｘ５ｙ４ ＋
　 　 ｘ７ｙ２ － ｘ２ｙ７ ＋ ｘ９ｙ１６ － ｘ１６ｙ９ ＋ ｘ１０ｙ１５ －
　 　 ｘ１５ｙ１０ ＋ ｘ１３ｙ１２ － ｘ１２ｙ１３ ＋ ｘ１４ｙ１１ － ｘ１１ｙ１４ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２４ － ｘ２４ｙ１７ ＋ ｘ１８ｙ２３ － ｘ２３ｙ１８ ＋ ｘ２１ｙ２０ －
　 　 ｘ２０ｙ２１ ＋ ｘ２２ｙ１９ － ｘ１９ｙ２２ ＋ ｘ２７ｙ３０ － ｘ３０ｙ２７ ＋
　 　 ｘ２８ｙ２９ － ｘ２９ｙ２８ ＋ ｘ３１ｙ２６ － ｘ２６ｙ３１ ＋ ｘ３２ｙ２５ －
　 　 ｘ２５ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ９ － ｘ９ｙ１ ＋ ｘ１０ｙ２ － ｘ２ｙ１０ ＋ ｘ１１ｙ３ － ｘ３ｙ１１ ＋
　 　 ｘ１２ｙ４ － ｘ４ｙ１２ ＋ ｘ１３ｙ５ － ｘ５ｙ１３ ＋ ｘ１４ｙ６ －
　 　 ｘ６ｙ１４ ＋ ｘ１５ｙ７ － ｘ７ｙ１５ ＋ ｘ１６ｙ８ － ｘ８ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２５ － ｘ２５ｙ１７ ＋ ｘ１８ｙ２６ － ｘ２６ｙ１８ ＋ ｘ１９ｙ２７ －
　 　 ｘ２７ｙ１９ ＋ ｘ２０ｙ２８ － ｘ２８ｙ２０ ＋ ｘ２１ｙ２９ － ｘ２９ｙ２１ ＋
　 　 ｘ２２ｙ３０ － ｘ３０ｙ２２ ＋ ｘ２３ｙ３１ － ｘ３１ｙ２３ ＋ ｘ２４ｙ３２ －
　 　 ｘ３２ｙ２４） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１０ － ｘ１０ｙ１ ＋ ｘ２ｙ９ － ｘ９ｙ２ ＋ ｘ４ｙ１１ － ｘ１１ｙ４ ＋
　 　 ｘ６ｙ１３ － ｘ１３ｙ６ ＋ ｘ７ｙ１６ － ｘ１６ｙ７ ＋ ｘ１２ｙ３ －
　 　 ｘ３ｙ１２ ＋ ｘ１４ｙ５ － ｘ５ｙ１４ ＋ ｘ１５ｙ８ － ｘ８ｙ１５ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２６ － ｘ２６ｙ１７ ＋ ｘ１９ｙ２８ － ｘ２８ｙ１９ ＋ ｘ２１ｙ３０ －
　 　 ｘ３０ｙ２１ ＋ ｘ２４ｙ３１ － ｘ３１ｙ２４ ＋ ｘ２５ｙ１８ － ｘ１８ｙ２５ ＋
　 　 ｘ２７ｙ２０ － ｘ２０ｙ２７ ＋ ｘ２９ｙ２２ － ｘ２２ｙ２９ ＋ ｘ３２ｙ２３ －
　 　 ｘ２３ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１１ － ｘ１１ｙ１ ＋ ｘ２ｙ１２ － ｘ１２ｙ２ ＋ ｘ３ｙ９ － ｘ９ｙ３ ＋
　 　 ｘ７ｙ１３ － ｘ１３ｙ７ ＋ ｘ８ｙ１４ － ｘ１４ｙ８ ＋ ｘ１０ｙ４ －
　 　 ｘ４ｙ１０ ＋ ｘ１５ｙ５ － ｘ５ｙ１５ ＋ ｘ１６ｙ６ － ｘ６ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２７ － ｘ２７ｙ１７ ＋ ｘ２０ｙ２６ － ｘ２６ｙ２０ ＋ ｘ２１ｙ３１ －
　 　 ｘ３１ｙ２１ ＋ ｘ２２ｙ３２ － ｘ３２ｙ２２ ＋ ｘ２５ｙ１９ － ｘ１９ｙ２５ ＋
　 　 ｘ２８ｙ１８ － ｘ１８ｙ２８ ＋ ｘ２９ｙ２３ － ｘ２３ｙ２９ ＋ ｘ３０ｙ２４ －
　 　 ｘ２４ｙ３０） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１２ － ｘ１２ｙ１ ＋ ｘ３ｙ１０ － ｘ１０ｙ３ ＋ ｘ４ｙ９ － ｘ９ｙ４ ＋
　 　 ｘ６ｙ１５ － ｘ１５ｙ６ ＋ ｘ８ｙ１３ － ｘ１３ｙ８ ＋ ｘ１１ｙ２ －
　 　 ｘ２ｙ１１ ＋ ｘ１４ｙ７ － ｘ７ｙ１４ ＋ ｘ１６ｙ５ － ｘ５ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１７ｙ２８ － ｘ２８ｙ１７ ＋ ｘ１８ｙ２７ － ｘ２７ｙ１８ ＋ ｘ２１ｙ３２ －
　 　 ｘ３２ｙ２１ ＋ ｘ２３ｙ３０ － ｘ３０ｙ２３ ＋ ｘ２５ｙ２０ － ｘ２０ｙ２５ ＋
　 　 ｘ２６ｙ１９ － ｘ１９ｙ２６ ＋ ｘ２９ｙ２４ － ｘ２４ｙ２９ ＋ ｘ３１ｙ２２ －
　 　 ｘ２２ｙ３１） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１３ － ｘ１３ｙ１ ＋ ｘ２ｙ１４ － ｘ１４ｙ２ ＋ ｘ３ｙ１５ － ｘ１５ｙ３ ＋
　 　 ｘ４ｙ１６ － ｘ１６ｙ４ ＋ ｘ５ｙ９ － ｘ９ｙ５ ＋ ｘ１０ｙ６ －
　 　 ｘ６ｙ１０ ＋ ｘ１１ｙ７ － ｘ７ｙ１１ ＋ ｘ１２ｙ８ － ｘ８ｙ１２ ＋

　 　 ｘ１７ｙ２９ － ｘ２９ｙ１７ ＋ ｘ２２ｙ２６ － ｘ２６ｙ２２ ＋ ｘ２３ｙ２７ －
　 　 ｘ２７ｙ２３ ＋ ｘ２４ｙ２８ － ｘ２８ｙ２４ ＋ ｘ２５ｙ２１ － ｘ２１ｙ２５ ＋
　 　 ｘ３０ｙ１８ － ｘ１８ｙ３０ ＋ ｘ３１ｙ１９ － ｘ１９ｙ３１ ＋ ｘ３２ｙ２０ －
　 　 ｘ２０ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１４ － ｘ１４ｙ１ ＋ ｘ３ｙ１６ － ｘ１６ｙ３ ＋ ｘ５ｙ１０ － ｘ１０ｙ５ ＋
　 　 ｘ６ｙ９ － ｘ９ｙ６ ＋ ｘ７ｙ１２ － ｘ１２ｙ７ ＋ ｘ１１ｙ８ －
　 　 ｘ８ｙ１１ ＋ ｘ１３ｙ２ － ｘ２ｙ１３ ＋ ｘ１５ｙ４ － ｘ４ｙ１５ ＋
　 　 ｘ１７ｙ３０ － ｘ３０ｙ１７ ＋ ｘ１８ｙ２９ － ｘ２９ｙ１８ ＋ ｘ２０ｙ３１ －
　 　 ｘ３１ｙ２０ ＋ ｘ２４ｙ２７ － ｘ２７ｙ２４ ＋ ｘ２５ｙ２２ － ｘ２２ｙ２５ ＋
　 　 ｘ２６ｙ２１ － ｘ２１ｙ２６ ＋ ｘ２８ｙ２３ － ｘ２３ｙ２８ ＋ ｘ３２ｙ１９ －
　 　 ｘ１９ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１５ － ｘ１５ｙ１ ＋ ｘ４ｙ１４ － ｘ１４ｙ４ ＋ ｘ５ｙ１１ － ｘ１１ｙ５ ＋
　 　 ｘ７ｙ９ － ｘ９ｙ７ ＋ ｘ８ｙ１０ － ｘ１０ｙ８ ＋ ｘ１２ｙ６ －
　 　 ｘ６ｙ１２ ＋ ｘ１３ｙ３ － ｘ３ｙ１３ ＋ ｘ１６ｙ２ － ｘ２ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１７ｙ３１ － ｘ３１ｙ１７ ＋ ｘ１８ｙ３２ － ｘ３２ｙ１８ ＋ ｘ１９ｙ２９ －
　 　 ｘ２９ｙ１ ９ ＋ ｘ２２ｙ２８ － ｘ２８ｙ２２ ＋ ｘ２５ｙ２３ － ｘ２３ｙ２５ ＋
　 　 ｘ２６ｙ２４ － ｘ２４ｙ２６ ＋ ｘ２７ｙ２１ － ｘ２１ｙ２７ ＋ ｘ３０ｙ２０ －
　 　 ｘ２０ｙ３０） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１６ － ｘ１６ｙ１ ＋ ｘ２ｙ１５ － ｘ１５ｙ２ ＋ ｘ５ｙ１２ － ｘ１２ｙ５ ＋
　 　 ｘ６ｙ１１ － ｘ１１ｙ６ ＋ ｘ８ｙ９ － ｘ９ｙ８ ＋ ｘ１０ｙ７ －
　 　 ｘ７ｙ１０ ＋ ｘ１３ｙ４ － ｘ４ｙ１３ ＋ ｘ１４ｙ３ － ｘ３ｙ１４ ＋
　 　 ｘ１７ｙ３２ － ｘ３２ｙ１７ ＋ ｘ１９ｙ３０ － ｘ３０ｙ１９ ＋ ｘ２０ｙ２９ －
　 　 ｘ２９ｙ２０ ＋ ｘ２３ｙ２６ － ｘ２６ｙ２３ ＋ ｘ２５ｙ２４ － ｘ２４ｙ２５ ＋
　 　 ｘ２７ｙ２２ － ｘ２２ｙ２７ ＋ ｘ２ ８ｙ２１ － ｘ２１ｙ２８ ＋ ｘ３１ｙ１８ －
　 　 ｘ１８ｙ３１） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１７ － ｘ１７ｙ１ ＋ ｘ１８ｙ２ － ｘ２ｙ１８ ＋ ｘ１９ｙ３ － ｘ３ｙ１９ ＋
　 　 ｘ２０ｙ４ － ｘ４ｙ２０ ＋ ｘ２１ｙ５ － ｘ５ｙ２１ ＋ ｘ２２ｙ６ －
　 　 ｘ６ｙ２２ ＋ ｘ２３ｙ７ － ｘ７ｙ２３ ＋ ｘ２４ｙ８ － ｘ８ｙ２４ ＋
　 　 ｘ２５ｙ９ － ｘ９ｙ２５ ＋ ｘ２６ｙ１０ － ｘ１０ｙ２６ ＋ ｘ２７ｙ１１ －
　 　 ｘ１１ｙ２７ ＋ ｘ２８ｙ１２ － ｘ１２ｙ２８ ＋ ｘ２９ｙ１３ － ｘ１３ｙ２９ ＋
　 　 ｘ３０ｙ１４ － ｘ１４ｙ３０ ＋ ｘ３１ｙ１５ － ｘ１５ｙ３１ ＋ ｘ３２ｙ１６ －
　 　 ｘ１６ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１８ － ｘ１８ｙ１ ＋ ｘ４ｙ１９ － ｘ１９ｙ４ ＋ ｘ６ｙ２１ － ｘ２１ｙ６ ＋
　 　 ｘ７ｙ２４ － ｘ２４ｙ７ ＋ ｘ１０ｙ２５ － ｘ２５ｙ１０ ＋ ｘ１１ｙ２８ －
　 　 ｘ２８ｙ１１ ＋ ｘ１３ｙ３０ － ｘ３０ｙ１３ ＋ ｘ１６ｙ３１ － ｘ３１ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１８ｙ１ － ｘ１ｙ１８ ＋ ｘ２０ｙ３ － ｘ３ｙ２０ ＋ ｘ２２ｙ５ －
　 　 ｘ５ｙ２２ ＋ ｘ２３ｙ８ － ｘ８ｙ２３ ＋ ｘ２６ｙ９ － ｘ９ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２７ｙ１２ － ｘ１２ｙ２７ ＋ ｘ２９ｙ１４ － ｘ１４ｙ２９ ＋ ｘ３２ｙ１５ －
　 　 ｘ１５ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ１９ － ｘ１９ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２０ － ｘ２０ｙ２ ＋ ｘ７ｙ２１ － ｘ２１ｙ７ ＋
　 　 ｘ８ｙ２２ － ｘ２２ｙ８ ＋ ｘ１１ｙ２５ － ｘ２５ｙ１１ ＋ ｘ１２ｙ２６ －
　 　 ｘ２６ｙ１２ ＋ ｘ１３ｙ３１ － ｘ３１ｙ１３ ＋ ｘ１４ｙ３２ － ｘ３２ｙ１４ ＋
　 　 ｘ１８ｙ４ － ｘ４ｙ１８ ＋ ｘ１９ｙ１ － ｘ１ｙ１９ ＋ ｘ２３ｙ５ －
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穆大禄．三十二元数乘法表



　 　 ｘ５ｙ２３ ＋ ｘ２４ｙ６ － ｘ６ｙ２４ ＋ ｘ２７ｙ９ － ｘ９ｙ２７ ＋
　 　 ｘ２８ｙ１０ － ｘ１０ｙ２８ ＋ ｘ２９ｙ１５ － ｘ１５ｙ２９ ＋ ｘ３０ｙ１６ －
　 　 ｘ１６ｙ３０） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２０ － ｘ２０ｙ１ ＋ ｘ３ｙ１８ － ｘ１８ｙ３ ＋ ｘ６ｙ２３ － ｘ２３ｙ６ ＋
　 　 ｘ８ｙ２１ － ｘ２１ｙ８ ＋ ｘ１０ｙ２７ － ｘ２７ｙ１０ ＋ ｘ１２ｙ２５ －
　 　 ｘ２５ｙ１２ ＋ ｘ１３ｙ３２ － ｘ３２ｙ１３ ＋ ｘ１５ｙ３０ － ｘ３０ｙ１５ ＋
　 　 ｘ１９ｙ２ － ｘ２ｙ１９ ＋ ｘ２０ｙ１ － ｘ１ｙ２０ ＋ ｘ２２ｙ７ －
　 　 ｘ７ｙ２２ ＋ ｘ２４ｙ５ － ｘ５ｙ２４ ＋ ｘ２６ｙ１１ － ｘ１１ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２８ｙ９ － ｘ９ｙ２８ ＋ ｘ２９ｙ１６ － ｘ１６ｙ２９ ＋ ｘ３１ｙ１４ －
　 　 ｘ１４ｙ３１） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２１ － ｘ２１ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２２ － ｘ２２ｙ２ ＋ ｘ３ｙ２３ － ｘ２３ｙ３ ＋
　 　 ｘ４ｙ２４ － ｘ２４ｙ４ ＋ ｘ１３ｙ２５ － ｘ２５ｙ１３ ＋ ｘ１４ｙ２６ －
　 　 ｘ２６ｙ１４ ＋ ｘ１５ｙ２７ － ｘ２７ｙ１５ ＋ ｘ１６ｙ２８ － ｘ２８ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１８ｙ６ － ｘ６ｙ１８ ＋ ｘ１９ｙ７ － ｘ７ｙ１９ ＋ ｘ２０ｙ８ －
　 　 ｘ８ｙ２０ ＋ ｘ２１ｙ１ － ｘ１ｙ２１ ＋ ｘ２９ｙ９ － ｘ９ｙ２９ ＋
　 　 ｘ３０ｙ１０ － ｘ１０ｙ３０ ＋ ｘ３１ｙ１１ － ｘ１１ｙ３１ ＋ ｘ３２ｙ１２ －
　 　 ｘ１２ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２２ － ｘ２２ｙ１ ＋ ｘ３ｙ２４ － ｘ２４ｙ３ ＋ ｘ５ｙ１８ － ｘ１８ｙ５ ＋
　 　 ｘ７ｙ２０ － ｘ２０ｙ７ ＋ ｘ１０ｙ２９ － ｘ２９ｙ１０ ＋ ｘ１２ｙ３１ －
　 　 ｘ３１ｙ１２ ＋ ｘ１４ｙ２５ － ｘ２５ｙ１４ ＋ ｘ１６ｙ２７ － ｘ２７ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１９ｙ８ － ｘ８ｙ１９ ＋ ｘ２１ｙ２ － ｘ２ｙ２１ ＋ ｘ２２ｙ１ －
　 　 ｘ１ｙ２２ ＋ ｘ２３ｙ４ － ｘ４ｙ２３ ＋ ｘ２６ｙ１３ － ｘ１３ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２８ｙ１５ － ｘ１５ｙ２８ ＋ ｘ３０ｙ９ － ｘ９ｙ３０ ＋ ｘ３２ｙ１１ －
　 　 ｘ１１ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２３ － ｘ２３ｙ１ ＋ ｘ４ｙ２２ － ｘ２２ｙ４ ＋ ｘ５ｙ１９ － ｘ１９ｙ５ ＋
　 　 ｘ８ｙ１８ － ｘ１８ｙ８ ＋ ｘ１０ｙ３２ － ｘ３２ｙ１０ ＋ ｘ１１ｙ２９ －
　 　 ｘ２９ｙ１１ ＋ ｘ１４ｙ２８ － ｘ２８ｙ１４ ＋ ｘ１５ｙ２５ － ｘ２５ｙ１５ ＋
　 　 ｘ２０ｙ６ － ｘ６ｙ２０ ＋ ｘ２１ｙ３ － ｘ３ｙ２１ ＋ ｘ２３ｙ１ －
　 　 ｘ１ｙ２３ ＋ ｘ２４ｙ２ － ｘ２ｙ２４ ＋ ｘ２６ｙ１６ － ｘ１６ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２７ｙ１３ － ｘ１３ｙ２７ ＋ ｘ３０ｙ１２ － ｘ１２ｙ３０ ＋ ｘ３１ｙ９ －
　 　 ｘ９ｙ３１） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２４ － ｘ２４ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２３ － ｘ２３ｙ２ ＋ ｘ５ｙ２０ － ｘ２０ｙ５ ＋
　 　 ｘ６ｙ１９ － ｘ１９ｙ６ ＋ ｘ１１ｙ３０ － ｘ３０ｙ１１ ＋ ｘ１２ｙ２９ －
　 　 ｘ２９ｙ１２ ＋ ｘ１５ｙ２６ － ｘ２６ｙ１５ ＋ ｘ１６ｙ２５ － ｘ２５ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１８ｙ７ － ｘ７ｙ１８ ＋ ｘ２１ｙ４ － ｘ４ｙ２１ ＋ ｘ２２ｙ３ －
　 　 ｘ３ｙ２２ ＋ ｘ２４ｙ１ － ｘ１ｙ２４ ＋ ｘ２７ｙ１４ － ｘ１４ｙ２７ ＋
　 　 ｘ２８ｙ１３ － ｘ１３ｙ２８ ＋ ｘ３１ｙ１０ － ｘ１０ｙ３１ ＋ ｘ３２ｙ９ －
　 　 ｘ９ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２５ － ｘ２５ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２６ － ｘ２６ｙ２ ＋ ｘ３ｙ２７ － ｘ２７ｙ３ ＋
　 　 ｘ４ｙ２８ － ｘ２８ｙ４ ＋ ｘ５ｙ２９ － ｘ２９ｙ５ ＋ ｘ６ｙ３０ －
　 　 ｘ３０ｙ６ ＋ ｘ７ｙ３１ － ｘ３１ｙ７ ＋ ｘ８ｙ３２ － ｘ３２ｙ８ ＋
　 　 ｘ１８ｙ１０ － ｘ１０ｙ１８ ＋ ｘ１９ｙ１１ － ｘ１１ｙ１９ ＋ ｘ２０ｙ１２ －
　 　 ｘ１２ｙ２０ ＋ ｘ２１ｙ１３ － ｘ１３ｙ２１ ＋ ｘ２２ｙ１４ － ｘ１４ｙ２２ ＋

　 　 ｘ２３ｙ１５ － ｘ１５ｙ２３ ＋ ｘ２４ｙ１６ － ｘ２４ｙ１６ ＋ ｘ２５ｙ１ －
　 　 ｘ１ｙ２５） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２６ － ｘ２６ｙ１ ＋ ｘ３ｙ２８ － ｘ２８ｙ３ ＋ ｘ５ｙ３０ － ｘ３０ｙ５ ＋
　 　 ｘ８ｙ３１ － ｘ３１ｙ８ ＋ ｘ９ｙ１８ － ｘ１８ｙ９ ＋ ｘ１１ｙ２０ －
　 　 ｘ２０ｙ１１ ＋ ｘ１３ｙ２２ － ｘ２２ｙ１３ ＋ ｘ１６ｙ２３ － ｘ２３ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１９ｙ１２ － ｘ１２ｙ１９ ＋ ｘ２１ｙ１４ － ｘ１４ｙ２１ ＋ ｘ２４ｙ１５ －
　 　 ｘ１５ｙ２４ ＋ ｘ２５ｙ２ － ｘ２ｙ２５ ＋ ｘ２６ｙ１ － ｘ１ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２７ｙ４ － ｘ４ｙ２７ ＋ ｘ２９ｙ６ － ｘ６ｙ２９ ＋ ｘ３ ２ｙ７ －
　 　 ｘ７ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２７ － ｘ２７ｙ１ ＋ ｘ４ｙ２６ － ｘ２６ｙ４ ＋ ｘ５ｙ３１ － ｘ３１ｙ５ ＋
　 　 ｘ６ｙ３２ － ｘ３２ｙ６ ＋ ｘ９ｙ１９ － ｘ１９ｙ９ ＋ ｘ１２ｙ１８ －
　 　 ｘ１８ｙ１２ ＋ ｘ１３ｙ２３ － ｘ２３ｙ１３ ＋ ｘ１４ｙ２４ － ｘ２４ｙ１４ ＋
　 　 ｘ２０ｙ１０ － ｘ１０ｙ２０ ＋ ｘ２１ｙ１５ － ｘ１５ｙ２１ ＋ ｘ２２ｙ１６ －
　 　 ｘ１６ｙ２２ ＋ ｘ２５ｙ３ － ｘ３ｙ２５ ＋ ｘ２７ｙ１ － ｘ１ｙ２７ ＋
　 　 ｘ２８ｙ２ － ｘ２８ｙ２ ＋ ｘ２９ｙ７ － ｘ７ｙ２９ ＋ ｘ３２ｙ７ －
　 　 ｘ７ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２８ － ｘ２８ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２７ － ｘ２７ｙ２ ＋ ｘ５ｙ３２ － ｘ３２ｙ５ ＋
　 　 ｘ７ｙ３０ － ｘ３０ｙ７ ＋ ｘ９ｙ２０ － ｘ２０ｙ９ ＋ ｘ１０ｙ１９ －
　 　 ｘ１９ｙ１０ ＋ ｘ１３ｙ２４ － ｘ２４ｙ１３ ＋ ｘ１５ｙ２２ － ｘ２２ｙ１５ ＋
　 　 ｘ１８ｙ１１ － ｘ１１ｙ１８ ＋ ｘ２１ｙ１６ － ｘ１６ｙ２１ ＋ ｘ２３ｙ１４ －
　 　 ｘ１４ｙ２３ ＋ ｘ２５ｙ４ － ｘ４ｙ２５ ＋ ｘ２６ｙ３ － ｘ３ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２８ｙ１ － ｘ１ｙ２８ ＋ ｘ２９ｙ８ － ｘ８ｙ２９ ＋ ｘ３１ｙ６ －
　 　 ｘ６ｙ３１） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ２９ － ｘ２９ｙ１ ＋ ｘ６ｙ２６ － ｘ２６ｙ６ ＋ ｘ７ｙ２７ －
　 　 ｘ２７ｙ７ ＋ ｘ８ｙ２８ － ｘ２８ｙ８ ＋ ｘ９ｙ２ １ － ｘ２ １ｙ９ ＋
　 　 ｘ１ ４ｙ１ ８ － ｘ１ ８ｙ１ ４ ＋ ｘ１ ５ｙ１９ － ｘ１９ｙ１ ５ ＋
　 　 ｘ１ ６ｙ２０ － ｘ２ ０ｙ１ ６ ＋ ｘ２２ｙ１ ０ － ｘ１ ０ｙ２２ ＋
　 　 ｘ２ ３ｙ１ １ － ｘ１ １ｙ２ ３ ＋ ｘ２ ４ｙ１２ － ｘ１ ２ｙ２ ４ ＋
　 　 ｘ２５ｙ５ － ｘ５ｙ２５ ＋ ｘ２ ９ｙ１ － ｘ１ｙ２ ９ ＋ ｘ３０ｙ２ －
　 　 ｘ２ｙ３０ ＋ ｘ３１ｙ３ － ｘ３ｙ３１ ＋ ｘ３２ｙ４ －
　 　 ｘ４ｙ３ ２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ３０ － ｘ３０ｙ１ ＋ ｘ２ｙ２９ － ｘ２９ｙ２ ＋ ｘ４ｙ３１ － ｘ３１ｙ４ ＋
　 　 ｘ８ｙ２７ － ｘ２７ｙ８ ＋ ｘ９ｙ２２ － ｘ２２ｙ１０ ＋ ｘ１０ｙ２１ －
　 　 ｘ２１ｙ１０ ＋ ｘ１２ｙ２３ － ｘ２３ｙ１２ ＋ ｘ１６ｙ１９ － ｘ１９ｙ１６ ＋
　 　 ｘ１８ｙ１３ － ｘ１３ｙ１８ ＋ ｘ２０ｙ１５ － ｘ１５ｙ２０ ＋ ｘ２４ｙ１１ －
　 　 ｘ１１ｙ２４ ＋ ｘ２５ｙ６ － ｘ６ｙ２５ ＋ ｘ２６ｙ５ － ｘ５ｙ２６ ＋
　 　 ｘ２８ｙ７ － ｘ７ｙ２８ ＋ ｘ３０ｙ１ － ｘ１ｙ３０ ＋ ｘ３２ｙ３ －
　 　 ｘ３ｙ３２） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ３１ － ｘ３１ｙ１ ＋ ｘ２ｙ３２ － ｘ３２ｙ２ ＋ ｘ３ｙ２９ － ｘ２９ｙ３ ＋
　 　 ｘ６ｙ２８ － ｘ２８ｙ６ ＋ ｘ９ｙ２３ － ｘ２３ｙ９ ＋ ｘ１０ｙ２４ －
　 　 ｘ２４ｙ１０ ＋ ｘ１１ｙ２１ － ｘ２１ｙ１１ ＋ ｘ１４ｙ２０ － ｘ２０ｙ１４ ＋
　 　 ｘ１８ｙ１６ － ｘ１６ｙ１８ ＋ ｘ１９ｙ１３ － ｘ１３ｙ１９ ＋ ｘ２２ｙ１２ －
　 　 ｘ１２ｙ２２ ＋ ｘ２５ｙ７ － ｘ７ｙ２５ ＋ ｘ２６ｙ８ － ｘ８ｙ２６ ＋
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　 　 ｘ２７ｙ５ － ｘ５ｙ２７ ＋ ｘ３０ｙ４ － ｘ４ｙ３０ ＋ ｘ３１ｙ１ －
　 　 ｘ１ｙ３１） ２ ＋
　 　 （ｘ１ｙ３２ － ｘ３２ｙ１ ＋ ｘ３ｙ３０ － ｘ３０ｙ３ ＋ ｘ４ｙ２９ － ｘ２９ｙ４ ＋
　 　 ｘ７ｙ２６ － ｘ２６ｙ７ ＋ ｘ９ｙ２４ － ｘ２４ｙ９ ＋ ｘ１１ｙ２２ －
　 　 ｘ２２ｙ１１ ＋ ｘ１２ｙ２１ － ｘ２１ｙ１２ ＋ ｘ１５ｙ１８ － ｘ１８ｙ１５ ＋
　 　 ｘ１９ｙ１４ － ｘ１４ｙ１９ ＋ ｘ２０ｙ１３ － ｘ１３ｙ２０ ＋ ｘ２３ｙ１０ －
　 　 ｘ１０ｙ２３ ＋ ｘ２５ｙ８ － ｘ８ｙ２５ ＋ ｘ２７ｙ６ － ｘ６ｙ２７ ＋
　 　 ｘ２８ｙ５ － ｘ５ｙ２８ ＋ ｘ３１ｙ２ － ｘ２ｙ３１ ＋ ｘ３２ｙ１ －
　 　 ｘ１ｙ３２） ２ ． （３）
为什么要写出这样繁长的公式，只因有了三十

二元数的乘法表，式子虽长，但证明它很简单，仅仅

应用到引理中式（２） 的 ｘ－ｙｙｘ－，分别计算 ｘ－ｙ 与 ｙ－ｘ 是

两个共轭的三十二元数而已．
令 ｆ１６ ＝ ｆ１７ ＝ … ＝ ｆ３１ ＝ ０，减少了 １６ 个基元，式

（３） 可表为：
如果两个数都能表成 １６ 个平方数之和，那么

这两个数的乘积也可以表成 １６ 个平方数之和．
再令 ｅ８ ＝ ｅ９ ＝ … ＝ ｅ１５ ＝ ０，又减少了 ８ 个基元，

此时式（３） 可表为：

如果两个数都能表成 ８ 个平方数之和，那么这

两个数的乘积也可以表成 ８ 个平方数之和．
继续令 Ｌ ＝ ｍ ＝ ｎ ＝ ｏ ＝ ０，这时的式（３） 就是欧

拉公式（１） ．
再继续令 ｊ ＝ ｋ ＝ ０，式（２） 就是熟知的复数域

上的公式：
（ｘ２

１ ＋ ｘ２
２）（ｙ２

１ ＋ ｙ２
２） ＝

　 　 （ｘ１ｙ２ ＋ ｘ２ｙ２） ２ ＋ （ｘ１ｙ２ － ｘ２ｙ１） ２ ．
很显然同超复数乘法表一样，此定理可一般地

叙述为：如果两个数都能表成 ２ｎ（ｎ ≥ １） 个平方数

之和，那么这两个数的积也可以表成 ２ｎ 个平方数

之和．

３　 结语

作为复数域的推广，从分析四元数基元乘法表

入手，解决了超复数系的代数结构问题．作为超复

数系的一个应用，证明并推广了 Ｅｕｌｅｒ 公式． 关于

Ｅｕｌｅｒ 公式的延展与延展后公式的验证问题，是以

后要继续做的工作．
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［３］　 刘绍学．近世代数基础［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２０００：８９．
ＬＩＵ Ｓｈａｏｘｕｅ． Ｍｏｄｅｒｎ ａｌｇｅｂｒａ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ［Ｍ］． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ，２０００：８９．

［４］　 胡作玄．从毕达哥拉斯到费尔马［Ｍ］．郑州：河南科学技术出版社，１９９７：１６⁃１８．
ＨＵ Ｚｕｏｘｕａｎ． Ｆｒｏｍ Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ ｔｏ Ｆｅｒｍａｔ ［Ｍ］． Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ： Ｈｅｎａｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｐｒｅｓｓ，１９９７：１６⁃１８．

［５］　 闵嗣鹤，严士健．初等数论［Ｍ］．北京：高等教育出版社，１９８２：９９⁃１０５．
ＭＩＮ Ｓｉｈｅ， ＹＡＮ Ｓｈｉｊｉａｎ． Ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｐｒｉｍａｒｙ ［Ｍ］． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ，１９８２：９９⁃１０５．

［６］　 ３６０ 知识百科．超复数［ＯＤ ／ ＥＢ］．（２０１５⁃１２⁃２８）．ｈｔｔｐ： ／ ／ ｂａｉｋｅ．ｓｏ．ｃｏｍ ／ ｄｏｃ ／ ６９５７３７⁃７３６３５９．ｈｔｍｌ．
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