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JJie logischen Grundbegriffe, die gewöhnlich als nötig für die Begrün-

dung der Mathematik angesehen werden (siehe z. B. Principia Mathematica von

B. Russell å: A. X. Whitehead), sind erstens die folgenden: Die Begriffe

„Aussage" und „Aiissagaifiiiiktiou" von 1, 2 usw. \'eränderlichen, die drei

Operationen 1 ) Konjunktion (sprachlich gewöhnlich durch das Wort „und" oder

durch die Worte „sowohl — als" ausgedrückt), 2) Disjunktion (gewöhnlich

durch die Worte „entweder — oder" ausgedrückt! und 3) Xcgation (durch

das Wort „nicht" bezeichnet) und endlich die RussELL-WniTEHEAD'schen

Begriffe „always" und „sometimes". Die zwei letzten Begriffe geben uns

die Idee der Gültigkeit einer Aussage in allen Fällen, bezw. in mindestens

einem Falle. Die Gültigkeit einer Aussage in mindestens einem Falle wird

als einen Existenzsatz bezeichnet und wird gewöhnlich durch die Worte

„es gibt" ausgedrückt. — Ich will in dieser Abhandlung überall grofse

Buchstaben als Symbole für Aussagenfunktionen benutzen, so data also

A\x). Bix) . . . Aussagenfunktionen einer \'eränderlichen, .-:/(.v, vi, i> (.v.j') . . .

solche von zwei \'eränderlichen usw. bedeuten. Weiter benutze ich die

ScHRöDER'schen ' Zeichen für Konjunktion, Disjunktion und Negation, so dafa,

wenn A und B Aussagen sind, AB die Aussage „sowohl A als B" , A + B
die Aussage „entweder A oder B" und endlich A die \'erneinung von

A bedeuten. — Weiter führen aber Russell & Whitehead auch den Be-

griff der „deskriptiven Funktion" ein. Eine deskriptive Funktion ist ein

Ausdruck, der eine eindeutig bestimmte Bedeutung hat; es ist eine Art

funktionaler Eigennamen. Endlich soll es nach Russell & Whitehead nötig

sein, allgemein gültige Aussagen als eine Art Funktionalbchauptungen (func-

tional assertions) einzuführen. Eine Funktionalbehauptung soll darin bestehen,

dafe eine Aussage als gültig in einem unbestimmt gelassenen Falle be-

hauptet wird.

Was ich nun in dieser Abhandlung zu zeigen wünsche ist folgendes:

Faßt man die allgemeine)! Sätze der Aritlunetik als Funktionalbehauptungen

auf, und basiert man sich auf der rekurrierenden Denkweise, so läßt sich

diese IVissenscIiaft in folgerichtiger Jf'eise ohne Anwendung der Russell-

IVhitehead'sthen Begriffe „always" und „sometimes" begründen. Dies kann

auch so ausgedrückt werden, daß die logische Begründung der Arithmetik

ohne Anwendung scheinbarer losrischer \'eränderlichen geschehen kann.

' E. Schröder : Algebra der Logik,
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Vorteilhaft wird es allerdings oft sein, scheinbare Veränderliche einzuführen
;

man wird aber blofs endliche Ausdehnungsbereiche für die Variation dieser

Veränderlichen nötig haben, und mit Hilfe rekurrierender Definitionen wird

man die Anwendung solcher Variablen dann immer vermeiden können. Dies

alles wird im folgenden klar werden.

Ich will übrigens bemerken, dafe ich alle Funktionen eigentlich als

deskriptive auflasse ; die Aussagenfunktionen sind nur dadurch charakterisiert,

dafe sie bloß die zwei Werte „wahr" und „falsch" haben können, die

natürlich auch mit zu den logischen Grundbegriffen gehören.

Die deskriptiven Funktionen fasse ich als funktionale Eigennamen auf,

d. h. Eigennamen, deren Bedeutung von der Wahl einer oder mehrerer

Veränderlichen abhängig ist. Z. B. betrachte ich ii + \, die auf // folgende

Zahl, als den Namen einer Zahl, aber so, daf? je nach der Wahl von n

verschiedene Zahlen dadurch bezeichnet werden.

Nach Russell und Whitehead sollen die deskriptiven Funktionen wie

z. B. „Author of Waverly" eigentlich nichts bedeuten, nämlich blofs unvoll-

ständige Symbole sein. Mir scheint diese Auffassung nicht unzweifelhaft

zu sein; aber selbst wenn diese Auff'assung der deskriptiven Funktionen

der gewöhnlichen Sprache richtig sein sollte, so braucht man nicht die

deskriptive Funktionen der Arithmetik so aufzufassen.

Russell und Whitehead räsonieren in folgender Weise : „Der Verfasser von Waverly"

kann nicht Scott bedeuten; denn dann würde die Aussage „Scott ist der Verfasser von

Waverly" bedeuten „.Scott ist Scott", und das ist eine ganz nichtssagende Aussage. Anderer-

seits kann „der Verfasser von Waverly" nicht eine andere Person bedeuten; denn dann

würde die Aussage „Scott ist der Verfasser von Waverly" falsch sein, was bekanntlich nicht

der Fall ist. Folglich bedeutet „der Verfasser von Waverly" nichts; es ist ein unvoll-

ständiges Symbol.

Dieser Beweis, der einen sehr philosophischen Charakter hat, scheint mir aber nicht

ganz zwingend zu sein. Was soll uns verhindern „der Verfasser von A'" — schreiben wir kürzer

VfXJ — als eine Art variabler Eigennamen aufzufassen? Dann ist gewi6 „der Verfasser von

Waverly" ein Name derselben Person wie Scott. Die beiden Namen sind aber verschieden,

und deshalb kann die Aussage „Scott ist der Verfasser von Waverly" nicht durch die Aus-

sage „Scott ist Scott" ersetzt werden. Die letztere Aussage ist nichtssagend, aber nicht die

erstere, und das rührt daher, daß man im voraus schon etwas von der Person, der J^ fX)

genannt wird, weifä, indem ja allgemein festgesetzt ist, daß eine Person dann und nur dann

VfX) genannt werden soll, wenn sie und nur sie X geschrieben hat. Die Information ist

meines Erachtens von derselben Art wie im folgende Falle : Ein Mann hat zwei Eigennamen,

A und B. Einmal hat man etwas von A gehört, z. B. daß er fünf Kinder hat. Ein anderes

Mal wird man für Herrn B präsentiert, und es wird erzählt, daß B der Herr A ist. Diese

Aussage enthält dann eine Information über B, nämlich daß B fünf Kinder hat, dadurch daß

man früher etwas von A wußte. Die Aussage „B ist A" ist also gänzlich verschieden von

den Aussagen „A ist A" und „B ist B" ; die letzteren sind völlig nichtssagend, aber nicht

die erstere, falls schon im voraus etwas von A, aber nicht von B, oder von B, aber nicht

von A, bekannt ist.

Die Anwendung des Gleichheitszeichens im folgenden ist immer so auf-

zufas.sen, dafe zwei Namen oder Ausdrücke dasselbe bedeuten oder be-

zeichnen. Deshalb sehe ich es auch als selbstverständlich an, daf3 ich
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überall gleiches für gleiches setzen kann und mache davon unaufhörlich

Gebrauch.

Die Begriffe „natüriiche Zahl" und „die auf die Zahl ;/ folgende Zahl

;/ — 1" (also die deskriptive Funktion « + II und die rekurrierende Denk-

weise werden zu Grunde gelegt.'

§ 1.

Die Addition.

Ich will eine deskriptive Funktion zweier \'eränderlichen a und b ein-

führen, die ich durch o — b bezeichne und die Summe von a und b nennen

will, indem sie für b = 1 eben die auf a folgende Zahl a — 1 bedeuten

soll. Diese Funktion ist also schon für b = 1 für beliebige a als definiert

anzusehen. Um sie allgemein zu definieren brauche ich sie dann nur für

b + 1 für beliebige a zu definieren, wenn sie schon für b für beliebige a

als definiert angenommen wird. Das geschieht durch folgende Definition :

Df. 1. a - [b ^ l) ^ ia - b\ - l.

Hierdurch wird also die Summe von a und b — 1 gleich der auf a -^ b

folgenden Zahl gesetzt. Ist also die Addition schon definiert für beliebige

Werte von a für eine gewisse Zahl b, so ist durch Df. 1 die Addition für

beliebige a für b + 1 erklärt und ist somit allgemein definiert. Es ist dies

ein typisches Beispiel einer rekurrierenden Definition.

Satz 1. Das assoziative Gesetz: a — ^b — c) = \a — b\ ^ c.

Beweis: Der Satz gilt für c = 1 kraft Df. 1. Ich nehme an, dafe er

für ein gewisses c für beliebige Werte von a und b gültig ist. Dann mu6

für beliebige Werte von a und b

(a) a - (b - Kc ^ 11) = rt ^ {(b - cl - 1 ),

da nämlich nach Df. I b - U - W = \b - c\ — \. Nach Df. 1 mu6 aber auch

(ß) a ~ {\b ^ c\ - \) = Ka - \b - f l)
- 1

sein. Der Annahme nach soll nun a — \b ~ c\ = \a -r b\ -^ c sein, woraus

(y) (a - (Å - fl) - 1 = (1(7 - b\ - c) ^ 1.

Nach Df. I haben wir endlich auch

\ö\ (If7 - b) - c) - \ =\a - b\ - ((- - 11.

Aus (al, {^\, (;•) und ((3) folgt

a - (Ä - (c - II) = l<7 - él - (c -^ 1).

wodurch der Satz für c -r I für unbestimmt gelassene a und b bewiesen

ist. Der Satz gilt also allgemein. Dies ist ein typisches Beispiel eines

rekurrierenden Beweises (Beweis durch vollständige Induktion).

• Der oft umständliche Formalismus der Aussagenfunktionen im folgenden rührt daher, da6

diese Abhandlung in Anschluß an die RcsSELL-WHiTEHEAD'schen Arbeiten geschrieben ist.
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Hilfssatz: a + i = I + n.

Beweis : Der Satz gilt für « = 1 . Ich beweise die Gültigkeit für ^ + 1

,

indem die Gültigkeit für a angenommen wird. Wir erhalten in der Tat

(a + 1) + 1 = (1 + a) + 1 ^= 1 + (a + 1 )

kraft der gemachten Annahme und der Definition 1 . Der Satz gilt also

allgemein.

Satz 2. Das kommutative Gesetz: a + b = b + a.

Beweis: Dem Hilfssatze zufolge gilt dieser Satz für é = 1. Ich nehme

an, da6 er für beliebiges a für ein gewisses b richtig ist, und beweise

dann die Richtigkeit für ô + 1 für beliebiges a. Dies geschieht so:

a + {d + l) = (a ^ b) + \ = {b + a) + \ = b + {a + 1) =
= b i- (\ + a) =^ \b + \) + a

,

wobei sowohl Satz 1 wie der Hilfssatz angewandt worden sind. Die funk-

tionale Behauptung a + b = b + n ist also richtig.

§ 2.

Die Relationen <C (kleiner als) und , (grösser als).

Mit der Addition eng verknüpft sind die Kleiner- und die Gröfaer-

relation, durch <C bezw. >> bezeichnet. Da die letztere Relation bloß die

Umkehrung der ersteren ist, kommt es nur darauf an, die Relation <C zu

definieren. Gewöhnlich geschieht diese Definition mit Hilfe einer schein-

baren logischen Veränderlichen, indem man von dem logischen Existenz-

begrifife (oder demRussELL-WHiTEHEAn'schen „sometimes") Anwendung macht.

Die gewöhnliche Definition hat in der Tat das Aussehen :

{a<b} -^ Zia + X ^ b),

X

wenn man das ScHRÖDER'sche Zeichen der Gültigkeit in mindestens einem

Falle (bei Schröder Aussagensummation genannt und durch H bezeichnet)

anwendet. In Worten lautet diese Definition so: „a soll dann und nur dann

kleiner als b heifaen, weini es eine Zahl x gibt so beschaffen, dafa a + x = b

ist". Diese Definition setzt also die Anwendung des logischen Existenz-

begriffes oder m. a. W. der scheinbaren \'eränderlichen voraus. Man kann

doch das sehr leicht vermeiden, wenn man nämlich die Kleinerrelation

rekurrierend definiert. Dies kann in der Tat so geschehen:

Df. 2. a<\ ist falsch, [a < b + \) = [a < b) + {a = b).

Es ist leicht zu sehen, dafs dies eine völlig legitime rekurrierende

Definition ist; denn zuerst wird ja festgesetzt, wann a <C b gilt, wenn b = 1

ist, nämlich nie; und zweitens wird festgesetzt, wann die Relation <
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zwischen einem beliebigen a und einem gewissen d + 1 stattfinden soll,

wenn diese Relation schon für /; für beliebige a definiert ist. Wie man
sieht, ko»init in dieser Definition kein logisches S-Zeichcn vor.

Df. 2K ia > Å) = (^ < a).

Satz 3. [a < ö) (/; < c) + (a < c), oder wenn man will : (a < /5») + (A <c)
+ {a<Cc). In Worten lautet der Satz: Aus der gleichzeitigen Gültigkeit

von a <^ Ù und ô <C c folgt a <^c.

Beweis : Der Satz ist für beliebige a und d gültig, wenn c = 1 ; denn

nach Df. 2 ist /^ < 1 falsch, d. h. (Z» < 1 ) ist wahr. Ich will deshalb die

Richtigkeit des Satzes für c + 1 beweisen, wenn er richtig für c (bei un-

bestimmten Werten von a und />) ist. Aus {a <^ b) {6 <C c + 1) folgt nach

Df. 2 entweder (a < ö) {b < c) oder la < /;) {b = c). Aus {a < b) (b < c)

folgt aber der Annahme nach o<Cc, woraus nach Df. 2 o <lc -\- 1. Aus
{a<ib\{b^=c\ folgt natürlich auch a<Cc, woraus wieder a <ic + \. In

jedem Falle folgt also « •< c + 1 aus der gleichzeitigen Gültigkeit von a <Cb
und b <^c + 1 , so dafe also der Satz auch für beliebige a und /> für c + 1

wahr sein mufs. Hierdurch ist Satz 3 bewiesen.

Df. 3. (/7 ^b) = [a <b]+ [a = b). Df 3'. io ^ Å) = (a > ^) + (a = b).

Diese Definitionen ebenso wie Df 2' bestehen blofà in der Einführung

anderer Bezeichnungen; sie sind deshalb theoretisch überflüssig, was nicht

mit den rekurrierenden Definitionen der Fall ist.

Hilfssatz 1 (zu Satz 4): [a <i b\ + \a + 1 ^b).
In Worten: Entweder ist a nicht kleiner als b oder a -\- \ ist kleiner

oder gleich /;. Es ist aber besser, es so zu sagen : Aus a <ib folgt

a + \^b.
Beweis : Der Satz ist bei unbestimmtem a gültig für /^ = 1 . Ich setze

die Richtigkeit des Satzes für beliebiges a für ein gewisses b voraus und

beweise dann seine Richtigkeit für beliebiges a für b -\- \. Aus a <i^b -{- \

folgt (Df 2) entweder a <C b, woraus der Annahme zufolge a + 1 < ô,

was wieder (Df 21 a + \ ^b + 1 gibt, oder a = b, woraus selbstver-

ständlich a + \ = b + \, was (Df 31 rt + 1 ^^ + 1 gibt. Der Satz gilt

also für beliebige Werte von a auch für b + 1 und ist somit allgemein gültig.

Hilfssatz 2 (zu Satz 4). 1 ^ a.

Beweis : Der Satz gilt für a = \ . Aus der angenommenen Gültigkeit

für a, also I ^ a, folgt (Df 2 und 3) 1 <« + 1, was (Df 3) 1 ^rt + 1

gibt, d. h. der Satz gilt auch für (7+1.
Satz 4. [a<ib) + [a =^ b) + (a > b).

Beweis: Der Satz gilt für />< — 1, weil nach Hilfssatz 2 entweder a = 1

oder a ^ 1 sein mufa. Ich setze die Richtigkeit des Satzes für b bei unbe-

stimmtem a voraus und beweise seine Richtigkeit für b + 1 tür beliebiges a.

Findet nämlich dann a <ib -^ \ nicht statt, so kann (Df 21 weder a <C b

noch a = b sein ; dann soll aber der Annahme zufolge a ^ b sein, woraus

(Hilfssatz \) a^b + l.

Hilfssatz, {a <b){a + l <b + l) + in < A) (a + \ <b +n
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Dieser Satz kann in Worten so ausgedrückt werden : Aus a <C b folgt

a + \ <C b -{-
1 und umgekehrt.

Beweis: Aus «< 6 folgt (Hilfssatz 1 des Satzes A) a + \^b, woraus

(Df. 2)a + \ <b+ \. Aus a + \ <b + 1 folgt (Df. 2) entweder a+ \<b
oder a -\- \ =^ b. Hieraus in beiden Fällen a <^ b.

Satz 5. a <C^ a. D. h. eine beliebige Zahl ist nicht kleiner als sich selbst.

Beweis: Dies ist richtig für « = 1 (Df. 2). Ich setze die Richtigkeit

für ein gewisses a voraus. Aus a -\- \ <C a + \ würde nach dem letzten

Hilfssatze a <Ca folgen, was der gemachten Annahme widerstreitet.

KoroUar zu den Sätzen 3 und 5 : [a < b) [a > b) + {a <Cb) {a > b).

In Worten: Ist a<Cb, so ist nicht a y> b , und umgekehrt.

Denn wäre a <C b und zugleich a^ b, so würde (Satz 3) a <^ a folgen.

Korollar: [a <i b) + {a ^ b)^ , d. h. wenn a <i b ist, so ist a verschieden

von b. Denn aus [a <^ b) (a = b) würde ja « •< « folgen.

Die 3 Relationen a <i b , a = b, a'j>b schließen einander also aus,

während andererseits nach Satz 4 eine von ihnen in jedem Falle erfüllt

sein mufe.

Satz 6. {a <b)(a + c<b + c) + (a <T) Ta + c < b + c).

Beweis: Nach dem Hilfssatze zu Satz 5 ist dies jedenfalls richtig, wenn

c = 1. Wir machen die Annahme, dafs die Richtigkeit für beliebige a und b

für ein gewisses c schon bewiesen ist. Aus a <C b folgt alsdann a + c <^b -\- c,

woraus kraft Satz 1 und desselben Hilfssatzes a + {c + \) <^ b + {c + 1).

Umgekehrt folgt aus « + (c + 1 ) < 6 + (c + 1 ) kraft Satz 1 und dieses

Hilfssatzes a + c <i b -\- c, woraus der Annahme nach a <C b.

Satz 7. {a<b){c<Cd) -}- {a + c <Cb + d).

D. h. : Aus der gleichzeitigen Gültigkeit von a <C b und c <C d folgt

a -\r c <^b -\- d.

Beweis: Aus a <i b folgt (Satz 6) a ^ c<ib + c. Aus c<Zd folgt

(Satz 2 und Satz 6) b + c <i b + d. Aus der gleichzeitigen Gültigkeit von

a + c < Ä + c und b + c<b + d folgt (Satz 3) a + c<b ^ d.

Dies ist ein typisches Beispiel eines nicht rekurrenten Beweises, der

also blofa in einer endlichen Kombination früherer Sätze besteht, während

ein Beweis durch vollständige Induktion einen unendlichen Prozeß darstellt.

Wir haben übrigens schon einige andere Beispiele nicht rekurrenter Be-

weise gehabt. (Der Hilfssatz des Satzes 5 und die Korollaren der Sätze

3 und 5).

Satz 8. {a + c ^ b + c) + {a = b).

D. h. : Aus a + c =-- b + c folgt a = b. Dafa auch die Umkehrung wahr

ist, ist selbstverständlich.

Beweis: Ist a 4= b, so mufs (Satz 4) entweder ^ <r <^ oder «> ^ sein.

Aus a <i b folgt aber (Satz 6) a + c <i b + c und aus a^ b m derselben

' Ich schreibe, wie man gewöhnlich tut, a ^ b um auszudrücken, dafà a nicht gleich b ist,

also statt (a = b).
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Weise a ^ c ^ b — c, und beides läuft der Gleichung a -^ c = b -^ c

zuwider (KoroUar des Satzes 51.

Der Spezialfall c = 1 dieses Satzes sagt aus, dafe es nur eine Zahl

geben kann, die eine bestimmte nachfolgende hat, oder ni. a. \V. jede Zahl

kann nur eine vorhergehende haben.

Satz 9. a <C a ^ b.

Beweis: Richtig für b^ 1 für unbestimmtes a (Df. 2). Die Richtigkeit

für beliebige a für ein gewisses b können wir dann voraussetzen. Aus

a<^a -^ b erhalten wir aber weiter iDf. 2\ a <^[a -^ b\ -^
1 , à.\\.a<^,a^\b-^ II

(Df. 1).

§ 3.

Die Multiplikation.

Df. 4. a \ = a. aib — l\ = ab — a.

Dies ist eine rekurrierende Definition einer deskriptiven Funktion ab

zweier \'ariablen a und b, die das Produkt von a und b genannt wird.

Satz 10. Erstes distributives Gesetz: aib -^ c) = ab — ac.

Beweis: Der Satz gilt für c= 1 (Df. 4). Wir nehmen also an, daß

er für beliebiges a und b für ein gewisses c gültig ist. Wir erhalten dann

a {b — ie — W) = a {ib — c) -r \) = a {b ^ c) -^ a =^ \ab — ac\ — a =
= ab — {ac — a\ = ab — a [f — 1 1,

wobei von Satz 1 . Df. 4 und der gemachten Annahme Gebrauch gemacht ist.

Satz 11. Das assoziative Gesetz: a {bc) = iab) c.

Beweis: Der Satz gilt, wenn c = 1 (Df. 4). Wir setzen deshalb voraus,

data er für beliebige a und b für ein gewisses c richtig ist. Dann be-

kommen wir

a{b{c — W) = aibc - b) = a [bc\ — ab = iab) c — ab = iab) {c - II

unter Anwendung von Df. 4, Satz 10 und der gemachten Annahme.

Satz 12. Zweites distributives Gesetz: (a — b) c = ac — bc.

Beweis: Wenn c= 1, ist der Satz richtig (Df. 41. Wir nehmen an,

dafe er richtig ist für beliebige a und b für ein gewisses c. Dann erhalten

wir unter Anwendung von Df. 4 und den Sätzen 1,2:

{a - b){c - l) = ia ^ b)c — {a ^ b) ^ {ac ^ bc) -^{a - b) = {{ac + bc) ^ rt) — ^ =

= (ac - [bc ^ a)) ^ b = {ac - {a - bc)) - é = {{ac ~ a) -^ bc) -^ b ^

= {a{c -r- \) - be) - b = a{c - \) ^ {bc ^ b) = a{c -^ W ^ b{c ^ 11.

Hilfssatz. \ • a = a.

Beweis: Richtig für a = 1 (Df. 41. Ist er für a richtig, so folgt

1 • ((7 — 1 1 = 1 • a - 1 = rt -r 1 , d. h. er ist auch für a — 1 richtig.
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Satz 1 3. Das kommutative Gesetz : ab = ha.

Beweis: Dieser Satz gilt für beliebige a, wenn b gleich 1 ist. (Der

Hilfssatz). Aus der angenommenen Richtigkeit für /; für beliebiges a folgt

(Satz 12 und der Hilfssatz)

a{b ^ \\ = ab ^ a = ba -^ a ={b ^ \)a.

Satz 14. (rt < b) \ac < bc) + (a < b) {ac < bc).

In Worten : Aus a <^ b folgt ac <C bc und umgekehrt.

Beweis: Der Satz ist selbstverständlich richtig für beliebige a und b,

wenn c = 1 ist. Wir können deshalb annehmen, daß er für beliebige a und b

für ein gewisses c gültig ist. Aus a <^ b folgt dann ac <C bc, woraus (Satz 7)

ac + a<ibc + b, d. h. iDf. 4) a \c + \X b {c ^ \). Die Umkehrung mufs

auch richtig sein ; denn aus a = b würde ja ac = bc und aus a ^ b nach

dem bewiesenen ac ^ bc folgen.

KoroUar: {ac ^ bc) + (^ = b), d. h. aus ac = bc folgt a = b.

Satz 15. (7 <C ab.

Beweis: Richtig für b ~ 1. (Df. 4). Aus der Richtigkeit für /; folgt,

da (Satz 91 ab <i ab -^ a ist, nach dem Satze 3 a <^ a [b + 1), d. h. der

Satz ist auch für b + 1 richtig.

KoroUar : Aus ab<,c folgt a <^c oder m. a. W. : [ab >> c) + (a< c).

§ 4.

Die Teilbarkeitsrelation.

Mit der Multiplikation eng verknüpft ist der Begriff der Teilbarkeit.

Dieser wird immer mit Hilfe einer scheinbaren Veränderlichen definiert.

Man sagt ja, dafe a durch b teilbar ist, wenn es eine Zahl x gibt, so dafs

a = bx ist. Mit Hilfe ScHRöDER'scher S3'mbole nimmt diese Definition das

folgende Aussehen an, wenn D [a, b) die Aussagenfunktion „a ist teilbar

durch b" bedeutet :

Dia, b) = I(a = bx).
X

Eine solche Definition bezieht sich auf eine unendliche — und das

heifat ja undurchführbare — Arbeit, weil das Kriterium der Teilbarkeit

darin besteht, ob man durch Probieren die ganze Zahlenreihe Jiinditrch eine

Zahl X finden kann, so beschaffen, dafs a = bx wird.

Es ist jedoch hier leicht, sich von der Unendlichkeit frei zu machen,

die bei dieser Definition klebt. Es ist nämlich klar, daß eine Zahl x der

verlangten Beschaffenheit, falls eine solche überhaupt vorkommt, unter den

Zahlen 1, 2, . .,a auftreten muß; denn aus bx = a folgt nach Satz 15
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.r<rt. Deshalb kann die Teilbarkeitsrelation genau ebenso gut wie folgt

definiert werden :

D la. h) = I:, \a = bx) = {{a = b) -r- [a = 2 b) -t \a = 3 b) ^ . . + {a = ba)).
I

Hier kommt allerdings noch eine scheinbare \'eränderliche .v vor; i/ir

J'ariafionsbcreic/i ist aber hier nur ein endlicher, nämlich blo6 die Werte

von 1 bis a. Deshalb gibt uns diese Definition ein endliches Kriterium

der Teilbarkeit: man kann in jedem Falle die Gültigkeit oder Ungültigkeit

der Aussage D {a, b) mit Hilfe einer endlichen Arbeit — endlich vieler

Operationen — konstatieren. Da nun die ScHRöDER'sche Aussagensumme

in dieser Definition eine endliche ist, kann sie selbst wieder durch Rekursion

definiert werden, und dadurch läfat sich zuletzt die Anwendung einer schein-

baren \'eränderlichen ganz vermeiden. Um dies zu erreichen, brauchen wir

nur zuerst eine temäre Relation J {a, b, c) zu definieren, die bedeuten soll,

da6 a gleich b multipliziert mit einer Zahl zwischen I und c I beide inklusive)

ist. Die genaue Definition von J («, b, c) geschieht so :

Df. 5. J la. b. \) = (a = b). J \a, b. c ~ II = J (a, b, c) + \a = bic- \)).

Mit Hilfe dieser Aussagenfunktion J wird die Teilbarkeit D so

definiert :

Df. 6. D \a, b\ = J {a, b, a).

Es ist sehr leicht zu sehen, dafa die Aussagenäquivalenz

c

J \a, b, c\ = 2';tlrt = bx)

besteht, so daß Df. 6 mit der oben erwähnten endlichen Definition der Teil-

barkeit völlig übereinstimmt. In der Tat gilt ja diese Äquivalenz für c = \,

weil die Aussagensumme rechts sich dann auf das eine Glied a = b reduziert,

c— 1

und aus der Richtigkeit für c folgt die Richtigkeit für c — 1 ; denn ^x '« — bx)

c

bedeutet ja dasselbe wie Zx^o == ^-vl ^ {a ^ bw — li).

1

Satz 16. [a ^ bc) -r J 1/7, b, c\; d. h. aus a = be folgt J \a, b, c).

Folgt unmittelbar aus Df. 5.

Satz 1 7. J 1(7, b, c) — Ir >> r'l ^ J {a, b, c'l

Dies kann auch so ausgedrückt werden: Aus J ia, b, c){c ^c ) folgt

J {(7, b, c'l

Beweis : Selbstverständlich richtig, wenn c' = Ï. Wir nehmen an, dafa

der Satz richtig ist für ein gewisses c' für beliebige Werte von a, b und c.

Aus c-^c' + 1 folgt ent%veder c^ c', das mit J [a, b, e) der Annahme

nach J [a, b, c) und dadurch auch {Dt 5) J ia, b, c + \) gibt, oder f = r' H- 1,

das mit J [a, b, c) natürlich J 1«, b, c ^ II gibt. Der Satz ist also auth

richtig für c -^ 1 für beliebige Werte von a, b und c und gilt also völlig

allgemein.
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Satz 18. J {a, h, c) + D[a, b). D. h. aus J [a, b, c) folgt D {a, b).

Beweis: Aus J {a, b, \), d. h. a ^= b, folgt, da 1 ^ <? (Hilfssatz 2 des

Satzes 4), nach Satz 17 A [a, b, a), d. h. D {a, b). Nehmen wir jetzt an,

dafe der Satz für c gültig ist. Aus J (a, b, c + 1) folgt (Df. 5) entweder

J [a, b, c), woraus der Annahme zufolge D (a, b), oder a =^ b (c + \), woraus

(Satz 15) c + l^a; aber aus J (a, b, c + DU + 1 ^a) folgt (Satz 17)

J in, b, a), d. h. D [a, b).

Korollar zu den Sätzen 16 und 18: {a- ^ bc) + D [a, b); d. h. aus a — bc

folgt D {a, b).

.Satz 19. (a ^ bd) + 11^77,"^) + J ia, c, de); d. h. aus {a= bd)J{b,c,e)

folgt -J [a, c, de).

Beweis : Ist ^ = 1 , so ist J (b, c, e) = (b = c) ; aus {a = bd) A (b, c, 1 ) folgt

also a - cd, woraus (Satz 16) J [a, c, d). Wir setzen deshalb die Richtigkeit

des Satzes für e (bei beliebigen a, b, c, d) voraus. Aus (a = bd) A [b, c, c + 1)

erhalten wir (Df. 5) entweder [a = bd) A [b, c, e), woraus also A {a, c, de),

woraus wieder, da de <C d ie + 1) ist ide <C de + d nach Satz 9), nach dem

Satze 17 A{a, c, d [c -f 1 )), oder [a = bd) {b -= c{e + 1 )), woraus a = cd [e + 1 ),

was wieder (Satz 16) J {a, c, die + 1)) gibt.

Korollar zu den Sätzen 18 und X^è: {a ^ bd) + D ib, c) + Dia, c); d. h.

aus [a ^ bd) D {b, c) folgt D ia, c). Denn aus ia = bd) A ib, c, b) folgt (Satz 19)

J ia, c, bd), woraus (Satz 1 8) D [a, c).

Satz 20. J (/7, b, d) + D ib, c) + D ia, c).

Beweis: Aus A in, b, \) D ib, c) folgt natürlich Dia,c), da A[a,b, 1)

= (fl! = b) ist. Wir setzen die Richtigkeit des Satzes für beliebige a, b und c

für ein gewisses d voraus. Aus J [a, b, d -\- \) D ib, c) erhalten wir (Df. 5)

entweder ^1 ia, b, d) D ib, c), woraus der Annahme zufolge D ia, c), oder

{a = b id + \)) D {b, c), woraus nach dem Korollar zu den Sätzen 18 und

19 Dia,c) folgt. Hierdurch ist die Richtigkeit für c + 1 bewiesen.

Korollar : D ia, b) D {b, c) + D ia, c) ; d. h. aus D ia, b) D ib, c) folgt D ia, c).

Dies ist in der Tat blofs der Spezialfall des Satzes 20, der entsteht,

wenn man d = a setzt.

Dieser letzte Satz, daf? D ia, c) aus D ia, b) D [b, c) folgt, ist mit dem

Satze nahe verwandt, der sagt, dafj ia = cde) aus ia = bd) ib = ce) folgt,

hat aber einen ganz anderen Sinn. Auch nach der gewöhnlichen Auf-

lassungsweise mit Anwendung scheinbarer Variablen mit unendlichem Varia-

tionsbereich sind die beiden Sätze ihrem Inhalte nach ganz verschieden,

was sofort offenbar wird, wenn beide genau formuliert werden. Der eine

Satz ist in ScHRöDER'schen Symbolen :

ia) nnn{2ia = bx) + Zib = cy) + 2ia = cz)).

a b c X y z

Der andere Satz ist:

iß) nnnn n{[a t bd) + (/; 4: ce) + ia = cde)).
a b c d e
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Wenn man indessen gewöhnlich die Richtigkeit des Satzes D Ka, b)

+ D (/», (1 4- D {a, c) oder (a) dadurch beweist, dafa man den Satz {ß) beweist,

so beruht das auf gewisse logische Schemata, die den Gebrauch der /7- und

^-Zeichen betreffen ; diese werden aber im gewöhnlichen mathematischen

Denken stillschweigend vorbeigegangen.

Satz 21. J Ka, c, d) + [b ^ cc) -r A [a ^ b, c, d -f c\.

Beweis: Aus J Ka, c, \) [b = ce) oder m. a. W. [a = c)(b = ce) folgt

a + b = c{\ + c), und daraus (Satz 16) J la -r b, c, 1
-^ r). Der Satz ist

also richtig, wenn r/ = 1 . Wir setzen die Richtigkeit für ein gewisses d

voraus und beweisen wie folgt die Richtigkeit für d + 1. Aus J ia, c, d + 1 )

(b = cc) folgt entweder J [a, c, d)[b = cc\, woraus der Annahme zufolge

J ia + b, c, d + c), was wieder J {a + b, c, [d + \) + c) zur Folge hat

(Sätze 1, 2 und Df. 5), oder {a = c (d + 1)) {b = er), woraus a + b =
c {{d +11 + e), was wieder (Satz \6) J {a -^ b, e, [d ^ 1) + e) zur Folge hat.

Korollar : J in, c. d) + J ib, r, II -^ J {a + b, c, d + 11.

Satz 22. J ia, c, d) + J [b, c, c) -j- J [a ^ b, c, d ^ e).

Beweis : Nach dem Korollar des Satzes 2 1 gilt dies für ^ = 1 . Wir

setzen deshalb die Richtigkeit des Satzes für ein gewisses c voraus und

beweisen die Richtigkeit für e + 1 wie folgt. Aus J {a, c, d) J {b, c, e + 1)

erhalten wir entweder J {a, c, d) J [b, c, e) und daraus der Annahme zufolge

J (a -^ b, c, d -!- e), was wieder J {a + b,c, d -}- \e -t 1 1) zur Folge hat, oder

J {a, c, d) ib = c(e -\- 1)), woraus (Satz 21) J {a + b, c, d + {c + 1)).

Korollar : B ia, c)D[b, c) + D [a + b, c).

In Worten : Wenn sowohl a wie b durch c teilbar sind, so ist auch

a + b durch c teilbar.

Denn aus A (a, c, a) A [b, c, b) erhalten wir nach Satz 22 J[a + b,c,a + b\.

Hilfssatz. A {a + b, b, c + \) -\- A{a, b, c).

Beweis: Aus A[a -{- b, b, 2) folgt (Df 51 entweder a + b = b, was aber

unmöglich ist, da (Satz 9) a + b ^ b sein muta, und die Relationen ^ und

= einander ausschließen (Satz 5), oder a + b = b • 2, woraus b = a (da

nämlich aus a + b = b + b nach Satz 8 a = b folgen mufe). Unser Hilfs-

satz ist also richtig für c ^ \. Wir setzen seine Gültigkeit für c voraus

und beweisen sie dann für c + \. Aus A [a + b, b, c + 2) folgt in der Tat

entweder A [a + b, b, c + 1 ), woraus der Annahme zufolge J ia, b, c) und

also auch J ia, b,c + I) folgt, oder a + b = b {e -t 21, woraus (Satz 81

a =^ b ic + 1), was wieder J [a, b, c + 1) zur Folge hat.

Indem wir von der Subtraktion vorgreifend Gebrauch machen (siehe §51,

kann man diesem Satze auch folgende Form geben: Aus I ia + b,b,c)U^ II

folgt J [a, b,c — I ). Dies ist ja richtig, wenn c = 1 ist, weil die Hypothesis

dann falsch ist. Gilt der Satz für c, so gilt er auch für c + 1 ; denn aus

A{a + b, b, c + 1 ) erhalten wir ja nach dem eben bewiesenen J (a, b, c),

und es ist c = (c + 1 1
— 1. (Siehe Df. 71.

Satz 23. J \a - bd, b, c + d) ^ A [a, b, c).



14 'H- SKOLEM. M.-N. Kl.

Beweis : Im Falle c/ = 1 kommen wir zum Hilfssatze zurück. Wir setzen

deshalb die Richtigkeit des Satzes für d voraus und beweisen sie für d ^ \.

Aus J (ß + bd + h,b,c ^ d ^ 1) folgt (Df 5) entweder a ^ hd -^ b ^
b{c Ar d ^ 1 ) oder J (a + bd -\- b, b, c + d). Im ersten Falle erhalten wir,

da (Satz 10) b [c + d + \) '-=- bc + b (d + 1) ist, a = bc (Satz 8), woraus

J (a, b, c) (Satz 16). Im zweiten Falle erhalten wir, da c + c/> 1 sein mufs

(Hilfssatz 2 zu Satz 4 und Satz 9), nach dem Hilfssatze J(a + bd, b, c + d — 1
1,

woraus A{a + bd, b, c + d), was der Annahme nach J (a, b, c) zur Folge hat.

Satz 24. Aia + b,c,d + c) + A [b, c, c) + A{a,c,d + e).

Beweis: Dies ist wahr für f = I ; denn aus J [n + /;, c, d +^ 1) (Z» = c)

erhalten wir nach dem Hilfssatze des Satzes 23 J (a, c, d) und also auch

A{a, c, d + 1). Wir können deshalb die Wahrheit des Satzes für c (bei

beliebigen a, b, c, d) annehmen und beweisen sie dann für e + 1 (für be-

liebige Werte von a, h, c und d\. Aus ^1 {a + b, c, d + {c + \)) A{b, c, c + 1 )

erhalten wir entweder J [a + b, c,{d + \] + e) A (b, c, c), was nach der Vor-

aussetzung A {a, c, id + 1) + e) oder m. a. W. A {a, c, d + ic + 1 )) zur Folge

hat, oder A {a + b, c, d + {e + \}) {b = cic + 1 )), woraus (Satz 23) A{a, c, d),

was wieder (Satz \7) A {a, c, d -h c + \) zur Folge hat.

KoroUar. D {a + b, c) D [a, c) + D [b, c).

Denn erstens mufe (Satz 24) A ib, c, a + b] aus A[a + b,c,a + b) A[a,c,a)

folgen, und zweitens ist (Satz 18) D{b,c) eine Folge von A[b,c,a + b).

Nach der Einführung der Subtraktion wird man diesen Satz auch so

schreiben können : (a^ b) + D {a, c) + D [b, c) -]- D {a — b, c],

D. h. wenn a und b beide durch c teilbar sind, und a größer als b ist

(damit eine Differenz a — b existieren soll), so ist a — b durch c teilbar.

Satz 25. A {a, b, c) + (a ^ /;).

Beweis : Der Satz gilt selbstverständlich für c = \. Wird seine Gültig-

keit für c vorausgesetzt, so erhalten wir aus A [a, b, c + 1) entweder A{a, b, c),

was also a^^b gibt, oder a ^ b (c + 1 ), woraus auch a^ b folgt (Satz I 5).

Korollar 1 . ITiäTb) + (a> b).

Korollar 2. D {a, b) + D (b, a) + (a = b).

Denn aus [a ^ b] [b ^ a) muß (Satz 5) ja a = b folgen.

Satz 26. A [a, b, d) A {ac, bc, d) + A ia, b, d) A [ac, bc, d).

In Worten: Aus A (a, b, d) folgt A {ac, bc, d] und umgekehrt.

Beweis : Der Satz ist wahr, wenn d = \ ist ; denn aus ac = bc folgt

ja nach dem Korollar des Satzes \A a = b, und umgekehrt folgt aus a = b

natürlich ac = bc. Wir setzen die Richtigkeit für d voraus und beweisen

die Richtigkeit für (/ + 1 . Aus A {a, b, d + 1 ) erhalten wir entweder

A {a, b, d), was der Annahme nach A {ac, bc, d) und also auch A {ac, bc, ^ + 1)

zur Folge hat, oder a = b {d + 1), woraus ac = {b (d + 1 )) c = Z» ((c/ + l)r)

= b{c{d + D) = ibc) {d + \) (Sätze 11, 13), und aus ac = bc {d + 1) folgt

wieder (Satz 1 6) A {ac, bc, d + 1 ). Ebenso erhalten wir aus A {ac, bc, d + 1 )

entweder A {ac, bc, d), woraus also A (a, b, d) und also auch A {a, b, d -\- 1 ),
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oder ac = hc [d -\- \) -= b (d + II c, woraus zufolge dem Korollar des Satzes

14 a = b((i+ 11, woraus (Satz 16) A{a,b,d+ \).

Korollar: D (rr, b) D [ac, bc] + lÜäjy) D Uic, bc).

Satz 27. [a 4= b(i) + J (^^, c, c) + J (a, bc, c).

Beweis: Richtig für r = 1. Wir setzen deshalb die Richtigkeit für

c voraus und beweisen sie für c + \. Aus JUi,c,c + 1) erhalten wir ent-

weder J [d, c, r), das mit a — bd der Annahme nach J in, bc, r) und also auch

J ia, bc, c + \) gibt, oder d — c (c + \), das mit a — bd uns r/ — ibc) (c + 1}

(Satz 11) gibt, woraus J(a,bc,c + 1) (Satz 16).

§ 5.

Subtraktion und Division. Deskriptive Funktionen mit eingeschränktem

Existenzbereich.

Die Subtraktion kann bekanntlich in folgender Weise definiert werden :

Df. 7. [c — b = a) = [c = a + b).

Daf3 hierdurch eine deskriptive Funktion c — b, die Differenz genannt,

definiert wird, ist klar ; denn durch die Gleichung a + b =^ c ist a ein-

deutig bestimmt durch b und c. Es wird aber dies eine deskriptive Funk-

tion mit eingeschränktem Existenzbereich ; denn wenn c ^ b ist, kann eine

Gleichung der Form c = a + b nicht bestehen, und nach Df. 7 besteht

dann für jede Zahl a die Ungleichheit c — b ^ a, d. h. c ~ b ist nicht gleich

einer Zahl. Andererseits läfst sich beweisen, daß c — b sicher einen Wert

hat, wenn c ^ b ist. Diesen Satz wird man geneigt sein, so zu formulieren :

(73^) + ^(.v + b = c],

X

WO die Aussagensummation in bezug auf .v über „alle" Zahlen von 1

bis X zu erstrecken wäre. Allein es ist auch hier nicht nötig, eine solche

aktuale Unendlichkeit heranzuziehen ; wir können in der Tat den folgenden

Satz beweisen :

{c> b) + SAx + b = c),

der ja noch eh^r hinreicht, um die Existenz eines Wertes von c — b zu

sichern. Die Aussagenfunktion der drei Variablen .v, y, z

^aUt + y = x) = L{x,y,z)
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läfat sich aber wieder rekurrierend definieren, so dafa wir die sciieinbare

Variable ii ganz vermeiden können. Der Satz, der bewiesen werden soll,

ist dann augenscheinlich:

Satz 28 : c^ b + L{c,b, c).

In Worten lautet dieser Satz in der Tat so : Ist c ^ b, so gibt es

unter den Zahlen von 1 bis c eine Zahl .r so beschaffen, dafa .v + b =^ c

oder m. a. W. x = c — b ist.

Wir brauchen die rekurrierende Definition der Funktion L und ein

Paar einfache Sätze über sie.

Df. 8. L {x,y, 1) = U- = 1 + y), L {x,y, z + \) = L (x,y, z) +
+ {x = (z+ 1 ) -\-y).

Satz 29. L {x,y, z) {z^z) + L {x,y, z).

Beweis : Richtig, wenn s' = 1 . Ich setze die Richtigkeit für z voraus

und beweise dadurch die Richtigkeit für s' + 1 . Aus z-^z + 1 folgt in

der Tat entweder z-^z, das mit L\x,y,z) der Annahme nach L{x,y,z']

und also (Df. 8) auch L {x,y, z + 1) gibt, oder z = z + 1, das mit

L [x, y, z) selbstverständlich L {x, y, z' + l) gibt.

Satz 30. L ix,y, z) + L {x + l,y,z + 1).

Beweis : Richtig, wenn z = \ ; denn aus .v = 1 + y folgt ja .v + 1

=: (1 +y) +1 = 1+ (v + 1) = 1 + (1 +y) = (1 + 1) + r (Sätze 1 und 2).

Ich setze die Richtigkeit für z voraus und beweise sie für 2 + 1. Aus

L{x,y,z + 1) folgt (Df. 8) entweder Hx,y,z), woraus nach der gemachten

Voraussetzung Lix + \,y, z + 1) und also weiter auch L (x + \,y, z -\- 2]

folgt, oder .t = (ø + 1) + y, woraus .v + 1 = {(z + 1) + y) + 1 = (ø + 1)

+ (_y + 1) = (^ + 1) + (1 ^y)=={z + 2)-\-y (Satz 1 und 2), woraus (Df. 8)

L{x + \,y,z -Y 2).

Jetzt kann der Beweis des Satzes 28 geführt werden:

Satz 28 ist jedenfalls richtig, wenn c = 1 ; denn 1 ^ ä ist ja schon

wahr. Ich setze deshalb die Richtigkeit für c voraus und beweise die

Richtigkeit für c + 1. Aus c -\- \ ^ b erhalten wir (siehe Hilfssatz 1 des

Satzes 4, Hilfssatz des Satzes 5 und Satz 8) entweder c ^ b, was nach

der gemachten Voraussetzung uns L (c, b, c) gibt, woraus wieder (Satz 30)

L ic + \,b,c + 1) folgt, oder c = b, woraus c+\=b+\ = \+b (Satz 2)

und daraus (Df. 8) Z, (c + \,b,\ ) und daraus wieder (Satz 29) L [c + \,b,c + \).

In analoger Weise wie die Subtraktion wird die Division eingeführt.

Df. 9. ij--= a\ = {c = ab).

c .

Dieser sogenannte Quotient — ist augenscheinlich wieder eine Funktion

mit begrenzter Existenz ; denn aus c = ab folgt ja (Korollar der Sätze 1

6

c
und \S] D ic, b), so dafa — nur dann einen Wert hat, wenn D {c, d) wahr

b

ist. Umgekehrt ist dies auch hinreichend ; denn die Aussage D ic, b) oder

m. a. W. J [c, b, c) (siehe Df. 6) ist ja mit der Aussagensumme
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gleichbedeutend (siehe S. 11), und (r = bx) — ((- = xb), so dafs diese Aus-

sagensumme in Worten so lauten kann :

Es gibt unter den Zahlen von 1 bis c eine Zahl .v, so daß c = xb oder

, , . '"

m. a. W .
— = .V ist.

b

Die Aussagenfunktion D (r, b\ ist deshalb mit der Behauptung der

Existenz eines Wertes von — (zwischen 1 und c) völlig gleichbedeutend.

Ich stelle hier einige einfache Sätze über die Differenzen und Quo-

tienten auf. Die trivialen Beweise brauche ich wohl nicht aufzustellen ; diese

Sätze sind ja bloße Umformungen der einfachsten Sätze über Summen
und Produ! tt.

Satz 31 _. ((7 — b) -^ b = r. Satz 3 Ix-

„ 32_. ia — b\ ^ c = {a ^ c) — b. „ 32x.

33-!-. in — b) — c = a — ib ^ c). „ 33x-

34_. a — ib — c) = [a — b) - c. » 34x.

36b.

a
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{c kleinstes srem. Vielfaches von a und /;) =

= D [c, a) D (r, b) n{D (x, a) + D (x, b] + D [x, c)).

X

Da indessen x ^a aus D [a, x) folgt (Korollar 1 des Satzes 25), so

läßt sich der unendliche Variationsbereich in der Definition des gröfaten

gemeinschattlichen Teilers sofort auf einen endlichen einschränken, indem

wir ebenso gut schreiben können :

{c größter gemeinschaftlicher Teiler von a und b) =

= D [a, c) D (/;, c) n, (D {a, x) + D [b, x) + D {c, .vi).

I

Es ist allerdings hier ein Nachteil, dafa die Definition unsymmetrisch

in bezug auf a und h wird. Dies läßt sich aber auch leicht vermeiden,

indem man statt der oberen Grenze a beim /7-Zeichen natürlich auch a -\- b

schreiben kann oder noch besser Min [a, h), wenn Min ia, b] die kleinere

der Zahlen a und /; bedeutet. Für die Definition des kleinsten gemein-

schaftlichen Vielfachen ist eine solche Reduktion zu einem endlichen Varia-

tionsbereich nicht ganz so einfach durchführbar. — Ich werde im folgenden

diese Begriffe in einer anderen Weise einführen, wobei scheinbare \'er-

änderliche ganz vermieden werden. Ich mufe dabei allerdings das rekurrierende

Definitionsverfahren in einer (wie ich bald zeigen soll, aber blofà scheinbar)

anderen Weise als früher anwenden. Bisher ist immer die rekurrente De-

finition streng in der Weise geschehen, dafs wir einen Begrift' für die Zahl

1 definierten und dann für ;/ + 1, indem die Definition für eine beliebig

gegebene Zahl ;/ schon als fertig angenommen wurde. Weiter kommt auch ein

formal logisches Prinzip hier zur Anwendung, Ucämlich, dafs wir für Fälle,

die einander gegenseitig ausschließen, besondere Definitionen aufstellen

können. Ich führe zwei deskriptive Funktionen, a /\ b und a\/ b, zweier

Veränderlichen a und b ein, deren Identität mit dem größten gemeinsamen

Teiler und dem kleinsten gemeinsamenVielfachen nachher gezeigt wird.

Df. 10. {{a ^ h) + {a /\ b = a)) ([a > /;) + { o /'x b = [a — b) /\ b))

{{a < b) + {a ,\b = a /\{b — a)).

Dies ist eine vollkommen legitime rekurrierende Definition der deskrip-

tiven Funktion a A b ; denn setzt man voraus, dafs sie schon für solche

Werte von n und b, für welche a + b <C n ist, definiert ist, so wird sie

durch Df. 10 für a + b ^ ii definiert. Denn sind a und b zwei solche

Zahlen, dafs a + b = >i ist, so ist entweder a =' b oder a ^ b oder a <^b,

und diese drei Fälle schließen einander aus, während Df. 10 in jedem Falle

bestimmt, was a /\ b bedeuten soll. Außerdem gibt uns Df. 10 den Wert

von a :^'\ b in dem Falle a -{- b = 2, wobei a = b = 1 sein muß.

In den Beweisen einiger der folgenden Sätze weide ich auch die voll-

ständige Induktion in einer (allerdings wie ich bald zeigen will bloß schein-

bar) anderen Weise als früher anwenden. Bisher ist immer dieser Induk-

tionsschluß so geschehen : Wir beweisen einen Satz für die Zahl 1 und
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dann für 1/ ^ \. indeni die Gültigkeit für // vorausgesetzt war. jetzt werde

ich auch so induktiv beweisen: Ich beweise für 1 und dann für //, indem

die Gültigkeit für eine beliebige Zahl <[ n vorausgesetzt wird.

Hilfssatz : rt A 1 = 1 •

Beweis: Richtig für r? = 1 zufolge Df 10. Wird die Richtigkeit für

a vorausgesetzt, erhalten wir nach Df. 10, da + 1 > 1 ist (Satz 9), daf3

[n -t- II -X 1 = a A 1 ist, und also ist auch (a + 1 ) A I — I

.

Ebenso läfet sich beweisen, daft 1 A ^ — 1 ist. Überhaupt ist natürlich

Satz 37. D ia, a /\ b] D (/>, a /\ b).

Beweis. Dieser Satz ist richtig für beliebige b für a = 1 und iür be-

liebige a für Z» — 1 ; denn nach dem Hilfssatz ist ^ A ^ — 1 A '^ — 1 • Ich

setze die Richtigkeit des Satzes für a + b <^ n voraus und beweise dann

die Richtigkeit für (? + /» = //. Ist nämlich erstens a = b, so ist nach Df. 10

a A l^ " <^< und folglich gilt der Satz. Ist zweitens a ^J> b, so ist Ui — b)

+ b <C //, und der Annahme zufolge gilt dann D {a — b, [a — b) /\ b)

D{b,{a — b) A b). Nach Df 10 ist aber {a — b) A ^^ == (^ A ^, und wir

erhalten also D ia — /;, a /\ b) D {b, a A ''-'*. woraus nach dem Korollar des

Satzes 22 und dem Satze 31+ auch D \a, a /\b) folgt. Der Satz ist also

auch in diesem Falle richtig. Ist drittens a <^ b, kann man genau analog

verfahren.

Satz 38. D ia, c) D [b, c\ + D (a A b, c).

Beweis : Der Satz gilt, wenn a -
1 , für beliebige b und für beliebige

a für \ = b\ denn dann folgt aus D [a, c\ bezw. D \b, c), dafe c = 1 ist.

Ich setze die Gültigkeit des Satzes für solche a und b, dafa a + b -^ 11 ist,

voraus und beweise daraus die Gültigkeit für solche a und b, daf3 a -\- b = n

ist. Es seien also a und b solche Zahlen, dafa a -\- b ~ n ist. Erstens

kann dann a = b sein; nach Df 10 ist in diesem Falle a A ^ ^" (^> und

der Satz ist also richtig. Zweitens kann a ^ b sein. Da \a — b] + b -^n

wird, soll der Annahme nach D {(a — b\ A ^y ^) ^us D [a — b, c) D [b, c)

folgen; es ist aber wieder Dia — b,c] eine Folge von D{a,c)D[b,c)

(Korollar des Satzes 24) und endlich ist (Df. 10) in diesem Falle ia — b) A ^

--^aA^- '^Iso folgt Dia Ab, aus D {a, c) D ib, c). Im dritten Falle,

a <C b, geht es genau ebenso.

Die Sätze 37 und 38 drücken zusammen die charakteristischen Eigen-

schaften des gröfaten gemeinschaftlichen Teilers aus.

Satz 39. D (ff, b) + [a A b = b).

Bew^eis: Dem Satze 37 zufolge haben wir D ib, a /\ b). Anderer-

seits folgt D{aAb,b) aus D (a, b) D (b, b) (Satz 38). Aus D (b, a A b)

Dia A b, b) folgt aber a Ab = b (Korollar 2, Satz 25).

Korollar: ab A ^ ~ '^•

Satz 40. ac A bc = ia A b) c.

Beweis: Der Satz ist richtig für beliebige a für b — 1 und für be-

liebige /; für ff = 1 , wie aus dem Hilfssatze des Satzes 37 und dem Korollar
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des Satzes 39 sofort folgt. Wir nehmen deshalb die Gültigkeit des Satzes

für a + b <C n schon als bewiesen an und beweisen auf dieser Grundlage

die Gültigkeit für solche a und /), dafe a + ô = ii ist. Erstens kann a = ô

sein. Dann ist auch ac = bc, und nach Df. 10 haben wir ac /\ bc = ac und

a /\ b ^ a, wodurch ac /\ bc =^ (a /\ b] c wird. Der zweite Fall ist a ^ b.

Da in — b) + b <C^ u wird, so ist nach der gemachten Voraussetzung

{a — b) c /\ bc ^ {{n ^ b) /\ b) c. Aufaerdem ist aber a /\ b = {a - b) /\ b,

und da auch ac ^ bc wird (Satz 1 4), mufa nach Df. 10 [ac — bc) /\ bc

= ac A ^^^' sein. Endlich ist {a — b) c = ac — bc (Satz 35). Also gilt die

Gleichung ac A\ bc = {a /\ b) c. Im dritten Falle, a \ b, geht es natürlich

ebenso.

Definition: Wir sagen, daf? zvei Zahlen a und b relativ priiii sind,

wenn a /\ b = 1 ist. Ich führe kein besonderes Symbol dafür ein, da wir

ja immer die kurze Gleichung a /\ b =^ \ als Ausdruck dafür anwenden

können.

Satz 4 1 . D (ac, b){a /\b -= 1 ) + D {c, b).

Dies ist der bekannte Satz, dafa eine Zahl b, die in einem Produkt ac

aufgeht, während sie zum Faktor a relativ prim ist, in dem anderen Faktor c

aufgehen mufa.

Beweis: Aus D [ac, b) D [bc, b) folgt (Satz 38) D [ac /\ bc, b). Aus

a /\ b —'
\ folgt aber (Satz 40) ac /\ bc = c, so dafa also D [c, b) wahr

werden mufa.

Satz 42. [a Aà = DD [a, a') + [a A ^ = 0-

Beweis: Dem Satze 37 zufolge gilt D (a
,
a A b) D [b, a A l^^'y ^^is

D [a, a] D [a , a A b) folgt aber (Korollar des Satzes 20) D [a, a A b), das

mit D [b, a A b) (Satz 38) D [a A b, a' A b) gibt. Dann mufa also aus

[a /\ b = 1) D [a, a) sicher a' A b — 1 folgen ; denn aus D [\, a) folgt a = l

(Korollar 1, Satz 25).

Satz 43. [a A b ^ \] + [a Ac ^ H + ia A bc -= \ ).

Beweis: Geht eine Zahl </ sowohl in a als in bc auf, mufî (Satz 42)

sowohl d A b = \ wie d A c ^^-
1 sein, falls [a A b ^ 1) (c/ /\ r =-- 1) besteht.

Weiter mufa aus D [bc, d) ic A <^ = •) nach Satz 41 D [b, d) folgen. Aus

D [b, d) folgt aber b A (^ ^ '^ (Satz 39); andererseits war b A (^ ^ ^ '< ^Iso

</= 1. Nun geht aber (Satz 37) aA be sowohl in a als in bc auf; also ist

a Abc ^- 1

.

Satz 44 (Verallgemeinerung des Satzes 41). D [ac, b) + Die,—TTtI-

Beweis: Erstens ist klar, dafa —^-r A

—

ä
—

7 ^ 1 sein muf?; denn
a A b o A b

nach dem Satze 40 haben wir (

—

^ A —TT 1 '^^ A b) - [aA b). Aus D [ac, b)
\a A b a /\ bj

folgt (Satz 26, Korollar) D
\

—^— ,

—

-.
—- , woraus nach Satz 41, da

a A b ' a A b '

~

(^ A b

und —T
—- relativ prim sind. Die,—r

—r
a /\ b \ a /\ 0)
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Dr. 11. a\/ b = -^

Satz 45. J \a, h, d\ D \a, c) + Jia, h / c, d\.

Beweis: Richtig, wenn d ^ \ \ denn aus Ui = h]DUi,c) lolgt D [d, c),

woraus (Satz 391 ô /^^ c — c und folglich nach Df. 11 b\/ c = b. Ich setze

die Richtigkeit für d voraus und beweise sie für d + \. Aus A{a, b,d -\- 11

folgt entweder J [a, b, d), das mit D [a, c) der Annahme nach A {a, b \/ c, d)

und also auch A\a, b\/ c, d -r 1 ) gibt, oder a = b id + \), das mit D ia, c)

(Satz 44) D-.d — 1,7—7— I
öit>t. Mit Hilfe des Satzes 27 erhalten wir

\
b /\ cj

aber aus (^7 = b {d + \))Dld -^ 1 .

7—^—

-

j
wieder J (^7, b \/ c, d + 1 ).

Satz 46. D ia \/ b, a\ D ia \/ b, b).

Nach dem Satze 37 gilt D {a, a /\ b), woraus (Satz 26, Korollar)

£){
^^.'^

.b], d. b. D Ui \/ b, b). Ebenso erhält man aus D \b, a \ b) die

Wahrheit von D [a V b, n).

Satz 47. D [c, a) D (c, b\ - D\c,a \/ b).

Dies ist blofa ein Spezialfall des Satzes 45. der durch Gleichsetzen

von d und a entsteht.

Die Sätze 46 und 47 drücken zusammen die charakteristischen Eigen-

schaften des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen zweier Zahlen a und b

aus. Es bedeutet also a V f> das kleinste gemeinsame Multiplum von ^7 und b.

Ein wichtiger Spezialfall von Satz 47 ist der, da ^ /\ 6 = 1 ist. Aus

D [c, a) D [c, b) {a Aà = 1 ) folgt D {c, ab).

Dem Satze 39 entsprechend haben wir:

Satz 48. D \a, b) + {a \' b = a).

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt sofort aus dem Satze 39 und der

Definition 1 1

.

Dem Satze 40 entsprechend haben wir:

Satz 49. nc \/ bc = ia \j b) c.

T~. • \ / 7
ac bc ac bc ab c

, \ 1 u\
Beweis : ac\^ bc -^ j—r- = -—^-7^ == "TTÄ = '« V ^) c,

a c A bc [a /\b) c a /\ b

wobei von den Sätzen 11, 1 3, 32 und 40 Anwendung gemacht ist.

Ich will diesen Paragraphen damit schlietàen einen Beweis dafür zu

geben, dafe die oben angewandten weitläufigeren Arten der rekurrierenden

Definition und des rekurrierenden Beweises sich blofe formal, nicht real, von

dem gewöhnlichen einfachen Rekursionsverfahren von fi aut ;/ + 1 unter-

scheiden. Die normale Form der rekurrenten Definition besteht ja darin,

dafe eine Aussagenfunktion C ix) zuerst tur .v = 1 definiert wird und dann

für A- = // -^ 1, wenn L'in) schon definiert ist. Oben haben wir aber

auch so rekurrierend definiert: Zuerst Tdl und dann L'{>i\, wenn l' {in)
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für beliebige ;;/ <C '^ als definiert angenommen war. Es ist klar, daf3 der

Wert der Aussagenfunktion U iy) [y^ .v) für beliebig gewählte .v und _v

bekannt sein wird, falls U iy) für die betreffenden y definiert ist; aber

umgekehrt wird auch bekannt sein, ob U{y) wahr oder falsch ist für ein

V ^ -v, wenn U{y){y ^x) für die betreffenden .v und _v definiert ist. Um
U{x) zu definieren, wird es also hinreichen U{y){y ^ .v) für beliebige .v undv

zu definieren, wobei aber bemerkt werden kann, dafs für jedes Wertepaar

{x,y], für welches V > -r ist, U(y){y^x) notwendig falsch sein muf3. Um
den Wert von U( v) {y ^ .v) allgemein zu bestimmen, können wir nun das nor-

male rekurrierende Verfahren anwenden. Für x= 1 ist 6Mj') (.v ^ .r) not-

wendig falsch nach der Definition der Kleinerrelation, wenn v > 1 ist;

wir haben also blofe U {\) 7.\i bestimmen, um den Wert von U(y){y^ 1)

für beliebige y zu haben. Weiter bestimmen wir den Wert von U{y){y^x)

für X + 1 für beliebige y, falls er für x für beliebige _v schon bestimmt

ist. Ist _v > .V + 1, ist U{y){y^x + 1) falsch. Ist y^x, kennen wir

schon den Wert der Aussagenfunktion, d. h. wir haben bloß U [x + 1) zu

bestimmen. Also: Die Bestiinnuiug des Wertes von U ix + 1), weim diese

Funktion für beliel)ige y < x + 1 als bekannt angesehen wird, ist nichts

anderes als die Bestiinnuing des Wertes der Anssagenfunktion U [x){y -^x)

ßir X ^ n + 1 für l)elie[)ige y, luenn sie für x = // für beliebige y schon

bekannt ist. Hierdurch ist also die scheinbar abweichende Art der rekur-

rierenden Definition auf die normale Form derselben zurückgeführt.

Ebenso ist es leicht zu sehen, dafa die weitläufigere Form des Induk-

tionsschlusses, darin bestehend, dafa man für n beweist, wenn die Richtig-

keit des zu beweisenden Satzes für beliebige ni < n angenommen wird,

sich blofà formal und nicht real von der Normalform des Induktionsschlusses,

dem Schlüsse von ;/ auf Ji + \, unterscheidet. Dafe Uiy) bewiesen ist für

beliebige y < x ist ja damit gleichbedeutend, dafs {y ^ x) -f Uiy) für dieses

x'füv beliebige V bewiesen ist, und es ist dann nicht schwer zu sehen,

daß der Beweis von U ix), wenn Uiy) für beliebige y <i x als richtig an-

genommen wird, damit gleichbedeutend ist iy ^ x + 1) + U iy) für beliebige

y zu beweisen, -wenn iy'^x) + Uiy) für beliebiges y schon beiviesen ist.

§ 7.

Der Begriff der Primzahl.

Df. 12. Pix, 1) wahr. Pix, y + 1) =- Pix, y) (U = j' + 1) +

+ Dix, y + n).

Df. 13. Pix) =- Pix, x) ix ^ 1).

Die Aussagenfunktion Pix) bedeutet: „x ist eine Primzahl".

Df. 14. De ix, 1) falsch. De ix, y + = De ix, y) +

+ Dix, y + l)(.v + 1 <x).
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Df. 15. Dp ix, II falsch. Dp(x,y ^ 11 = Dp(x,y) +
+ D{x,y + l)P{y + II.

Df. 16. T{1) wahr. Tix +11=- T[x)Dp{x + \,x + II.

Bei der gewöhnlichen Definition des PrimzahlbegrifFes wird eine schein-

bare X'eränderliche benutzt. Wird die Teilbarkeitsrelation schon als definiert

angesehen, so geschieht die Primzahldefinition wie folgt:

Pix) - (.r + II /7 (Z> (x,y] + iy = l) + {y - x))

y

Es kommt hier ein unendliches Aussagenprodukt loder m. a. W. das

Russell-WHiTEHEAo'sche „always"} vor. In den obigen Definitionen 12 und

13 kommt aber keine scheinbare Veränderliche vor. Die Möglichkeit dafür,

das unendliche Aussagenprodukt zu vermeiden, steckt darin, daß dies sofort

durch ein endliches ersetzt werden kann. Nach dem KoroUar des Satzes 25

mufa ja _v^ .r sein, falls D {x, y) wahr ist, und daraus folgt, daß in dem

unendlichen Produkte alle Faktoren, wo v ^ x ist, wirkungslos werden. Des-

halb können wir Pix) ebenso cut so definieren:

Pix) - (jtr 4: II n, {D {x,y) + iy = l) + (y = x)).

Das hier vorkommende endliche Aussagenprodukt ist gar nicht anderes

als der Faktor P{x,x) rechts in Df. 13, wobei PU, v) durch Df 12 rekur-

rent definiert ist und mit dem Produkte

77, (D ix, 3) + (z = x))

gleichbedeutend ist. Eben weil diese Aussagenprodukte endlich sind, können

sie rekurrierend definiert werden, wodurch die scheinbaren \'eränderlichen

völlig vermieden werden.

Die übrigen oben eingeführten Aussagenfunktionen De, Dp und T haben,

wie leicht einzusehen ist, in Worten folgende Bedeutungen :

Dc{x,y) bedeutet: ,x ist durch eine Zahl teilbar, die > 1, ^y und

<C X ist'.

Dpix.y) bedeutet: ,x ist durch eine Primzahl, die -^y ist, teilbar'.

Tix) bedeutet, daf3 alle Zahlen von 2 bis x durch mindestens eine

Primzahl < x teilbar sind.

Satz 50. P(x,y) D (x, z) iz ^ vi + iz = II + (s = x).

Beweis: Wenn v = 1 ist, so ist der Satz selbstverständlich richtig.

Ich beweise den Satz für v + 1 unter Voraussetzung seiner Gültigkeit für j-.

Aus z^y + 1 folgt entweder z :^y oder z =y + 1. Aus ^ ^_v in Ver-

bindung mit Pix,y), das ja aus Pix,y+ l) folgt, und D ix, z) erhalten

wir der Annahme nach entweder z = 1 oder z ~ x. Aus ^r = v + 1 in

Verbindung mit ix = y + 11 -t- Dix. y + 11, das ja auch aus Pix, y + II

folgt, und Dix,z) erhalten wir z = x.
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KoroUar: P(x)D{x,y) + iy = 1) + iy -^ x).

Denn aus P{x,x){xtt \)D{x,y) folgt ja (Satz 25) P{x,x) D(x,y)

( V ^ x), woraus nach dem eben bewiesenen Satze (^v = 1 ) + (_v = x).

Satz 51. Piy) + D(x,y) + {x /\y = 1).

Beweis: Da D (y, x /\y) wahr ist (Satz 37), mufe, wenn P{y] gilt,

nach dem Korollar des Satzes 50 entweder x /\y ~-
1 oder x /\ y =^ y

sein; aber aus x /\y ~y folgt D{x,y) (Satz 37).

Satz 52. D{xy, z} P (z) + D {x, z) + D (y, z).

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satze gilt, wenn P{z) wahr ist,

entweder D {x, z) oder x /\ z = 1. Aus D {xy, z) P{z) muf? also entweder

D ix, z) oder D {xy, z)(x /\ z = 1 ) folgen ; aber aus D {xy, z) (x /\ z = 1 )

folgt wieder (Satz 41)1) ( v, z).

Satz 53. P{x,y) + Dc{x,y].

Beweis: Richtig für _y = 1, weil schon P{x, 1) wahr ist (Df. 12). Ich

setze die Richtisrkeit dieses Satzes für v voraus und beweise auf dieser Grund-

lage die Richtigkeit für v + 1. Aus P{x,y + 1) folgt (Df. 12) entweder

Pix,}!), woraus also De {x, y) und folgHch auchZ)r(x,j' + 1) (Df 14), oder

X ^ y + \)D{x,y + 1), woraus (Korollar 1, Satz 25) D{x,y + 1) (.y + 1 < x),

was kraft Df. 14 De{x,y + 1) gibt.

Satz 54. {y^y')Dp{x,y) + Dp{x,y').

Beweis: Selbstverständlich richtig, wenn y ~- 1. Ich setze die Richtig-

keit für y voraus und beweise den Satz dann für y' + 1. Aus y ^y' -\- 1

folgt entweder y ^ y , was mit Dp{x,y) der Annahme nach Dp{x,y) und

also (Df. 15) auch Dp\x,y' + 1) zur Folge hat, oder j/ = J^''
+ 1, das mit

Dp{x,y] natürlich Dp{x,y + 1) nach sich zieht.

Satz 55. D {x, y) Dp iy, z) + Dp [x, z).

Beweis: Für ø = 1 ist dieser Satz richtig, da Dp {y, 1) falsch ist (Df 15).

Ich setze also die Gültigkeit des Satzes tür z voraus und beweise sie dann

für s + 1 . Aus Dp {y, z + \) erhalten wir (Df 1 5) entweder Dp ( y, z), das

mit D{x,y) also Dp{x,z) und folglich auch Dp {x, z + 1) zur Folge hat,

oder D (y, z + 1) P(s + 1), das mit D {x,y) nach dem Korollar des Satzes 20

die Wahrheit von D {x, z -\- 1) bewirkt, woraus nach Df. 15 Dp {x, z + 1).

Satz 56. Dp {x, y) + Dp {x, x).

Beweis: Nach Definition 15 muß dies für y = 1 richtig sein. Ich

setze die Richtigkeit für v voraus und beweise sie für^v + 1. Aus Dp {x,y + 1)

folgt entweder Dp{x,y), woraus dXso Dp {x, x), od&r D{x,y + \)P{y + 1),

woraus nach dem Korollar 1 des Satzes 25 j' + 1 ^x; aber ?ius, Dp{x,y + 1)

{y + \ ^x) folgt (Satz 54) Dp [x, x).

Satz 57. De{x,y) T{y) + Dp {x, x).

Beweis: Der Satz gilt für j' = 1; denn De{x, 1) ist falsch. Ich setze

die Gültigkeit des Satzes für v voraus und beweise den Satz für v + 1.
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Aus Drix, y 4- 1) Tiy 4- Il folgt entweder De{x,y) T(y + 1), woraus (Df. 161

De {x,y) T{y), woraus der Annahme zufolge Dp ix, x), oder D{x,y+ 1)

(_v + 1 <-r) Tiy + II. woraus (Df. 16)D(a-._v + 1)0'+ 1 <x)Dp{y^\,y+ 1 ),

woraus wieder nach dem Satze 55 Dp{x,y -*- \){y + 1 <C^ .vi, was (Satz 54)

die Gültigkeit von Dp l.v, .v) bewirkt.

Satz 58. T(x).

Beweis: Richtig für x = 1 (Df. 161. Ich beweise die Gültigkeit von

T{x + 1) unter \'oraussetzung der Gültigkeit von 7~(.vl. Nach Df. 16 brauche

ich zu dem Ende nur Dp ix — 1 , .v -^ 1) zu beweisen. Nach Df. 13 haben

wir entweder P l.v - II oder P [x -r 1 . .v + 1 ). Aus P{x + \)D{x + 1 , x + 1 )

folgt nach Df. 15 Dp ix ^ 1, -v - 1 ). Aus Pix + \,x -r II folgt nach dem

Satze 53 De ix + \, x ^ 1 1, was De ix + 1, .vi (siehe Df. 141 zur F"olge haben

mufe; aus De (x + \, x) 7" l.v) folgt aber nach dem Satze 57 Dp{x -f 1, .v + II.

Korollar : Dp {x + l,x + 1 ).

Denn aus T(x + 1) folgt ja (Df. 161 Dp {x - l,.v + 1).

Dies ist der Satz, dafa jede Zahl ^ 1 durch mindestens eine Primzahl

teilbar ist. Eigentlich bedeutet ja Dp Lv -t- 1, .v -^ II, dafà .v -f 1 durch minde-

stens eine Primzahl ^ .v -!- 1 teilbar ist.

Um nun den Satz, dafä jede Zahl ^ 1 ein Produkt von Primzahlen

ist, formulieren und beweisen zu können, führe ich eine ternäre Relation

P{x,y, z) ein, die bedeuten soll: ,x ist das Produkt von \' Primzahlen, die

alle ^ z sind'.

Df. 1 7. P l.v, V, z) = P (x, V, 3 — 1 1
4- P f- , V — 1 , ;

I
P (sl D ix, z\.

P I.V. 1 , ø) = (.V ^ z) P ix). P {x,y, 1 ) falsch.

Es ist dies eine doppelt rekurrierende Definition, nämlich rekurrierend

sowohl in bezug auf _y wie auf z. Es wird Pix, 1, z) für beliebige z (und .vi

definiert, und wird dann angenommen, daß Pl.v, v — l,z\ für beliebige z

(und -vl schon definiert ist, so haben wir mit Hilfe der ersten Gleichung

der Definition 17 und der Festsetzung, daß P(.v,^', 1) falsch sein soll, eine

rekurrierende Definition der Aussagenfunktion Pix,y, z), nämlich rekurrierend

in bezug auf z. Durch die letzte Festsetzung der Df 17 wird jaP(.v,v, 1)

bestimmt und durch die erste Gleichung wird P(x,y,z) auf Grund der

Voraussetzung, daß P(.v,j' — 1,^1 schon bekannt ist, bestimmt.

Ich will noch drei andere Aussagenfunktionen einführen :

Df. 18. P' ix, 1, z) = Pix, \,z) P' ix, y + \,z) = P' ix,y, z) +
+ Pix, y - \,z).

Df. 19. nix) = P'ix,x,x).

Df. 20. /7'
( 11 wahr. /7' (x -4 1) = /7' (xl Uix ^- 1 1.

Die Aussage P' ix,y, z) bedeutet augenscheinlich, daß x ein Produkt von

höchstens y Primzahlen, jede ^ s, ist. Die Aussage 77 (xl bedeutet, daß

X ein Produkt von höchstens x Primzahlen, jede ^ x, ist. 77' (x) bedeutet,

daß alle Zahlen y von 1 bis x entweder gleich 1 oder ein Produkt von
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höchstens y Primzahlen ^y sind, oder m. a. W., dafà alle Zahlen v von

2 bis X ein Produkt von höchstens y Primzahlen ^ i' sind. Das eigentliche

Ziel der folgenden Entwicklungen ist die Allgemeingültigkeit von FI {x + i)

zu beweisen.

Satz 59. P{x,y, z) (z ^ z') + P{x,y, z').

Beweis : Dieser Satz ist selbstverständlich richtig, wenn z' =^ 1 ist.

Ich beweise den Satz für z' + 1 unter Voraussetzung der Gültigkeit für z'.

Aus z^z' + 1 folgt entweder z ^ z' , das mit P{x,y,z) also P(x,y,z')

und folglich auch (Df. 17) P(x,y,z' + 1) zur Folge hat, oder z = z' + 1,

und aus (z = z' + 1) P{x,y, z) folgt selbstverständlich wieder P{x,y, z + 1 ).

Hiltssatz 1 des Satzes 60: Plx^, 1, 2) Pix,, l, z) + Plx^x.,, 2, z).

Beweis: Richtig für z = I ; denn schon P(x^, 1,1) ist falsch (Df. 17

und 131. Ich beweise den Satz für z + 1 unter Voraussetzung seiner Gültig-

keit für z. Aus P(Xi, 1,2 + \)P{Xo, 1,2 + 1) folgt nach Df. 17 entweder

P(Xi, 1, 2) Pix,, 1, 2), woraus also Plx^x,, 2, 2), das wieder Pix^Xo, 2, 2 + 1)

zur Folge hat, oder U'i = 2 + DPIx^lPlx.j, 1,2 + 1) oder (x, = 2 + 1)

P(x2)P(Xi, 1,2 + 1). Aus PI2 + l»^(rTT- 1-- + 1) folgt aber (Df. 17)

Plx^Xo, 2, 2 + 1), und analog geht es im dritten Falle.

Hilfssatz 2 des Satzes 60. Plx^, j, 2) Plx.^, 1,2) + P (x^x.^, y + 1, 2).

Beweis : Nach dem ersten Hillssatze ist dies richtig für ji' = 1 . Ich

beweise die Richtigkeit des Satzes für v + 1 unter Voraussetzung der

Gültigkeit für y. Aus Pix^,y + 1,2) Pix,, 1,2) erhalten wir nun sicher

P{Xj^X2,y + 2,2) falls 2=1 ist; denn Pix,, 1,1) ist falsch. Ich setze des-

halb die Gültigkeit dieses Schlusses für y + 1 für 2 voraus und beweise

dann die Gültigkeit für 2 + i. Aus P{x.^,y + 1,2 + DPIx.^, 1,2 + 1) er-

halten wir iDf. 17) drei Alternative: 1) Schon P{Xj^,y + 1,2) Pix,, 1,2) ist

gültig; dann haben wir der Annahme nach Pl.Vj^x.,, v + 2, 2), woraus (Df. 17)

P(XiX.,,^v + 2,2+ 1). 2) WirhabenP(^^^,^v,2+ 1

Jp(2
+ 1 )P(x.,, 1, 2 + 1 ).

Aus Pi—^—, V, z + 1 |Plx„, 1,2+ 1) folgt aber, da unser Satz für v für

V2 + 1
- ; -

/ ^1 X, \
beliebige 2 als richtig vorausgesetzt war, P ,', >y + 1,2 + 11, das mit

PI2 + 1) kraft Df. 17 P(x,x,,.v + 2. z + 1) zur Folge hat. 3) Wir haben

P{x^,y + 1,2+ Dix., = 2+ DPix.,); daraus erhalten wir aber IDf. 17)

P|.VjX.,,.v + 2, 2 + 1).

Satz 60. Plx^,j'i, 2) Plx2,^v.2, u) (?/ ^ 2) + P(x^x.y,yi + j\,, 2).

Beweis : Dieser Satz ist jedenfalls richtig, wenn v^ = 1 oder v., = I

für beliebige Werte der übrigen \'ariablen kraft Hilfssatz 2. Er gilt also

sicher für den kleinsten möglichen Wert der Summe v^ + r., + 2 + //,

nämlich 4, wobei y^ ^= y.^ = z = u = 1 sein mufs. Ich beweise wie folgt

die Richtigkeit des Satzes für solche Werte von .v^, v.,, 2 und //, dafa
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\\ — \o — : — II — n ist, wenn die Richtigkeit für die Fälle, da v^ -t- j., -r

-j- 2 -r « = « — 1 ist, vorausgesetzt wird. Pl-V^, i'^, :) ist damit gleichbe-

deutend. dat3 entweder P(.v,,Vi.r— II oder Pl^.y^ — \. z] Pi:) Dix. :)iv P(^..v, - l.z]

stattfindet. Außerdem haben wir entweder n ^ : — 1 oder u = z. Die erste

Alternative ist deshalb P Ix^, v^, r — 1) PlXc,, v,, //Mk ^ 2 — 1). Da aber

v'i i- .v., -f (2 — 11 — // = // — ! wird, so folgt nach der gemachten Voraus-

setzung Plx^-v.,, v^ — V.,, r — II, und daraus wieder (Df. 171 P(XiXo,,Vi -fjä.zl.

Die zweite Alternative wird Pix^, \\, z ~ 1 1 Plx,,.^'.,, ^). Da aber auch

hier i^ -^ v., -f-r — 1 — r = // — 1 sein muß, so folgt P\x^x^,\\ 4- Vo, '•• Die

dritte Alternative ist p{'-^. \\ — 1. ~) -P*'' P '->--2' ^i^ "' '" ^ -'• Daraus folgt

aber, da ^v^ — 1 - .v., - r -// = ;/— 1 wird, Pi^^^,\\ + .v., — 1, cJPlrl,

und daraus wieder iDf. 171 P{Xj^x.y,\\ -r .v.,. rl.

Korollar: Plx^, v^, rl Plx.,,.v.,, z) -r P\x^x..,\\ ^ y.,, zl

Hilfssatz: P' \x^,\\, :) F lx_,..v.,. rl ^ P' i-Vi.v._,._Vi - ,v.,. z).

Beweis: Richtig für .v^ =1 (Df. 18 und Hilfssatz 2, Satz 601. Ich be-

weise die Richtigkeit für y^ — 1 unter \'oraussetzung der Gültigkeit für \\.

Aus P'Ui, >'i -f l,r) folgt entweder P'{x^,y\,z\, das mit P(x.,,y.,, r) nach

der \'oraussetzung P' Lv^x,. \\ ^ y.,. z) und also auch P ix^x.yy\ — v., — 1. :l

zur Folge hat, oder Plx^.y^ + l.rl, woraus in Verbindung mit Pix,, y.,, rl

nach dem Korollar des Satzes 60 PlXj.v.,, \\ -^
1 -r y.,, z\ folgt, woraus

wieder iDf. 181 P' ix^x.., \\ - 1 - y.,. -I.

Satz 61. P' i.Xi, \\, rl P' (x,, y.,, :l - P' i-ViX.,. .v^ - y.,, zl.

Beweis: Nach dem Hilfssatze ist dies richtig für y.^ = 1. Ich beweise

die Richtigkeit des Satzes für y., -r 1 unter Voraussetzung seiner Richtigkeit

für ,v.,. Aus P' (X.,, y., -^ 1, rl folgt (Df. 181 entweder P' (x.,, y.,, z), und daraus

dann mit P'(x\,y^,rl der gemachten \'orau5setzung zufolge P (.XiX.,.yi — .V-..-*

und also auch P' IXiX,, y^ -r y.> ^ \,z), oder P(x.,.y.3 — \,z), das mit

P' Ix^. y\, z) nach dem Hilfssatze P' (x^x,. y\ — y. ~ 1, rl zur Folge hat.

Hiltssatz : P' (x, y, z) ^ P' (x. y, r - II.

Beweis: Richtig für y = 1 kraft der Definitionen 17 und 18. Ich

beweise diesen Satz für y -t- 1 unter X'oraussetzung seiner Gültigkeit für y.

Aus P'{x,y ^ l,z) folgt entweder P' l.r, y, rl, woraus also P' ix, y, z + II

und daraus wieder (Df. 181 P' {x. y - l.r - 11, oder Pix, y + l.rl, wor-

aus iDf. 171 Pi.v. y - l.r - li und daraus (Df. I8I P' l.v, y - l,r -r II.

Satz 62. P'(A-, y, ri(r ^r'l - P'l.r.y, r'l.

Beweis : Selbstverständlich richtig, wenn r' = 1 . Ich setze die Richtig-

keit des Satzes für r' voraus und beweise dann den Satz für z -i- 1 .
Aus

z^z' ~
1 folgt entweder r ^ r', und aus P' ix, y, rl (2 ^ r'l folgt nach der

gemachten Annahme P' l.v. v. r'l und daraus nach dem Hilfssatze P ix. y. r -r 1 1,
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oder 2 = 2'+
1 , und daraus in \'erbindung mit P \x, y, z\ folgt selbstver-

ßtändlich P' Lv, y, z + 1 ).

Satz 63. P' \x,y,z)[y^y\ + P' \x, y , z).

Beweis: Selbstverständlich richtig, wenn y =1. Ich setze die Richtig-

keit des Satzes für y voraus. Aus y ^ y + 1 folgt entweder y ^ y oder

y —- y + 1 . Aus P' (.V, y, cM y ^ y) folgt nun der Annahme nach P' [x,y' ,z\

und also (Df. 181 auch P'[x,y + \,z\. Aus P' {x,y, z)[y = y + II folgt

natürlich P' {x,y' -^ \,z). Der Satz gilt also auch für y' + i.

Satz 64. ix = 1) + (y = 1) + /7(xl + //(y) + 77 Uy).

Beweis : Da nach dem Satze 15 x^ xy und ebenso y ^ xy sein

mufe, folgt aus P' [x, x, x)P' [y,y,y), d. h. 77U) 77(y), nach dem Satze 62

P' (X, X, xy) P' (y, y, xy). Nach dem Satze 6 1 folgt aber aus P' (x, x, xy)

P' ly, y, X}') wieder P' (xy, x + y, xy). Ist nun aufserdem (x >> 1 ) (y > 1 ), so

ist X + y-^xy, so dafs wir durch Anwendung des Satzes 63 P' (xy, X}-, xy),

d. h. 77 (x^'), erhalten. Aus (x> 1) (y > 1) 77 (x) 77 (y) folgt also 77 (xy), was

zu beweisen war.

Hilfssatz 1 (zum Satze 65). 77'(xl(y^x) + 77'
(y).

Beweis : Selbstverständlich richtig für x = 1 . Ich setze die Richtigkeit

des Satzes für x voraus. Aus y^ x + 1 folgt entweder y ^ x oder

y = X -T- 1 . Aus 77' (X + 1) folgt (Df. 20) 77' (x), und also folgt aus 77' (x + 1 )

(y ^ X) erstens 77'(x)(y^x) und daraus weiter 77' (y). Aus 77 (x + 1)

( V = X + 1) folgt natürlich 77' (y).

Hilfssatz 2 (zu Satz 65). J (x, y, 2)77(y) 77' (z) (y > 1) + 77 (x).

Dies ist richtig, wenn 2=1. Ich setze die Wahrheit des Satzes für 2

voraus. Aus J (x, y, z + I ) folgt (Df. 5 ) entweder A (x, y, z) oder x = y (s + 1 ).

Aus J (x, y, s) 77(y) 77' (s + l)(y> 1) erhalten wir nach der Definition 20

A (X, y, z) Iliy) 77' (e) (y > 1) und daraus nach der gemachten Annahme 77(x).

Aus (x = y (s + 1 1) n{y) 77' (z + 1) (y > 1 ) folgt (Df. 20) {x = y {z + 1 ))

77 (y) 77 (5+ l)(y> II und daraus nach dem Satze 64 77 (x). Der Satz

gilt also auch für 5 + 1

.

Hilfssatz 3 (zu Satz 65). De (x, y)W {x — 1) + 77(x).

Beweis: Dies gilt für y = 1, wie aus Df. 14 zu sehen ist. Ich setze

die Gültigkeit des Satzes für y voraus. Aus De{x,y + 1) folgt (Df. 141

entweder De [x, y) oder D {x, y + 1) (y + 1 < x). Aus De [x, y) 77' (x — 1 )

soll nach der Annahme /7(x) folgen. Nach der Definition- 2 mufe D{x,y + 1)

(y + 1 << x) mit Dix, y + l)(y + 1 ^x— 1) gleichbedeutend sein; aus

77' (x— 1) (y + 1 ^ X— 1) folgt aber (Hilfssatz 1) 77'(y + 1), woraus

77 (y + l)(Df. 20), und da aufserdem, wie leicht zu sehen, D{x,y+ 1) =
J (x, y + l,x — 1) sein muf3 (siehe die Definitionen 5 und 6), so folgt aus

D{x,y+ l)77(y + l)77'(x— 1) nach dem Hilfssatz 2 77 (.v).

Satz 65. 77' (x).

Beweis: Richtig für x = 1 (Definition 20). Ich setze die Wahrheit von

77' (x — 1) voraus und beweise dann 77(x), wodurch auch 77' (x) bewiesen
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wird (Df. 201. Entweder gilt Pix) oder Pix). Aus P(.vl folgt iDf. 171

Pi.v. l,.v). d. h. (Df. 181 P' ix, \,x), worars nach Satz 63 P' (a-, .v. .vi. d. h.

//lA-i. AusPU)U>l) folgt P(A-, a:) (Df 13), woraus (Satz 53) De ix, x).

Dr ix, x) If' ix — 1) hat aber nach dem dritten Hilfssatze II ix) zur Folge.

KoroUar: II ix ~ II.

Denn nach Df. 20 folgt FI [x + 1 1 aus II ix + II. Dies ist aber der

wichtige Satz, daf3 jede Zahl ^ 1 ein Produkt von Primzahlen ist.

.^ 8.

Einige explizite Anwendungen endlicher logischer Summen
und Produkte.

Gilt es nur, die Anwendung unendlich ausgedehnter logischer Veränder-

lich-^n zu vermeiden, so kann man doch natürlich von endlich ausgedehnten

\'eränderlichen freien Gebrauch machen, und dies auch ohne sich darum

zu kümmern, wie diese mit Hilfe rekurrierender Definitionen vermieden

werden könnten, noch darum, wie die Schlüsse, welche mit deren Hilfe

gemacht werden, mittels vollständiger Induktion auf Grund derjenigen Schlüsse

bewiesen werden könnten, welche für solche Aussagen gelten, in denen

keine scheinbaren \'eränderlichen auftreten.

Geht man so vor, so läfet sich z. B. die Theorie der Zerlegung in Prim-

zr.hliaktoren einfacher darstellen, wie ich im folgenden zeige. — Ich benutze

die Primzahldefinition Seite 23 :

Df. P(a-) = [x ^ \) II [D ix, y) + ly = 1) -f [y =- -vl).

Satz 66: Z D in, p) Pip) - in = \).

p= 1

Beweis : Gilt für n = \. Der Satz sei gültig tar alle r < //, wobei

n

1. Dann gilt entweder die Aussage 2* D (//,)•) (r < ;/l (r > 11 oder
)•= 1

ihre Verneinung // {Din,r) -f (r = //) + (»' = 1 ») , (da ja y ^ n hier mit

r=l

;• = ;/ und r ^ 1 mit r = 1 gleichbedeutend ist). In letzteren Falle hat

man D in, n] Pin). Im ersteren Falle gilt nach der Annahme 2" Dir, p) Pip);

n V '»

folglich Z Z D(//, rlD(r,/)lP(/)l, woraus Z Din,p)Pip).
)—- 1 /. = 1 /> = 1

u

Da Din.p) mit der Aussagensumme Z in = rp) gleichbedeutend i.st,

1- 1

hat man das Korollar:
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H II

Korollar: iu = l) + 1' Z [n = rp]P{p).
r-- 1 p---\

Jetzt definiere ich rekurrierend eine Aussagenfunktion, welche in Worten

lautet: „ii ist gleich einem Produkte von // Primzahlfaktoren, welche alle

<I // sind".

// ;/

DL 2\ : P{ii,l] = P{n); P{//,ii + \)= 2' Z {u = rp) P [r, u] P [p).

r-1 /.= 1

Der Satz von der Zerlegung jeder Zahl ^ 1 in ein Produkt \or\ Prim-

zahlen läfet sich dann so formulieren :

It

Satz 67: (;/ = 1) + Z P(ii, fi).

." = 1

Beweis: Gilt für ;/ = 1 . Die Gültigkeit für v <C ii, ii^ \, sei voraus-

;/ ;/

gesetzt. Dann gilt nach dem Korollar des Satzes 66 : ^ Z {u =^ vp) P[p).
v=\ />- 1

Aus [n = vp)P\p) folgt indessen v <i ii (Satz 15) und also der Annahme
V n — 1 nun — 1

zufolge Z Pi)',ii). Hieraus Z P{r,ii) und weiter Z 2 S {ii = rp]

fl=\ // ^ 1 !• — 1 /) = 1 /< = 1

H — 1 n

P{y, ii)P{p) = 2 Piii,/i+ 1), woraus Z Pin,u).
/i = \ //-1

Weiter will ich den Satz von der Existenz unendlich vieler Primzahlen

beweisen. Zuerst definiere ich die Funktion /;!:

Df 22. 1 ! = 1; (« + 1)! = nl{ii + 1).

Hilfssatz: (;« ^ //) + D{n\, ni).

Beweis : Selbstverständlich richtig für n = 1 . Die Richtigkeit für ein

gewisses n sei vorausgesetzt. Ist nicht /;/ ^ w + 1 , so ist entweder m = // + 1

oder m <C « + 1 , d.h. ;;/ ^ ;/. Nach Df. 22 und Satz 1 8 hat man

D {{h + 1 )!,;/+ l). Ist Di^Ji, hat man nach der Annahme D{>/l,iii)

und da auch D(\>i + 1)!,«!) gilt (Sätze 16, 181, bekommt man D {\/i + 11!,;;/)

(Korollar des Satzes 20).

Ill-]

Satz 68. Z P{p) ip ^ ;;). (In Worten : Für beliebiges ;; gibt es eine

p = \

Primzahl p^ u und ^ ;/ ! + 1 ).

;/!-f 1

Beweis: Nach Satz 66 gilt die Aussage Z D (til + \,p)P{p). Aus
p=l

D(n\ + \,p)P{p) folgt aber p ^ u. Denn wäre p ^ ;/, so folgte nach dem

Hilfssatz D[n\,p), und dies in Verbindung mitD(;;! + \,p) würde Z) (l,/»)

(Satz 24, Korollar) und also p = 1 zur Folge haben, was wegen P(p)

ausgeschlossen ist.

Um die Eindeutigkeit der Zerlegung einer Zahl in Produkte von Prim-

zahlfaktoren zu beweisen, mufe ich zuerst einige Betrachtungen über Summen

und Produkte beliebig vieler Glieder sowie eine Funktion I [a, b; in, ii)

definieren.
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Es sei /Ir) eine beliebige deskriptive Funktion. Ich definiere die Aus-

drücke -1 /!r) und II f'\r\ rekurrierend wie folgt:

r= l r=l
1 »1-1 «

Dl 23>: Z f{r) =/111; Z f{r) = Z f[r\ ^ f[n -f 11.

r=l r=l r=l

1 « - 1 //

/7/lM=/ll>: n f\r) = n /{r)/Ui - l).

r=l r=I r=l

Statt /Ir) schreibt man oft a^, br usw. Ich definiere für eine beliebige

deskriptive Funktion Ori

Df. 24: rtr'" = rtr. wenn r <^ )•, und <?,"' — Or — i, wenn r^ v ist.

Satz 69: 1« = 1) - (r > n) -

[
»; ;/-l W « /1-1

\

- :r .7, = ./,^ z a;n\ n a^ = a^- n «;'•
.

'r=l r=l i 'r= 1 r = 1 )

Beweis: Ich brauche nur die Summe zu betrachten. Der Satz gilt,

wenn n = 1 ist. Er sei gültig für //.

Um zu zeigen, dafe er dann auch für // — 1 gilt, sei zuerst r ^ tt.

Dann ist

H—\ II W — 1

Z tir = Z Or — an~\ = rt:- "T Z rtr'" — «n— I und außerdem <?„ =a„_|.
r= 1 r = l r = \

Folglich "z ar"' -f rt„-, = Z Or'*'* + fl„"' = Z a/*'* (nach Df. 24).

r=l r=l r=l

und daraus
w — 1 «

2 rtr = rtr — Jl flr •

r=l r=l

Sei dagegen >• = //— 1. Dann ist <7r'" = «r für r^n. Folglich

M -

1

// "

2. ür = 2. (Ir — ün — i
= (In— l T ^ Or •

r=l r-1 r=l

Man benutzt oft die Schlufaweise, dafe eine solche Summe (oder Produkt)

ungeändert bleiben mué, wenn die Glieder a durch Zahlen d ersetzt werden,

wenn diese in irgendeiner Reihenfolge mit den a identisch sind. Um dies

bequem formulieren zu können, führe ich eine Aussagenfunktion lia, b\ ni, wl

ein. worin a und ö Zeichen zweier beliebigen deskriptiven Funktionen sind.

Ha, ({<: 1. II = («1 = *i). Ha, b; l,//)(« > 1» falsch.

I{a,b\ ni, IM/;/ > 1) falsch.

Df. 25.
I[a,b\)n~ \.n)= Z ia^^x = by) I[a, b''' ; m, n — \\.

r = l

(A"'^ definiert in Df. 24).
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inI [a, b; m, n) bedeutet dann in Worten: ,Die Zahlen a^ . . . Om sind i

irgendeiner Ordnung mit den Zahlen b^ . . . bn identisch'.

Satz 70: I{a, b\ ju, n) + (;;/ = ;/).

Beweis: Richtig wenn m = 1 ist nach Df. 25. Die Richtigkeit für ;;/

n

sei vorausgesetzt. Aus Ha, b;m + \,]i] folgt 2" (a„, + i
^- br) ha, b^''^;ni, n — 1 ).

v = \

I [a, //'''; ;;/, // — 1) hat aber /;/ = n — 1 zur Folge. Also /// + 1 = n.

/ 111 II \ / ;;; n \

Satz 71. I[a, b;m, n) + { Z ar = 2 bA II ar - // bA.

Beweis : Ich betrachte bloß die Summe. Zuerst folgt tn = n, und der

Satz gilt offenbar, wenn n = 1 ist. Er gelte für ;/— 1. Aus I{a,b;n,n)

folgt 2"
(rt,, = b.y) 1 ia, Ä'-''; // — \,n— 1). Ua, b^'^\ n—\,n—\) bewirkt

0=1
;/ — 1 // — 1 "—1

aber nach der Annah:ne Z ar = 2, br-\ und aufaerdem ist bn + Z br'^^ =
;--l r=l r=l

= Z br (Satz 69). Aus an = bn und Z ar = Z b)^^ folgt also

n II

Z ar ^ Z br.

Satz 72. I){uar,p\P[p\^ Z D[ar,p).

Beweis : Der Satz gilt für ;/ ^ 1 ; er sei für ein gewisses ;/ gültig.

Aus Dia„-^^ II r?,,/)] PI/)) folgt (Satz 52) DUhr^^ , p) + d( LI ar, p\P{ p).

Aus D\ II ar,p\P{p) folgt nach der Annahnie Z D{ar,p). Also gilt in

\r=l / r=\

II II \

jedem Falle D(«n + !,/>) + ZD{ar,p)---~ Z D{ar,p).
;-=l r = \

, II \ II «

Satz 73. dI II pr,q] II Pipr) Piq) + Z {pr = q).

\y =1 } r=\ r=\

Beweis: Nach Satz 72 bekommt man aus DJ /7 pr, q\ die Folgerung

Z B\pr, q). Aus D(pr,q)Pipr) Piq) folgt indessen (1/),--=^) + iq -= D) PiqK
r=l

;;

also pr = Ç. Also Z {pr =-^-
q).

r = 1

Der Satz von der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primzahlfaktoren

lautet jetzt:
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Satz 74. 11 fir + n çA ~ y P{p,\ + Z Piçs) -r Up, q; n, v\.

\r=\ 5-1 ' r=l 5=1

Beweis: Zuerst beweise ich den Satz für « =1. Ist (^i
= /7 qAP\p^\

r

II Piqs\ so folgt nach Satz 73 Z [p^ = q-A Weiter folgt aus p^ = qn
s - I a— 1

»•-1 r-1
und />i

---- po n ^s**' die Gleichung 1 = /7 Oj"", was unmöglich ist. wenn
S=l r=\

V >> 1 ist.

Der Satz sei wahr für ein gewisses //. Dann folgt aus der Aussage

( /7 Pr= n q\ n Pipr) 11 PiqslDl hqs.p^^A n P[q,)Pyp„_,l

»• r r— I

woraus wieder nach Satz 73 Z [p^ _ ,
= q^). Weiter ist U qs = qo U qt-\

0=\ ' ~
5=1 ~

1

und man erhält deshalb 2"
j
/7 />, = 77 Ps-\, woraus nach der Annahme

0=l\r=l 5=! /

,'o».
-T Iyp,q^\u,y—\\{p^^=q^\ = I{p,q;u^ 1. r».

0=1

Ich will zuletzt einige Betrachtungen allgemeinerer Art anstellen. Man
hat folgenden Satz, wobei U eine beliebige Aussagenfunktion bedeutet:

Satz 75a: U iti\ -ZU U{v\{L'{u\ — (h = v\)}

• = lii=l

In Worten: Kennt man eine Zahl //. ftir welche die Aussage L wahr

ist, so gibt es eine kleinste Zahl, für welche U wahr ist Dabei mu6 be-

merkt werden, dafe die Aussagen, mit denen wir hier zu tun haben, immer

ohne unendlich ausgedehnte scheinbare Veränderlichen gegeben gedacht

werden, so daß immer im Endlichen entscheidbar ist. ob l'{x\ wahr ist

oder nicht bei beliebigem x.

Beweis: Für w = 1 ist der Satz offenbar richtig. Die Richtigkeit i\vr

alle .v< einem gewissen // sei vorausçesetzL Ist dann L'^ti — 11 wahr.

so ist außerdem entweder 77 C (xl wahr oder 2 C ix). Im ersteren Falle

.r=l x=\
M-1

gilt also L'[n ^ l) FI (6'«>( -r- «> = // — ll). Im letzteren Falle folgt aus

' Man kann natürlich auch z. B.

r = I M = I

schreiben.

Vid-Selsk. Skrifter. I. M.-X. KL 1923. Xo. 6.
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U{x){x^/i) nach der Annahme 2" // U {x){U iy) + iy = x]j ^nd also

_v - 1 s - 1

» + 1 V

à fortiori 2" 77 U {i') {U{n) + (/- - r)).

r = 1 // = 1

rt 6

Satz 75b. Aus f/(«) 77 (rix) + ix = a)) U [h] II {U{v) + [y = b))

x=\ .v=l

folgt a — b.

Dieser Satz drückt die Eindeutigkeit dieser kleinsten Zahl aus.

Beweis : Wäre a ^ b, so hätte man (rt <C '^) + (« ^ '^j. Aus a <^ b folgt

aber sofort U [a] und aus b <^ a ebenso U{b).

Wegen dieser Eindeutigkeit kann man eine sehr wichtige deskriptive

Funktion der allgemeinen Aussagenfunktion U einführen, welche die kleinste

Zahl bedeutet, für die U wahr ist. Allerdings hat diese deskriptive Funktion

insofern einen eingeschränkten Existenzbereich, als sie keinen Wert hat,

wenn die Aussage U für keine Zahl wahr ist. Dabei muß aber hier betont

werden, dafa wir nur mit den natürlichen Zahlen bis zu einer gewissen

oberen Grenze, die allerdings beliebig hoch gewählt werden kann, zu tun

haben. Die deskriptive Funktion kann deshalb hier so bezeichnet werden :

Min {U, >i).

Dies bedeutet die kleinste Zahl unter den Zahlen 1 bis n, für welche U
wahr ist, und hat keinen Sinn, wenn i^ falsch ist für alle diesen Zahlen.

Wir haben also nichts mit einer Funktion Min floder Min (^, cc) zu tun,

welche die kleinste die Aussage U befriedigende Zahl bedeuten sollte und

keinen Sinn haben, falls U für jede Zahl überhaupt falsch sein sollte; denn

dies alles würde das „ Aktual-unendliche" fordern — also die Anwen-

dung scheinbarer logischer Veränderlichen mit unendlichem Ausdehnungs-

bereich. Die hier nötige Einschränkung der Bedeutung dieser Minimums-

funktion bewirkt aber keinen praktischen Schaden ; denn bei jeder An-

wendung des Satzes von der Existenz einer kleinsten Zahl einer Klasse

ganzer positiver Zahlen muf3 jedenfalls zuerst eine Zahl n dieser Klasse

bekannt geworden sein, und dann kann man sich eben mit der Funktion

Min iL/, n) begnügen.

Endlich will ich einige Bemerkungen zum Anzahlbcgriffe machen. Wenn
gewisse Dinge (Zahlen, Zahlenpaare, Zahlentripel usw., deskr. Funktionen)

eindeutig sämtlichen Zahlen ^ einer gewissen Zahl ;/ zugeordnet werden,

sage ich, dafe sie in der Anzahl n vorJianden sind.

Um zu zeigen, daß diese Zahl n eine Invariante relativ zu den ver-

schiedenen Zuordnungen ist, mufe man den folgenden Satz beweisen :
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;;; ;;/

Satz 76: Aus // // (x = y) ^ {/(xi 4= /< Vi) // (/(x)<«)
.v=I.v=l[ '

j.v = l

/7 — (v =/<e)) folgt /;/ = )i. f beliebige deskr. Funktion.

In Worten : Es seien die Zahlen, die ^ /;/ sind, sämtlichen Zahlen

<C ;/ eineindeutig zugeordnet. Dann ist ;;/ = ;/.

// 1

Beweis: Zuerst nehme ich den Fall /« = 1. Aus 11 -^ ( v = f[z)) =

;;

= n i\ =/(1)) folgt wegen der Eindeutigkeit von/( 1 1, da6 « = 1 sein muß.
_v=l

Es sei der Satz für ein gewisses ;;/ gültig. Nehme ich dann den Wert

;;/ -r 1, so mufs jedenfalls ;/ ^ 1 sein. Sonst bekäme man aus // (/(xl^ l)

.v=l

sowohl /(11= 1 wie /(21= 1, während f[\) ^ f \2\ sein sollte. Folglich

können wir ;/ + 1 statt « schreiben, und es ist ;;/ = ;/ zu beweisen.

Ill

Erstens sei /(;;/ -r !) = ;/+ 1. Dann ist 77 (/(xl ^ /(ni + 1)) oder
.v=l

in III III

[J {fix) ± // ^ 1). Da außerdem 11 (/(x)^ ;; - 11, folgt //

(

/ixl^//).

.v=i
"

.v=i .v=r
II — \ m — 1 )i III — \

— Aus /7 Z {v =/{:)) folgt 77 2" {v = /iz)) ( v ^n), das heißt

v=l s=\
'

" .v=l s-1

II III
j

\ n III

n 2" (v=/U))-(v=/(;;/ - ll)(v</(;;/^ n) - 77 I{y=/[z\).
y=\z=\\ ] _v=U=l
— Kraft der gemachten Annahme muß also ;;/ = ;/ sein.

Zweitens sei /(;;/ + 1) = r < ;/ + 1. Nach der Voraussetzung

«—1 III ^ 1 III— 1 III

H I {y =/(el) hat man I (;/ + 1 =/ù)) oder 2 (;/ - 1 =/(//)) +
V=l 2=\ ' Z= 1 "=1

;;;

+ (« ^ 1 =/(;;/- 11). d.h. Z {n - \ =/{u)). Die Zahl u ist hier ein-

.» = 1

deutig bestimmt. Dann führe ich eine neue deskr. Funktion / ein, die so

definiert ist:

/'(.vi =/(xl wenn x ± // und ^ /;/ ist. Weiter /' (//) =/(w/ + 1) = r;

/'(/;/ -f 1) =/(/<! = n — 1. Man braucht dann nur zu zeigen, dafa /' den-

selben Bedingungen wie / genügt.

Aus (/(xl^;/ -f l)(x i: /<l(.r^///) folgt /' (.vi ^« -r I. da in diesem

Falle /' (xl =/(.vl. Außerdem sind offenbar/' («) und/' (w/l beide ^ « + I.

;;; - 1

Also 77 (/' (.vi ^ // - 1 ).

.v=l
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m + 1 til + 1 ;;; + 1

Aus 2" {x= f{y))[o\gi S (x =/fjv))(_v + //)( y^w) + S {x=f{y))
y=\ .V = 1 _v = 1

111+ 1

(( V = iJi) + (y -= m + \ ]), woraus 2 (x =-/'
( v)) + {x -- /' {/;? + 1)) +

y=\
ni-\- \ ?7 + 1 ;« + 1

+ (x=/(/y))=- 2^ (x=/(v)). Also folgt aus // 2" (x =/(v)) auch

« ^ 1 ;« + 1

.v=l _v=l

tu ^ 1 «? )- 1

Nach der Voraussetzung gilt /7 Z {{x = y) + (/(x) ^ /"(Vi)). Hat
.v = l j/=l

man(/(x) -i^ f{y)){x ^ ii)(x^m){y ^ f.(){y^ni), so folgt sofort/' (x) ^ /' [y).

Hat man {fix) t f{y)) ((x = «) + (x = ;;/ + {)) [y ^ n) [y ^ ///), so gilt

{(/U)=/(«))+ {f{x)^ f[w -V \))]-{f(y)=f' {y]){f[y]^ f{n)){f{y)^ f(,u^ \))

und folglich /' (X) i: /' (>'). Ebenso wenn {f[X]-^f[y){X = n)-{x^m)
{{y = /t) + (>' = ni)). Zuletzt gibt (/(X) # f(y)) ((X = //) + U - ;« + 1))

{{y = fi) + iy ^ 111 + 1) die Folgerung {x = jn){y = m + 1) + (JC = ;;/ + 1)

iy = /1) und also auch (/' \X) ^ /im + 1)) (/' iy) =/(/<)) + (/ ix) = /(/<))

» + 1 ;;/+ 1

{f'iy)=/i"'+ D) und folglich f'ix) ^/iy). Die Aussage 11 11 {ix==y) +

+ (/' (x) 4: /' iy))) ist also richtig.

Anmerkung: Wenn eine Klasse gewisser Objekte gegeben ist, wird

man versucht sein zu sagen : Dafs diese Dinge in der endlichen Zahl //

vorkommen, bedeutet, dafa eineindeutige Zuordnung dieser Dinge und der

n ersten Zahlen existiert. In dieser Definition kommt aber eine scheinbare

logische Veränderliche vor (die Zuordnung), und es ist à priori keine Ein-

schränkung des Variationsbereichs dieser Veränderlichen auf das Endliche

gegeben, wenn man nicht schon im voraus einen Satz hat, der aussagt,

daß die Anzahl der möglichen Zuordnungen eine endliche ist. Auf dem

hier gegebenen streng finitistischen Standpunkte mufa also ein solcher Satz

zuerst bewiesen sein, damit man den Anzahlbegrifif für die betreffenden

Dinge definieren kann. Dies scheint ein circulus vitiosus zu sein ; es ist

aber nicht so. Man braucht nämlich nicht die obige allgemeine Definition

des Anzahlbegriffs, um einen speziellen Satz aufzustellen, der aussagt, dafa

gewisse Objekte in der Anzahl n vorkommen ; denn ein solcher Satz läfet

sich eben dadurch aufstellen, dafä man eine Zuordnung -wirklich angibt;

hierdurch wird die Zuordnung als logische Veränderliche vermieden. Man

kann also auch in den erwähnten Fällen zuerst einen speziellen Satz über

die Endlichkeit der Anzahl der überhaupt möglichen Zuordnungen und

nachher die allgemeine Definition des Anzahlbegriffs für die Klassen der

Dinçe aufstellen.
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Die Anzahl der ganzen positiven Zahlen, welche ^ « und einer ge-

gebenen Klasse angehören, lä6t sich allgemein durch eine in folgender

Weise detinierbare Funktion angeben.

Es sei C eine beliebige Aussagenfunktion; ich setze:

Df. 26. {NU{1)= 1 ) 6'( n + (.V i[\) = 0«) nÜ und {\ i'in + l) =
= A'riwl ^ \) i'in -i- 1) -r {XCin + l) = N L'in)) C in - I).

In Worten : Die deskriptive Funktion \ L' \x) soll für X — 1 den Wert

1 oder haben, je nachdem L'{\) wahr ist oder nicht. Weiter soll

\ Cui — 1) = X L'{n) -}- 1 oder = A't'l«) sein, je nachdem L'[n -~ II

wahr ist oder nicht.

Es ist leicht zu zeigen, daß \ i'in) dann in der Tat die Anzahl der

Zähen .V ^ ;/ angibt, für die U\X) wahr ist. Ich gehe hier nicht näher

darauf ein.

Es wird oft vorkommen, da6 gewisse Dinge mit ganzen Zahlen

numeriert sind, aber so, daß jedem Dinge mehrere Zahlen als Indizes zuge-

ordnet sind. Die Anzahl der verschiedenen unter ihnen läßt sich dann mit

Hilfe einer Funktion Tix) angeben, die ich hier definiere.

Die Dinge seien a^ . . . a^: es werde gesetzt:

Df. 27. T\{\= \AT\r - \\= T{r)\l Z Iflr-i = «sM ^

-
j
T\r - II = rir) + 1

J

/7 («r^, ± a,).

Weiter läfit sich mit Hilfe der Seite 34 definierten Funktion MinJt',//)

eine eindeutig bestimmte Auswahl eines vollständigen Repräsentantensystems

verschiedener Dinge a angeben. Außerdem können die zugehörigen Häufig-

keitszahlen, die angeben, wie oft jedes verschiedene Ding in der Reihe

q^ ... On auftritt, definiert werden usw. Ich will dies hier nicht näher

ausführen.

Schlussbemerkung.

Diese Arbeit ist während des Herbstes 1919 geschrieben, nachdem

ich die Arbeiten von Russell & Whitehead studiert hatte. Es fiel mir

ein. da6 schon die Anwendung der von ihnen genannten „wirklichen"

logischen \'eränderlichen hinreichend sein müfete, um jedenfalls grobe Teile

der Mathematik zu begründen. (Dabei mufä also bemerkt werden. da6 schein-

bare \'eränderliche mit endlicher Ausdehnung mittels rekurrierender Defini-

tionen weggeschafft werden können). Die Berechtigung der Einführung

scheinbarer \'eränderlichen mit unendlichem Variationsbereich erscheint des-

' Streng genommen ist die Zahl hier nicht eingeführt worden ; man kann aber verein-

baren, dafi die .\nzahl bedeuten soll, daé keine .Dinge* vorhanden sind.
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halb sehr problematisch; d. h. man kann an der Berechtigung des Aktual-

unendlichen oder Transfiniten zweifeln.

Andererseits bin ich selbst nicht mehr damit zufrieden, dafa ich hier

noch die logischen Entwicklungen nach dem Vorbilde Russell & White-

head's in rein formaler Hinsicht zu umständlich gemacht habe. Es kommt

doch auch bei der Begründung der Mathematik auf die Sache und nicht

auf die Bezeichnung an. Ich werde bald eine andere Arbeit über die logische

Begründung der Mathematik publizieren, welche von dieser formalen Um-

ständlichkeit frei ist. Auch diese Arbeit ist aber eine konsequent finitistische;

sie ist auf dem Prinzip Kroneckers gebaut, dafà eine mathematische Be-

stimmung dann und nur dann eine wirkliche Bestimmung ist, wenn sie mit

Hilfe endlich vieler Versuche zum Ziele führt.

Gedruckt 25. Oktober 1923.


