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Der Energiesatz in der allgemeinen Relativitiits-
‘theorie.

Von A. EINSTEIN.

Wﬁhrend die allgemeine Relativititstheorie bei den meisten theoreti-
schen Physikern und Mathematikern Zustimmung gefunden hat, er-
heben doch fast alle Fachgenossen gegen meine Formulierung des Im-
puls-Energiesatzes Einspruch'. Da ich der Uberzeugung bin, mit dieser
Formulierung das Richtige getroffen zu haben, will ich im folgenden
meinen Standpunkt in dieser Frage mit der erforderlichen Ausfiihr-
lichkeit vertreten”.

3§ 1. Formulierung des Satzes und gegen dieselbe erhobene
Einwiénde.

Nach dem Energiesatze gibt es eine in bestimmter Weise defi-
nierte, iiber die Teile eines jeden (isolierten) Systems erstreckte Sumime,
die Energie, welche ihren Wert im Laufe der Zeit nicht indert, welcher
Art auch die Prozesse sein mogen, welche das System durchmacht.
Der Satz ist also urspriinglich, ebenso wie der aus drei #hnlichen Er-
haltungsgleichlmgen gebildete Impulssatz, ein Integralgesetz. Die spe-
zielle Relativititstheorie hat die vier Erhaltungssiitze zu einem einheit-
lichen Differentialgesetze verschmolzen, welches das Versechwinden der
Divergenz des »Energietensors« ausdriickt. Dies Differentialgesetz ist
jenen aus der Erfahrung abstrahierten Integralsitzen gleichwertig:
hierin allein liegt seine Bedeutung.

Die vom formalen Standpunkte aus sinngemiile Ubertragung dieses
(Gesetzes auf die allgemeine Relativitiitstheorie ist die Gleichung

5 . " Vgl z. B, E. SCERODINGER, Phys., Zeitschr. 19, 1918, 4—7; H. Bauer, Phys.
Zeitschr. 19, 1918, S, 163. Dagegen teilt G. Norpsrréy meine Auffassung des Energie-
Satzes; vgl. dessen jiingst erschienene Abhandlung »Jets over de massa van een stoffe-
lijkstelsel . ...« Amsterdamer Akademie-Ber, Deel XXVI. 1917, S. 1093—TI108.

_ * Um nicht Bekanntes wiederholen zu niissen, stiitze ich mich auf die [rgeb-
nisse meiner Darstellung der Grundlagen der Theorie, wie ich sie in der Arbeit »Ha-
smirronsches Prinzip und allgemeine Relativititstheorie- (diese Berichte, XLII, 1910
S ITT1—1116) gegeben habe: Gleichungen jener Arbeit sind hier mit »1. ¢.« bezeichnet
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deren linke Seite eine Divergenz im Sinne des absoluten Differential-

- I
kalkiils ist. 2! ist ein Tensor, der Energietensor der » Materie« .
L8 :

Vom physikalisclien Standpunkt aus kann diese
vollwertiges Aquivalent fiir dje Irhaltungssitze des Impulses und der
Energie angesehen werden, weil ihr nicht Integralgleichungen ent-
sprechen, die als Erhaltungssiitze des Impulses und der Energie ge-
deutet werden konnen. Auf das Planetensystem angewendet, kann
beispielsweise sus diesen (rleichungen niemals geschlossen werden, dal3
die Planeten sich nicht unbegrenzt von der Sonne entfernen kénnen,
und daB der Schwerpunkt des ganzen Systems relativ zu den Fix-
Stérnen in Ruhe (bzw. gleichformiger Iranslationshewegung) verharren
musse. Die Erfahrung notigt uns offenbar, ein Differentialgesetz zu
suchen, das Integralgesetzen der Erhaltung des Impulses und der
Energie aquivalent ist. Dies leistet. wie im nachf‘blgendeh ausfiilr-
licher gezeigt werden wird, die von mir bewiesene Gleichung (21 1. e.)

oU;

T 0 (1)

(rleichung nicht als

wobei U’ aus der Hamrronschen Gesamtfunktion gemild der Formel
(19 und 20 1. ¢,)

» Weil (U) und (t!) keine Tensoren sind, wihrend sie erwarten,
die Physik bedeutsamen GroBen sich als Skalare und Ten-
Sorkomponenten auffassen lassen miissen. Sie betonen ferner!, daf
;{nan ®S In der Hand hat. die U in gewissen Fillen durch geeignete

futung der Gleichung (1) ziemlich allgemein gezweifelt.

Demgegeniiber willich im folgenden dartun, da dureh Gleichung (1)
d‘}' Begriff qer Energie und des Impulses ebenso straff festgelegt wird,
WIE Wir es von der klassischen Mechanik her zu fordern gewohnt sind,
Energie und Impuls eines abgeschlossenen Systems sind, unabhingig
Yon der Koordinatenwahl, vollkommen bestimmt, wenn nur der Be-
‘ﬁ\\_

' Vgl die oben zitierte Arbeit von H. Baukr.
|

L
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wegungszustand des Systems (als Ganzes betrachtet) relativ zum Koor-
dinatensystem gegeben ist; es ist also beispielsweise die » Ruheenergie «
cines belicbigen abgeschlossenen Systems von der Koordinatenwahl
unabhiingig. Der im folgenden gegebene Beweis beruht im wesent-
lichen nur darauf. daB die Gleichung (1) fiir jede beliebige Wahl der

Koordinaten gilt.

§ 2. Inwiefern sind Energie¢ und Impuls von der Wahl der
Koordinaten unabhingig?

Wir wiihlen im folgenden das Koordinatensystem so, dali alle
Linienelemente (0, 0, 0, dx,) zeitartig, alle Linienelemente (dx,, da,.
dz,, 0) raumartig sind; dann kénnen wir die vierte Koordinate in ge-
wissem Sinne als »die Zeit« bezeichnen.

Damit wir von der Energie bzw. dem Impuls eines Systems reden
kémnen, muB auBerhalb eines gewissen Bereiches B die Dichte der
Energie und des Impulses verschwinden. Dies wird im allgemeinen
nur dann der Fall sein, wenn auBerhalb B die g,, konstant sind, d. h.
wenn das betrachtete System in einen »Galileischen Raum« eingebettet
ist, und wir zur Beschreibung der Umgebung des Systems uns »Galilei-
scher Koordinaten« bedienen. Der ‘Bereich B ist in der Zeitrichtung
unendlich ausgedehnt, d. h. er schneidet jede Hyperfliche 2, = konst.
Seine Schnittfigur mit einer Hyperfliche x, = konst. ist stets allseitig
begrenzt. Innerhalb des Bereiches B gibt es kein » (Galileisches Koordi-
natensystem«; die Wahl der Koordinaten innerhalb B unterliegt viel-
mehr der einzigen Beschriinkung: daB sich letztere stetig an die Koordi-
naten auBerhalb B anschlieBen miissen. Wir werden im folgenden
mehrere derartige Koordinatensysteme betrachten, die alle auerhalb
B miteinander iibereinstimmen.

Die Integralsitze der Erhaltung des Impulses und der Energieé
ergeben sich aus (1) durch Integration dieser (ileichung nach ., &, 3

iiber den Bereich B. Da an den Grenzen dieses Bereiches alle U
verschwinden, erhiilt man

d
| d.’L‘ Lﬁl,d x, da, da:a] = 0. (3)

Diese 4 Gleichungen driicken nach meiner Ansicht den ImpulssatZ
(¢ =1 bis 3) und den Energiesatz (¢ = 4) aus. Wir wollen das mn
(3) auftretende Integral mit .J_ hezeichnen. Ich behaupte nun. dab die
J. unabhiingig sind von der Koordinatenwahl fiir alle Koordinaten”

systeme, welche auBerhalb B mit einem und demselben galileischen
System iibereinstimmen.
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Durch Integration von (3) zwisehen =1, und x, = ¢ erhilt
man zuniehst fiir ein Koordinatensystem A

(',.—)1 = (‘J:)z . (4)

Fiithren wir aulierdem ein zweites (gestrichenes) Koordinatensystem £’
ein, das auBerhalb B mit A ibereinstimmt, so haben wir ehenso fiir
die Schnitte ] = ¢/ und o/ = ¢’

(‘]-::)1 — ('].::)2 :

Wir konstruieren nun ein drittes Koordinatensystem A" von der be-
trachteten Art, welches ohne Verletzung der Stetigkeit in der Um-
gebung des Schnittes ¥y =1, mit A und in der Umgebung des Schnittes
Ty =t mit X' zusammenfillt. Die Integration von (3) zwischen diesen
Schnitten liefert danm

(/) = (J2),. (5)

Aus den drej Beziehungen folgt, daB J. von der Koordinatenwahl
innerhalb B unabhingig ist. Die .J. findern sich also lediglich it
der Wahl des Galileischen Konrdimn.tensystems aulderhalb B. Wir er-
schi“ipf'en also alle Méglichkeiten. wenn wir so vorgehen: wir setzen
zunichst ein Kourdinatelnsystcm fest, weleches auBerhalb B galileisch,
imnerhalbh 7 willkiirlieh gewahlt ist, und bedienen uns dann nur aller
derjenigen Koordinatensysteme, welche mit diesem dureh Lorentz-
Transformationen verkniipft sind. Beziiglich dieser Gruppe habep die
U’ Tensorcharakter, und es 143t sich nach den Methoden der speziellen
Relativitﬁitstheorie dartun, daB (.J.) ein Viervektor ist. Wie in der
“Pezicllen Relativitiitstheorie 1Bt sich also setzen

da
— M\ 6
J = E. T ()
Wobei % die Ruheeuergie«, {;r‘-'- die Geschwindigkeit (Vierervektor)
8

des Systems (als (ranzes) bezeichnet. E, ist gleich der Komponente
/. bei solcher Koordinatenwahl, das J = .J, = J, = o ist.

Irotz der freien Koordinatenwahl innerhalb £ ist also die Ruhe-
thergie bzw. die Masse des Systems eine scharf definierte GriBe, die
Yon der Koordinatenwahl nicht abhiingt. Dies ist um so bemerkens-
werter, als wegen des mangelnden Tensorcharakters von U’ den Kom-
Ponenten der Energiedichte keinerlei invariante Interpretation gegeben
werden kann.

Denkt man sich beispielsweise das Innere von B ebenfalls leer,
S0 hat das g definierte System zwar eine verscliwindende Gesamt-
“hergie; aber man hat es durch Wahl der Koordinaten im Innern
You B in dey Hand, die verschiedensten Energieverteilungen herbei-
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zufithren, die allerdings alle das Integral o liefern. No kommen wir
entgegen unseren heutigen Denkgewolmheiten dazu, einem Integral
mehr Realitiitswert zuzumessen als seinen Differentialen.

§ 3. Der Integralsatz fiir die geschlossene Welt.

Um iiberhaupt von einem isolierten System reden zu kénnen,
mufiten wir im Vorigen annehmen, dafl sich das metrische Kontinuum
in hinreichender Entfernung vom System galileiseli verhalte, eine Vor-
aussetzung. die fiur Gebiete von der GroBenordnung des Planeten-
systems sicherlich mit groBer Anniiherung erfiillt ist. In einer voriges
Jahr publizierten Arbeit’ kounte ich aber zeigen, dald der Auffassung,
daB die Welt sich im GroBen anniihernd galileisch (bzw. euklidisch)
verhalte, vom Standpunkt der allgemeinen Relativitiitstheorie erheb-
liche Bedenken entgegenstehen; die Welt miiBte nimlich in diesem
Falle wesentlich leer sein, d. h. je grifere Bereiche man ins Auge
fabt, desto weniger kénnte die mittlere Dichte der darin befindlichen
ponderabeln Materie von Null abweichen. Es erweist sieh als wahr-
scheinlich, daB die Welt in riumlicher Bezichung im GroBen quasi-
sphirisch (bzw. quasi-elliptiseh) ist. Diese Auffassung verlangt die
Zutiigung eines (zliedes (des nA-iliedes«) in den Feldgleichungen der
Gravitation. Nach den so erginzten (leichungen kann ein materie-
freier Teil der Welt sich nicht » galileisch« verhalten. Es wird also
dann nicht méglich sein, die Koordinaten so zu wihlen, wie es der
S 2 verlangt, und zwar um so weniger, je ausgedehnter das ins Auge
gefalBte System ist”. '

In diesem Falle einer endlichen Welt ergibt sich aber dafir die
interessante Frage, ob die Erhaltungssitze fiir die Welt als Ganzes
zptrei’f_'en, die doch unbedingt als »isoliertes System« zu hetrachten
ist. Wir koénnen uns dabei anf die Auffassung der Welt als ciner
quasi-sphirischen beschriinken, da aus ihr die quasi-elliptische dureb
Hinzufligung einer Symmetriebedingung hervorgeht.

In der quasi-sphiirischen Welt gilt ebenfalls der Erhaltungssaiz
(1), (2). Aber es gibt kein Koordinatensystem, das sich iiberall reguldr

verhilt. In einer exakt sphiirischen Welt hat das Quadrat des in-
varianten Sinnenelements bei Benutzung von Polarkoordinaten den Wert

d8* = di* — R*[dS? +sin* S, dS? +sin* S, sin® S, d3]]. (7)
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Dabei liuft

P —

-

r, = <, zwischen o und =

$, zwischen o und = ,
T, <, zwischen o und 2 7
r, = [ zwischen — oo und 4+ ~c

(8)

—

An den Grenzen fiir &, und fiir >, verhiilt sich das Koordinatensystem
singuliir: denn es sehneiden sicli in derartigen Punkten mehr als 4
(e viele) Koordinatenlinien, und es verschwindet dort die Determinante
I yu,.l. Eine analoge Koordinatenwahl wird (bei entsprechend ahge-
indertem Ausdruck fiir 7s*) auch im Falle der quasi-sphiirischen
Welt moglich sein: auch hier werden wir auf die genannten singu-
liren Orte des Koordinatensystems zu achten haben. In allen Punkten
auberhalb der singuliren Stellen des Koordinatensystems werden die
1}leichungen (1) gelten. Es wird auch ein Ubergang zu den Integral-

U U QU

sesetzen (3) moglich sein, wenn das Integral iiber e i =
3 dx, " da, * O,
verschwindet (»Randbedingung«). Dies wiire z. B. der Fall, wenn

Ui, U, W, AU fir 8, =0 und &, =)

2°

U, W, U, U fir $, = o0 und S, == |

verschwinden!. Denn es verschwinden bei der Integration von (1)
iber x| T,y @, Qber den ganzen geschlossenen Raum in diesem Falle
alle Anteile der linken Seite, aulder denjenigen, welche von dem Gliede

(9)

'9";;:'- herkommm'l.

Wie oben, liBt sich auch hier beweisen. daB die J. fiir alle
Koordinatensyst.eme den gleichen Wert haben, welche durch stetige
Deformation aus dem zuerst benutzten zu gewinnen sind. Der Beweis
ist dem ohen gefithrten analog, nur daB die Bedingung fiir die Ko-
ordinatenwahl auBerhalb A hier kein Analogon hat. Fiir eine ge-
Schlossene Welt vom sphirischen Zusammenhangstypus sind die .J.

Uhabhingig von der besonderen Koordinatenwahl, wenn nur die » Rand-
bedj“g'lng« gewahrt bleibt”.
Es liBt sich dann beweisen, daBl die »Impuls-Komponenten« .J, .

/.. J, fiir eine derartige geschlossene Welt notwendig verschwinden.
el ,

' Niiheres hieriiber folgt i § 4.
* Exakt liefert hier die Uberleguug des § 2 folgendes Ergebnis. Sind K und
4 m:ei KOOPdinatensysteme, 2, = konst. und x; = konst. zwei zu diesen gehdrige
:;umh che Schnit,te, J, und .J. die zu diesen gehérigen Werte von J.. so sind J. und
" elS einander gleich, wenn es zwischen K und K” einen die -Randbedingungs

& -

e

den stetigen Ubergang gibt.

I = ;
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Wir fithren den Beweis zuniichst fiir J, und ./,. Unten ist bewiesen,
daB man durch stetige Anderung vom Koordinatensystem A auns zu
einem neuen K’ gelangen kann, das mit A durch die Substitution
verbunden ist '

S =r—3,

S =7v—9,

Q_.i_r__sf [ o (IO)
R e i

t— ¢

Dies ist eine lineare Transformation. Da die 1. fiir lineare Substitutionen
Tensorcharakter haben, so folgt aus (10)., daB3 tberall gilt

' = =,
1 = 1.
Hieraus folgt unmittelbar, dal aueh
%=_L} (11)
t]; —— _Jz

Anderseits mubl aber, weil A in A7 durch stetige Anderung iiber-
gefiihrt werden kann, auf Grund unseres allgemeinen Invarianzsatzes

fiir die J, gelten
== o, } (12)

o, =.J,

Aus (11) und (12) folgt das Verschwinden von .J, und .J,.
Analog lil3t siech das Versehwinden wyon .J, und ./, daraus he-

i

weisen, daBl durch stetige Anderung der Koordinaten ein System A
eingefiihrt werden kann, weleches mit A dureh die Substitution

~ 7 ™~

T, = B — I

ﬁ'—le

O =

E}i—- bR (10a)
§ = NI Sty

t' = ¢

verbunden ist.

Wir baben nun nur noch den Beweis dafiir zu erbringen. dab
die Substitutionen (10) und (10a) dureh stetige Anderung des Ko-
Ordinatensystems erzeugt werden konnen. Dabei kéinnen wir uns auf
die Betrachtung der dreidimensionalen Sphiire  beschriinken, die !-
Koordinate beiseite lassend.

In einem vierdimensionalen euklidischen Raume der u, genige
die betrachtete Sphiire der Gleichung

U U] ul ul = R*.
Mit diesen kartesischen Koordinaten im vierdimensionalen euklidischen
Raume verkniipfen wir sphiirische Koordinaten nach den Formeln
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i, =‘ Il cos S’, |

i, = K sin 3, eos 3, ] )
0, = R sin$, sin 3, e0s S, [ 4
o B s aa Bk

Drehen wir das u-System um' den Mittelpunkt der Sphiire, so dreht
sich das 3,-System mit, und es gelten die Beziehungen (13) auch fiir
die Systeme in der gedrehten Lage.

Es lassen sich in einem euklidischen Raume stets  Drehungen
des kartesischen Koordinatensystems ausfiithren, bei welchen sich nur
ewei der Achsen bewegen, dic tibrigen aber fest bleiben. Unter diesen

Drehungen sind solche um den Winkel = ausgezeichnet, welchen
Substitutionen vom Typus

u.-,’ — — U,
J
U, == =1
: . (14)
H':s — ?(-3
by = u,
entsprechen. Eine solche ist auch die Substitution
’
U, = — i, l
’ .
M —— U
j: o | (15)
U, = U, ’ |
i | )
?(*4 —— —u4

(14) bzw. (15) liefern mit Riicksicht auf (1 3) und die entsprechenden
Gleichungen fiir das gestrichene System unmittelbar die Substitutionen
[10) bzw. (toa), welche demnach durch stetige ﬁnderungen_ des & -
Systems erzeugt werden kénnen.

Damit ist der verlangte Beweis geleistet (abgesehen vom Nach-
WeIs fiir die Erfillung der »Randbedingung«). Fiir die geschlossene
_We.lt als Ganzes verschwindet der Impuls: der Wert der Gesamtenergie
St von der Zeit und von der Koordinatenwahl unabhiingig.

* ¥ 4. Die Energie der sphiirischen Welt.

Wir wollen nun die U fiir eine sphiirische Welt mit gleichférmig
"erteilter, inkohirenter Materie berechnen, hauptsichlich nm zu priifen.
'_Db Wenigstens in diesem einfachsten Falle die Bedingung (9) erfiillt
SEoan welehe die Ergebnisse des vorigen Paragraphen gekniipft sind.

I* haben zu setyen

WU = T+ (L), +(t]),, (16)

) dem a-Gliede entsprechen, die (t), Funktionen der
Die: Formel " Ly s AR ¥,

& e
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da, dua,
V=V—g9..

% ds ds Fo

(.

liefert in unserem Falle fiir die T’ die Komponenten

0 0 0 0
0 0 0 0
(T =) - (17)
0 0 0 0
0 0 o o V—g }

Aus den Feldgleichungen der Gravitation mit Beriicksichtigung des
s-Gliedes erhiillt man ferner ohne Schwierigkeit fiir die (f,)),

O AV — O O

©(5), = 4 P (15)
0 0 AV=—g o
O 0 o AV=—g l

Betrdchtlich mihsamer ist die Berechnung der (t7),. Sie stiitzt sich
am besten auf Gleichung (20 1. ¢.). Es erweist sich aber als praktisch,

~

s
= (g V=9

= §- cinzufithren, wie dies H. A. LorenTz gelegentlich getan hat. Es
gelten dann die Beziehungen

statt der ¢*" und ¢* die GroBen g"“’V—-,{/ = g“" und A

e = - ((5'3“._

06" _ 1 ([up
ag:" . 2 %

g:") (19)
}5:‘)—- l "”}, (192)
) x|

deren letzte sich leicht aus einer Rechnung folgern laBt, die H. WEYL
m § 25 seines demniichst bei J. Springer erscheinenden Buches » Raum.

Zeit. Materic « gegeben liat. Aus (18), (18a) und (7) folgen die Aus-
driicke fiir (r),

" |
D (t:r):l — |
R |
cos® 3, sin 2 |
. 8in &, O O O (200 §
Sin &, e0s 3, eos . — eos? >, sin S, O O 1
1
O O — ¢c0s® 3, sin I, - O
0 _ 0 ® —_— 0SS’ S: sin 9:

wobei jede Kolonne zu einem Wert von v, jede Zeile zu einem Wer

von o gehdrt. Aus (17), (18) und (20) folgen mit Riieksicht auf (16)
die Energiekomponenten U . -




Finsrein: Der Energiesaiz in der allgemeinen Relativititstheorie 457

Die Bedingungen (9) sind fiir alle Komponenten auBer fiir die

Komponente U erfiillt: diesc Ausnahme liegt darin, daB (t'), fir S
=0 und <, = 7 nicht verschwindet. Trotzdem
man sieht, das Integral

i

verschwindet, wie

' :a‘f ut
——dS, ,
. a SI

>3 =50
L

weil eos® 3, sin S, fiir , =0 und &, = 7 denselben Wert hat. In

dem von uns hetrachteten speziellen Falle verschwindet also in der

Tat die Integrale
JU:  9U: ol
- i ol e — ffi.;l"-']r f/.'l‘z d.r. .
AP Qe 'Y T, :

vorigen Paragraphen vorausgesetzt haben. DaB dies
bei jeder geschlossenen Welt vom Zusammenhangstypus dep sphiiri-
schen bei Verwendung von Polarkoordinaten der hier benutzten Art

der Fall sei, ist woh] wahrscheinlich, bédiirfte aber noch eines be-
sonderen Beweises.

_. i

Wie wir es in

’

| ) Die Gesamtenergie J, der von uns betrachteten statischen Welt ist
| A I . _
l J, -"'-T-f(PC.V—-,{/-l- s V——g —- : COs” 3, sin -.::",) d3,dS,ds, .
‘ Dabej jst 1 j

V—g’/ = K/ sin® &, sin 5.

A Po I

| und' © = — Ty
r X 2 R

ISt- V — 1 )

das Volumen der sphirischen Welt, so ergibt sich also

| o, =X 0. A, (21)

| € G liefert also in diesem  Falle zu- der Gesamtenergie
E

F Y 5. Die sehwere Masse eines abgeschlossenen Systems.

i Wir wenden uns nun noch einmal der Betrachtung des Falles

z . .
- A daB ein System in

cinen »galileischen Raum« eingebettet ist, ver-
fachlissigen also g

b as »A-Glied« in den Feldgleichungen wieder. Wir
tben in Y 3 hewi

|

: - esen, dall das Integral .J. eines in einem Galilei-
sc - ; P . - » » 3 4 .

| hm} Raum fpei schwebenden Systems sich wie ein Vierervektor trans-

bedeutet, daB die von uns als Energie gedeutete Grofie

' ~der trigen Masse spielt, in Ubereinstimmung mit der
smziellen Relat‘ s . owe T o
J Ivititstheorie.
T .
' Vg

L A, EIBB]"BIN, Diese Sitzungsber. 1917, VI, S. 142—152.- Gleichung (14).
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Wir wollen aber nun auch zeigen, dall die sehwere Masse des
hetrachteten Gesamtsystems mit derjenigen GréBe ibereinstimmt, die
wir als die Energie des Systems aufgefalit haben. In der Umgebung
des Koordinatenursprungs befinde sich ein beliebiges physikalisches
System. welches, als Ganzes betrachtet, relativ zum Koordinatensystem
in Ruhe sei. Dieses System erzeugt dann ecin Gravitationsfeld, welches
im RiAumlich-Unendlichen mit beliebiger Genauigkeit durch das eines
Massenpunktes ersetzt werden kann. Man hat also im Unendlichen

x M

PR ey ? . 122)

4% 7
wobei M eine Konstante ist. die wir als die schwere Masse des Systems
zu bezeichnen haben werden: diese Konstante haben wir zu bestimmen.
Im ganzen Raume gilt exakt die Feldgleichung

a 865* 4 114 y.
da, \ dg g**) = —1. (23)

Bezeichnen wir die KlammergroBe auf der linken Seite mit iy, .
und integrieren wir iiber das Innere ciner im Riiumlich-Unendlichen
gelegenen das System einschlieBenden Fliche S, so erhalten wir

I (3§, cos n.ur, 45, cos na, =, cos na,)dS + g / N da dx, da,
y lld} _ (24)
~ .
= — | W}dz, da,dx,

Da das erste Integral der linken Seite sowie die die negative Energic
des Gesamtsystems ausdriickende rechte Seite sich mit der Zeit nicht
indern. muB dies auch beim zweiten Gliede der linken Seite der Fall
sein; s muld also verschwinden, da das Integral sich nicht bestéandig
in dem gleichen Sinne indern kann. Die Ausrechnung des Flichen-
integrals auf der linken Seite bietet keine Schwierigkeit, weil man
sich im Réiumlich-Unendlichen auf die erste Niherung beschriinken
darf; sie liefert mit Riicksicht auf (22) den Wert — W . Es ist also

-

4

g [ 1[: d:l‘, o'f.‘l,':, (l.:’['3 P . (35)

Dies Ergebnis bedeutet deshall cine Stiitze fiir unsere Auffassung des
linergiesatzes. weil die oben gegebene Definition von M von unserer
Energiedefinition unabhiingig ist. Die schwere Masse eines Systems 18t
gleich der GriBe, welche wir oben als seine Energie bezeichnet haben.

Nachtrag zur Korrektur. Weitere {(Therlegungen iiber den
Gegenstand haben mich zu der Auffassung gefiihrt, daf3 fiiv die Formt
lierung des Impuls-Energiesatzes einer quasi-sphiirischen (aber nicht
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einer quasi-elliptischen) Welt, Koordinaten vorzuzichen sind. welehe
man durch stereographische Projektion der Sphiire auf ecine (drei-
dimensionale) Hyperebene erhiilt. Im Falle der gleichmiiBigen Ver-
teilung der Materic ist dann ‘

. 3 d X 4 (1.'1.‘-;' -y rl.‘l';
18? — r]."l‘; —

L

]
[ <4 T, & 42
[ 413’( 3)J

| Die scheinbare, der Koordinatenwahl zuzuschreibende Singularitiit ist
dann ins Riumlich-Unendliche verlegt’. Die Formulierung erscheint
natiirlicher wegen der Symmetrie in den drei riiumlichen Koordinaten.

i Der Beweis fiir das Verschwinden des Gesamtimpulses ist noch ein-
r facher als der im Text gegehene, da man unmittelbar sieht. daB die
| raumlichen Substitutionen
’ 4 "
"ITI e _IT:I Il:! e .I“l'l'
/ ’
r, =—&, und r, = —uz,
1' ———— e "If  E——
:1 3 —— 113 113 — xs

durel stetige I{m)r(linateniinderung (Drehung des Koordinatensystems)
2u erzielen sind, woraus wie im Texte die (rleichungen

et
) '];=_J2
I = =,

folgen.

Durel, Ausrechnung der U’ habe ich mich itberzeugt, dal das
F liichenintegral iber eine den Koordinatenursprung einschlieBende »un-
endlich ferne . Kugel®, welehes bei der ridumlichen Integration der
“ISten drei Glieder des Ausdruckes

oU U7 o ol
axl + ax_; aw.'i ax“
tnttritt, verschwindet (wenigstens in dem Spezialfall gleichmiBig ver-

teilter Materie). Auch bei dieser Koordinatenwahl trigt das Gravi-
ationsfeld iy, diesem Falle nichts zur Energie der Welt bei.

. Der Fall der quasi-sphéarischen Welt, d. h. ungleichmiibig verteilter, irgend-
V& bewegter Materie wird insofern eine analoge Koordinatenwahl zulassen, als
die der Koordinatenwal] entsprechende secheinbare Singularitit des Feldes nacl
""""-3::::3-.:_- * 00 verlegt und von dem gleichen Charakter wird wie im Falle
Blemhmsgig verteilter ' ruhender Materie.

* D. h. iiber eine Fliche z? 4+ 27 4 2; = R* mit unendlich grofem K.

Ausgegeben am 30. Mai.
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