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TEORIJA REPOVA/REDOVA  

(queueing theory) 



OPERACIJSKA ISTRAŽIVANJA 

 Operacijska istraživanja (OI) - bave se matematičkim modeliranjem 
realnih procesa u svrhu donošenja optimalnih odluka u okviru danih 
restrikcija i ograničenih kapaciteta. 

 

 Metode i alati OI 
 

 Cijelobrojno programiranje 
 Markovljevi lanci 
 Teorija repova/čekanja 
 Mrežno programiranje 
 Višekriterijsko programiranje (AHP) 
 Metode prognoziranja 
 Teorija igara 
 Senzitivna analiza 
 Heurističko odlučivanje 

 
 



TEORIJA REDOVA/REPOVA 

 Teorija redova poznata je i kao teorija masovnog usluživanja (ili 
posluživanja). 

 Teorija redova (masovnog usluživanja) jedna je od metoda operacijskih 
istraživanja koja proučava procese usluživanja slučajno pristiglih jedinica 
ili zahtjeva za nekom uslugom koristeći se pritom matematičkim 
modelima pomoću kojih se ustanovljava međuzavisnost između dolazaka 
jedinica, njihovog čekanja na uslugu, usluživanja, te na kraju izlaska 
jedinica iz sustava, sa svrhom da se postigne optimalno funkcioniranje 
promatranog sustava 

 Teorija redova je područje matematike koje modelira ponašanje redova. 

 

 



TEORIJA REDOVA/REPOVA 

 Cilj teorije redova je postizanje maksimalnih ekonomskih učinaka tj. 
donošenje optimalnih odluka  

 PR: U luku pristižu brodovi iz različitih dijelova svijeta. Pitanje koliko 
pristaništa u luci treba izgraditi da bi ekonomski učinci bili najveći 
 

 Mali broj pristaništa i ukrcajno - iskrcajnih postrojenja, maksimalno 
iskorištenje, ali će se pojaviti gubici čekanja brodova u luci. 

 Prevelik broj pristaništa i postrojenja, brodovi ne bi čekali, ali bi 
postrojenja bila neiskorištena, pa ponovo imamo gubitke. 

 Ovakvi problemi rješavaju se analizom redova čekanja (waiting line 
analysis) 

 Riješiti problem znači odrediti optimalan broj uslužnih mjesta za koji će 
vrijeme čekanja u redu ili troškovi (gubici) prouzrokovani čekanjem biti 
minimalni. 

 

 



TEORIJA REDOVA/REPOVA  
SIMULACIJSKO MODELIRANJE MONTE KARLO 

 Teoriju redova karakterizira izuzetno velika matematička složenost  

 Gdje je klasična teorija masovnog usluživanja iscrpljena, pomaže 
metoda simulacijskog modeliranja slučajnih procesa, poznatija kao 
simulacijsko modeliranje Monte Karlo. 

 Ova metoda osigurava približna rješenja za niz matematičkih problema 
primjenom statističkog uzorkovanja na računalskim modelima 

 

 

 

 

 

 

 

 Rulet je jednostavni generator slučajnih brojeva, a grad Monte Karlo, 
prestolnica ruleta i kocke 
 

 

Na temelju 
informacija u 

kutiji 
zaključujemo 
što je u ruci. 

Na temelju 
informacija u 
ruci 
zaključujemo 
što je u kutiji 

 

 Statistika Vjerojatnost 



STRUKTURA MODELA ČEKANJA 

(spremnik ili buffer) (server) 

 
 

λ 



OSNOVNE STRUKTURE SUSTAVA 

 Kanali/serveri – paralelni poslužitelji koji istovremeno poslužuju 
korisnike. 

 Faze – slijedno postavljeni poslužitelji, tako da korisnici moraju proći sve 
poslužitelje da bi bili posluženi. 

 



OSNOVNE STRUKTURE SUSTAVA 



DISCIPLINA POSLUŽIVANJA (SCHEDULING) 

 Moguće su razne discipline posluživanja: 

 

 FIFO (First In First Out) ili FCFS (First Come First Served) – prvi 
koji je došao u red, bit će prvi i poslužen 

 

 LIFO (Last In First Out) ili LCFS (Last Come First Served) – zadnji 
koji je došao u red bit će prvi poslužen 

 

 Prema određenim prioritetima (Priority service PRIOR 
algoritam) 

 

 Slučajno (Service in Random OrderSIRO algoritam) svakoj 
jedinici daje istu vjerojatnost usluživanja bez obzira na vrijeme 
dolaska 



VREMENA DOLASKA I POSLUŽIVANJA 

Vremena dolaska (međudolazna vremena/headway) i 

posluživanja (servisa) mogu biti: 

 

1. konstantna (uvijek jednako vrijeme između dolazaka i   

   posluživanja),  
 

2. varijabilna, ali unaprijed poznata (određena) i  
 

3. slučajna, kad vrijeme trajanja usluge nije poznato, ali   je   

    moguće odrediti njegovu razdiobu vjerojatnosti 

 



DOLASCI I POSLUŽIVANJA U REDU ČEKANJA 

 U determinističkom sustavu vrijeme dolaska jedinica “ta“ i vrijeme posluživanja 
(servisa) “ts“ je unaprijed poznato i konstantno.  

 

 Poznato t odreĽujemo ɚ ili ɛ   λ = 1 ⁄ ta = const        μ = 1/ts = const 
 Pr. ukoliko je prosječno vrijeme između dva dolaska korisnika jednako 2h, tada 

je intenzitet dolaska jednak λ = 1/(2h) = 0.5 korisnika/h (svaki sat dolazi ½ 
korisnika) 

 Vrijeme usluživanja na naplatnoj postaji za jedan automobil je 2 min, tada je 
intenzitet posluživanja μ = 60/ (2 min) = 30 vozila/h. 

 
 

 Poznato ɚ ili ɛ odreĽujemo t 

 Pr. ako je intenzitet dolaska vozila λ = 6 voz/h onda je vrijeme između dva 
dolaska 60/6 =10 min 

 Pr. ukoliko je intenzitet servisiranja μ = 2 dijela/h (svaki sat se obrade dva dijela 
na stroju) onda je prosječno vrijeme servisiranja jednog dijela jednako ½ = 0.5 
h za jedan dio. 

 Pr. ako je intenzitet dolaska vozila λ = 180 voz/h onda je vrijeme između 
dva dolaska 3600/180 =20 sekundi 

 

  
 

   Deterministički sustavi (vremena dolazaka i usluživanja konstantna)  



DOLASCI I POSLUŽIVANJA U REDU ČEKANJA 

Kod stohastičkih sustava dolasci klijenata/jedinica i vremena posluživanja 
su slučajne varijable pa se iz razdiobe vjerojatnosti može odrediti srednja 
vrijednost vremena dolaska i posluživanja  

E(x) = x = 1/λ  ili  1/μ. 

Najčešće razdiobe koje se koriste za modeliranje dolazaka vozila u 
sustav i procesa pražnjenja/posluživanja su: 

 

• uniformna (deterministička) 
• slučajna (Poissonova) i 
• Erlangova  
 

Koje će se razdiobe primjenjivati ovisi o konkretnom sustavu (ne 
semaforizirano raskrižje, semaforizirano raskrižje, ulazna rampa, 
parking..) i određuje se na temelju mjerenja ili ranije provedenih 
istraživanja 



MODELIRANJE DOLAZAKA I POSLUGE 



POISSONOVA RASPODJELA 

Obiljeģja Poissonove diskretne razdiobe  
 

-  zakrenuta u desno kada je vrijednost aritmetičke sredine x mala; 

(velik broj dolazaka u kraćem vremenu od prosječnog) 

-  kako raste aritmetička sredina, asimetrija se smanjuje i na kraju 

aproksimira normalnu raspodjelu.  

μ = n·p ;  

e - baza prirodnog logaritma  

(e  ≈ 2.72) 

X 

Broj klijenata koji dođe u toku intervala vremena t0, opisuje se  
Poissonovom raspodjelom 

x = E(x) = λ 
    vjerojatnost da  
    će x vozila doći  
    u  vremenu t  
                  (između vremena a i b) 

   gdje je: t - trajanje intervala brojanja,  
               λ - dolazna rata 



 
PRIMJERI 
 

Stohastiļki sustavi; vremena dolazaka sluļajna i trajanje usluge nije poznato, odreĽivanje 

broja dolazaka (Poissonova raspodjela)  

PR. Informacije su pozvane u prosjeku 20 puta u toku jednog sata. Kolika   

        je vjerojatnost da će u periodu od 15 minuta biti 

 a) barem jedan poziv 

 b) najviše jedan poziv 

 

20 poziva na sat je isto što i 5 poziva u 15 minuta 

Poissonova raspodjela   λ = 5 poz./15 min 

  a) 
 

b) 

0! = 1 



 
PRIMJERI 
 

Stohastiļki sustavi; vremena dolazaka sluļajna i trajanje usluge nije poznato, odreĽivanje 

broja dolazaka (Poissonova raspodjela)  

PR: Servis HAK-a, za popravak vozila, pozvan je u prosjeku 7 puta u toku 1 

sata. Kolika je vjerojatnost da će u toku određenog sata servis biti 

pozvan 

 a) točno 4 puta 

 b) bar jedanput 

 

 

a) 

 b) 

λ=7 



EKSPONENCIJALNA RAZDIOBA 

Eksponencijalna razdioba je kontinuirana, služi za opisivanje vremenskih  
ǊŀȊƳŀƪŀ ƛȊƳŜŚǳ ŘǾŀ ŘƻƎŀŚŀƧŀ; (dolazak klijenata, vozila, posjete nekoj adresi, 
pozivi na telefonu, kvarovi na nekom uređaju ili stroju,..) 

Npr. duljine poziva/dolazak vozila i sl. distribuirani su eksponencijalno.  
Većina poziva je kraća od prosjeka, a samo ih je malo dužih od prosjeka 

vrijeme dolaska ne  
može biti negativno 

λ 

λ 

λ 
y 

x 



FUNKCIJA DISTRIBUCIJE EKSPONENCIJALNE RAZDIOBE 
(KUMULATIVNA RAZDIOBA) 

xexF 1

 
Vjerojatnost da x poprimi vrijednost iz intervala <a, b> je integral funkcije gustoće 
vjerojatnosti od a do b (površina ispod krivulje od a do b).  
(za Poissonovu je računanje istog napravljeno sumom) 
Dolasci nisu egzaktni već slučajni što znači da je vjerojatnost da slučajna varijabla x 
poprimi neku (diskretnu) vrijednost nula! Zato se uzima  
interval, a ne jedna točka. 

 

Vjerojatnost da je međudolazno vrijeme veće od t1 

a manje od t2 je: 



PRIMJER 

 

1. Prosječno vrijeme između dva telefonska poziva je 

eksponencijalno distribuirano i iznosi 80 sekundi. Odredite 

vjerojatnost 

 a) da to vrijeme bude najmanje 80 s 

 b) da poruka dođe za manje od 60 s 

 c) da poruka stigne između 50-te i 100-te s 

 

 ɚ = 1/80 jer je prosječno vrijeme između dva dolaska 80 s. 

 a) p(X ≥ 80) = p(80 < X < ∞) = 1- F(80) = 1-(1-e-80/80) = 0.3679 

 b) p(X<60) = p(-∞ <X< 60) = F860) – 0 = 1-e-60/80 = 0.5276 

 c) p(50 < X< 100) = F(100) – F(50) = (1-e-100/80) - (1-e-100/80) = 

0.2488 

 

 

xexF 1Primjene funkcije distribucije eksponencijalne razdiobe 

Stohastiļki sustavi; vremena dolazaka sluļajna, eksponencijalno distribuirana,  

odreĽivanje vjerojatnosti vremenskog intervala pojavljivanja klijenata, dogaĽaja.. 



OZNAKE VRSTE I TIPA REDA ČEKANJA 

 U tu svrhu prihvaćena je Kendall-ova notacija oblika 
 

 v / w / x / y / z 
 

 v - razdiobu vremena dolazaka jedinica u sustav 

 w - razdiobu vremena posluživanja (servisiranja)  

 x - broj kanala posluživanja (paralelnih poslužitelja ili 

servisa) 

 y - kapacitet sustava, max broj korisnika u sustavu (u 

redu čekanja ili na posluživanju/servisu); ne piše se 

kad je veličina spremnika neograničena 

 z - disciplinu reda čekanja/redoslijed posluživanja 

(servisa). 
 



OZNAKE VRSTE I TIPA REDA ČEKANJA 

 Za v i w (dolazni proces i vrijeme posluģivanja) 
koriste se standardizirane oznake za razdiobe: 
 

 D – deterministička raspodjela (međudolazna 
vremena su fiksna) 

 M - eksponencijalna razdioba (M dolazi od 
Markovljevog lanca kojim se može opisati tok jedinica 
s eksponencijalno raspodjeljenim međudolaznim 
vremenima) 

 Ek -Erlangova razdioba reda k (k = 1,2,...) 

 G - bilo koja razdioba (uključujući M, Ek i D), 
nepoznata raspodjela s poznatom sredinom i 
varijancom 

 



OPIS POSLUŽITELJSKOG SUSTAVA: PRIMJERI 

 M/M/1: Poissonovi dolasci, eksponencijalna razdioba vremena 
posluživanja, jedan poslužitelj, beskonačni spremnik 

 M/M/m: sustav jednak prethodnom samo sa m poslužitelja/servera 

 M/M/5/40: Poissonovi dolasci, eksponencijalna razdioba vremena 
posluživanja, 5 poslužitelja, max broj korisnika u sustavu 40 (u redu 
čekanja 35 i na posluživanju/servisu 5);  

 M/G/1: Poissonovi dolasci, vremena posluživanja raspodjeljena 
sukladno općoj razdiobi, jedan poslužitelj, beskonačni spremnik 

 M/D/1 Poissonovi dolasci ili eksponencijalna raspodjela među 
dolaznih vremena, determinističko vrijeme posluživanja, 1 server 

 G/G/3/20/FCFS opća raspodjela dolazaka i servisa, 3 servera, 17 
klijenata u repu, first come first servis 

 



REDOVI ČEKANJA - OSNOVNI POJMOVI 

 λ [korisnika,jedinica/vrijeme] – srednja brzina ili intenzitet 

dolazaka 

 1/λ – srednje (očekivano) međudolazno vrijeme ta 

  μ - [korisnika/jedinica vremena], srednja brzina ili   

  intenzitet posluģivanja 

 1/μ [vrijeme/klijentu]- srednje (očekivano) vrijeme posluživanja ts  

  (vrijeme koje je potrebno da bi se poslužio jedan korisnik).  
 



POKAZATELJ/FAKTOR ISKORIŠTENJA ODNOSNO 
OPTEREĆENJA SUSTAVA 

 Za ocjenu rada sustava uvodi se pokazatelj opterećenja sustava 

 Pokazatelj iskorištenja odnosno opterećenja sustava (engl.: the 

traffic intensity) ili stupanj zasićenja (saturiranosti) je odnos 

intenziteta toka dolazaka i intenziteta posluživanja i 

označava se s grčkim slovom ρ: 
 

 ρ = ts ⁄ ta  

 

 

 

 

 

 

 

Ako je ρ < 1, sustav je stabilan (μ > λ)  
Još se koriste pojmovi: stacionarni, nestacionarni  
(nestabilni)uvjeti, nezasićeno i zasićeno stanje 
Erlang 



  PARAMETRI SUSTAVA USLUŽIVANJA 

 L ili N - prosječan broj korisnika u sustavu (u redu 
čekanja i na posluživanju) 

 Lw - prosječan broj korisnika u redu čekanja 

 Ls – prosječan broj korisnika koji se servisira 

 T ili W - prosječno vrijeme koje korisnik provede u 
sustavu (čekanje i posluživanje) 

 Tw ili Wq - prosječno vrijeme koje korisnik provede u 
redu čekanja 

 Ts ili Ws– vrijeme koje korisnik provede u servisiranju 

 P0 - vjerojatnost da nema korisnika u sustavu 

 Pn - vjerojatnost da je n korisnika u sustavu 

 Pq(n) – vjerojatnost broja korisnika u redu za čekanje 

 ρ - iskoristivost, tj. dio vremena u kojem je sustav u 
uporabi 



MODEL REDOVA ČEKANJA S OSNOVNIM 
PARAMETRIMA 

  Tw  ili Wq 

   Lw 

  Ts            ili  Ws 

   Ls 

T ili W 

   L 

T ili W = Ww + Ws 

L = Lw + Ls 



LITTLE-ove FORMULE 

 Vrijede samo za stabilne sustave 
 

   L = λ·T   - prosječan broj jedinica/paketa u sustavu 
 

  (Lq = λTw,  Ls= λTs )     
 

    T – prosječni čekanje u sustavu 

  



FORMULE 
JEDNOKANALNI SUSTAV S ĻEKANJEM I NEOGRANIĻENOM 

DULJINOM REDA ĻEKANJA (M / M / 1/ Ð) 

 

1)  ɟ = 1 ï P0  vjerojatnost da je sustav pun,  

2)  P0 = 1 ï ɟ = 1 ï ɚ/ɛ   vjerojatnost da je sustav prazan 

3)  P1 = λ/μ · P0 = ρ · P0  vjerojatnost da je u sustavu jedna   

osoba  

4)  P2 = λ/μ · P1 = ρ · (ρ · P0)= ρ2 · P0 = ρ
2 (1 – ρ) 

vjerojatnost da su u sustavu dvije osobe  
 . 

 . 

5) Pn = (ɚ/ɛ)nĀP0 = (ɚ/ɛ)n Ā(1 ïɚ/ɛ) = ɟnĀ(1-ɟ) vjerojatnost 

da u sustavu ima točno n korisnika   

6) Pn = ρ · Pn-1,  n=1,2,..   



JEDNOKANALNI SUSTAV S ČEKANJEM I NEOGRANIČENOM DULJINOM 
REDA ČEKANJA (M / M / 1/ ∞) 
1 posluģitelj, eksponencijalna razdioba dolazaka i posluģivanja, 
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Očekivani/srednji broj korisnika u repu 

Očekivani/srednji broj korisnika u sustavu 

Očekivani/srednji broj korisnika na servisu/usluživanju 

Prosječan broj korisnika u redu 
čekanja 

 Prosječan broj korisnika u sustavu 

Prosječan broj korisnika na   
servisu/posluživanju 

 

FORMULE 
 



JEDNOKANALNI SUSTAV S ČEKANJEM I NEOGRANIČENOM DULJINOM 
REDA ČEKANJA (M / M / 1/ ∞) 
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E[Ts] 

Prosječno vrijeme koje korisnik  
provede u redu  čekanja 

Prosječno vrijeme koje korisnik  
provede na usluživanju 

očekivano/srednje vrijeme čekanja u repu po klijentu 

Očekivano/srednje vrijeme posluživanja/servisiranja po korisniku 

FORMULE 



JEDNOKANALNI SUSTAV S ČEKANJEM I NEOGRANIČENOM DULJINOM 
REDA ČEKANJA (M / M / 1/ ∞) 
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Prosječno vrijeme koje korisnik  
provede u  sustavu 

očekivano vrijeme zadržavanja u sustavu po korisniku 

FORMULE 
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ČEKANJE vs ISKORIŠTENJE/OPTEREĆENJE SUSTAVA 

1
T
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1. ZADATAK (PRIMJER ZA M/M/1 SUSTAV) 

Na poštanski šalter po Poissonovoj raspodjeli stiže 10 korisnika 

tijekom 1 sata. Srednje vrijeme posluživanja koje se ravna po 

eksponencijalnoj raspodjeli iznosi prosječno 4 minute po klijentu.  
 

Odredite 
 

a) Vjerojatnost da u sustavu nema korisnika, da ima samo jedan, dva,   

    dva ili manje, tri ili više 

b)  Prosječan broj korisnika u sustavu (koji čekaju u repu ili su na    

     servisu) 

c)  Prosječan broj korisnika koji čekaju u repu 

d)  Prosječno vrijeme koje korisnik provede u sustavu 

e)  Prosječno vrijeme koje korisnik provede na čekanju u repu 

 

 



RJEŠENJE 

 μ = 60/4 = 15 korisnika/h – intenzitet posluživanja 

 ρ = 10/15 = 0.6667 – faktor iskorištenja 
 a) P(0 u sustavu) = 1 - ρ = 0.3333 

     P(1 u sustavu) = (1 - ρ)ρ = 0.2222 

     P(2 u sustavu) = (1 - ρ)ρ2 = 0.1481 

     P(2 ili manje u sustavu) = P(0) + P(1) + P(2) = 0.7037 

     P(3 or više u sustavu) = 1 -  P(2 ili manje u sustavu) = 1 - 0.7037 = 

     0.2963 
 
 

 b) L = ρ/(1-ρ) = 2 osobe ......... 
 

 c) Lw = L-ρ = 1.333 osobe ...... Prosječan broj korisnika u repu čekanja 

     

 d) T = 1/(μ-λ) = 0.2 osobe/h      

  

 e) TW = ρT = 0.1333 osobe/h .. Srednje vrijeme čekanja u repu   
                            

 

 

    Prosječan broj korisnika u sustavu  
    (u repu i na posluživanju) 

 ... Srednje vrijeme čekanja u sustavu 



EKONOMSKA ANALIZA (ZA 1. ZADATAK) 

 Metoda 1:  

 T Ĭ ɚ Ĭ rata = troġak kn/h 

 λ=10, T = 0.2 sata 

 Deset korisnika izgubi 2 sata u sustavu na čekanju (10×0.2 = 
2.0) 

 Ako je cijena 1 sata 20 kn to znači da grupa od 10 ljudi svaki sat 
gubi 40 kn (2x20) 

 Metoda 2 

 Svi pomisle da oni ne plaćaju 

 L Ĭ rata = troġak kn/h  

 2 osobe × 20 kn/osoba-sat = 40 kn – trošak 

 Ako sustav moderniziramo vrijeme posluživanja možemo 
smanjiti na pola. Troġkovi otplate opreme iznose 15 kn na sat 

 

 



EKONOMSKA ANALIZA  

 Ako proces duplo ubrzamo, s novom opremom, μ će iznositi 
μ = 1/Ts/2 = 2 · 60/4 = 30 korisnika/h (μ = 15)  

 Metoda 1:  

 T = 1/(μ-λ) = 1/(30-10)=1/20=0.05 - vrijeme boravka u 
sustavu 

 TĀɚĀ20 = 0.05×10×20 =10 kn - novi trošak za 10 osoba na 
sat 

 Metoda 2. 

 L = λ/(μ-λ) = 10/(30-10)=10/20 =0.5 

 LĀ20 = 0.5×20 = 10 kn – novi  trošak za 10 osoba na sat 

 Modernijom uslugom satni trošak je pao sa 40 kn na 10 kn. 
Uštedjeli smo 30 kn po satu. Ako plaćamo 15 kn po satu za 
otplatu opremu onda čista zarada iznosi 15 kn po satu 

 



2. ZADATAK (PRIMJER ZA M/M/1 SUSTAV) 

 Automobili dolaze na naplatnu postaju po Poissonovoj razdiobi s 
prosječnim intenzitetom dolaska λ = 24 automobila na sat (24 h-1). 
Usluga na naplatnoj postaji traje u prosjeku 2 minute. Odredi 
operativne značajke sustava posluživanja: vjerojatnost da nema 
automobila na naplatnoj postaji, prosječan broj automobila u sustavu 
(repu i posluživanju), prosječan broj automobila na čekanju, prosječno 
vrijeme koje automobil provodi u sustavu, prosječno vrijeme koje 
automobil provede u redu čekanja, vjerojatnost da je naplatna 
postaja zauzeta (faktor iskorištenja),  vjerojatnost da je naplatna 
postaja slobodna i može odmah prihvatiti automobil.  

 Dolazi li sustav u stacionarno stanje? 
 

 Rješenje: 
 

 Yŀƪƻ ƧŜ ǾǊƛƧŜƳŜ ǳǎƭǳȌƛǾŀƴƧŀ ƧŜŘƴŀƪƻ н ƳƛƴΣ ǘŀŘŀ ƧŜ ƛƴǘŜƴȊƛǘŜǘ 
ǇƻǎƭǳȌƛǾŀƴƧŀ ˃ Ґ мκ όн Ƴƛƴύ Ґ ол Ƙ-1. 

 Yŀƪƻ ƧŜ ˂ғ˃ όнп ғ олύΣ ǎǳǎǘŀǾ ŏŜ Řƻŏƛ ǳ ǎǘŀŎƛƻƴŀǊƴƻ ǎǘŀƴƧŜΦ 
 {ŀŘŀ ǊŀőǳƴŀƳƻ ƻǇŜǊŀǘƛǾƴŜ ƪŀǊŀƪǘŜǊƛǎǘƛƪŜ ǇǊŜƳŀ ƛȊǊŀȊƛƳŀ. 

 



Rješenje: 

Vjerojatnost da nema automobila na naplatnoj postaji 

  Prosječan broj automobila u sustavu (repu i posluživanju) 

 

Prosječan broj automobila na čekanju 
 

Prosječno vrijeme koje automobil provodi u  
sustavu 

Prosječno vrijeme koje automobil provede u redu  
čekanja 

Vjerojatnost da je naplatna postaja zauzeta (faktor iskorištenja) 
 

Vjerojatnost da je naplatna postaja slobodna i može odmah  
 prihvatiti automobil.  

T 

Tw 

Lw 



3. ZADATAK (PRIMJER ZA M/M/1 SUSTAV) 

 Na naplatnu kućicu dolazi 180 vozila/sat po Poissonovoj razdiobi. 

Vremena dolazaka i posluživanja se ravnaju po eksponencijalnoj 

razdiobi. Srednje vrijeme posluživanja iznosi 15 s/vozilu. Odredite  

 a) prosječnu duljinu repa  

 b) vrijeme čekanja u repu (u minutama po vozilu) te  

 c) prosječno vrijeme zadržavanja u sustavu (u minutama po vozilu). 
 

 λ=180 voz/h = 3 voz/min 

 μ = 15 s/voz =4 voz/min 

 ρ=λ/μ = ¾ = 0.75 
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JEDNOKANALNI SUSTAV S ČEKANJEM I NEOGRANIČENOM DULJINOM 
REDA ČEKANJA (M / D / 1/ ∞) 
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Model s jednim posluģiteljem, s eksponencijalnim vremenom  

meĽudolazaka i konstantnim vremenom posluģivanja 

srednje vrijeme ļekanja u redu 

  srednji broj jedinica/klijenata u repu 

srednje vrijeme zadrģavanja u 

sustavu ili 

srednji broj jedinica u sustavu 
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FORMULE 



1. ZADATAK (PRIMJER ZA M/D/1 SUSTAV) 

 Na naplatnu kućicu dolazi 180 vozila/sat po Poissonovoj razdiobi. 

Vrijeme posluživanja je konstantno i iznosi 15 s/vozilu. Odredite 

prosječnu duljinu repa i vrijeme čekanja u repu (u minutama po vozilu) 

te prosječno vrijeme zadržavanja u sustavu (u minutama po vozilu). 

 

 λ=180 voz/h = 3 voz/min 

 μ = 15 s/voz =4 voz/min 

 ρ=λ/μ = ¾ = 0.75 

 

vozLw 125.1
)75.01(2

75.0

)1(2

22

vozTw min/375.0
)75.01(42

752.0

)1(2

vozT min/625.0
)1(2

2

a) 

b) 

c) 



VRIJEME ČEKANJA vs PROMET 

 



3. PRIMJER TK PROMET 



VIŠEKANALNI SUSTAV S ČEKANJEM I NEOGRANIČENOM DULJINOM REDA 
ČEKANJA (M / M / S / ∞ ) 

 vrijeme između dva uzastopna dolaska jedinica i vrijeme 

 opsluživanja jedinica ponašaju prema eksponencijanoj razdiobi. 

 

ili prema rekurzivnim formulama: 



VIŠEKANALNI SUSTAV S ČEKANJEM I NEOGRANIČENOM DULJINOM 
REDA ČEKANJA (M / M / S / ∞ ) 

9)  Ts = T - Tw 



OVISNOST DULJINE REPA O PROMETU ZA RAZLIČITI BROJ 
POSLUŽITELJA (M/D/m) 



MODEL TROŠKOVA ČEKANJA 

 Da bi se eliminiralo čekanje, koje se javlja u sustavu opsluživanja, bilo bi 
potrebno ili postaviti vrlo velik broj kanala (da jedinice uopće ne čekaju) ili samo 
onoliki broj kanala koji će stalno biti zaposlen (da kanali ne budu neiskorišteni). 

 Prema tome, optimalna varijanta bit će ona koja će gubitke koji nastaju zbog 
čekanja svesti na minimum. 

 Ukupni troškovi čekanja jednog sustava opsluživanja (C) sadrže: 
 1) troškove nastale zbog čekanja jedinica (Cw) i 
 2) troškove zbog neiskorištenosti uslužnih mjesta (Cp). 
 Koristeći teoriju redova čekanja troškovi čekanja izračunaju se na sljedeći način: 
 Troškovi čekanja jedinica (korisnika) 

 
 

 troškovi nezauzetih uslužnih mjesta 
 

 

 ukupni troškovi čekanja 



MODEL TROŠKOVA ČEKANJA 

 gdje je: 
 C - iznos ukupnih troškova (u novčanim jedinicama 
 LQ - prosječan broj jedinica (korisnika) u redu čekanja 
 (S - r) - broj slobodnih (nezauzetih) uslužnih mjesta (kanala) 
 t - duljina vremenskog perioda za koji se izračunavaju troškovi 
 (primjerice godina dana) 
 cw - iznos (u novčanim jedinicama) troška u jedinici vremena nastalog zbog 
čekanja jedinice u redu 

 cp - iznos (u novčanim jedinicama) troška u jedinici vremena 
 nastalog zbog “čekanja", odnosno nezauzetosti kanala. 
 

 Dakle, pomoću teorije redova čekanja moguće je izračunati troškove 
koji nastaju zbog čekanja i ukupne troškove sustava opsluživanja koji 
se mogu koristiti u analizi međusobno konkurentnih uslužnih mjesta. 

 Drugim riječima, programiranjem procesa opsluživanja može se 
odrediti broj uslužnih mjesta za koji je iznos ukupnih troškova čekanja 
minimalan, tj. optimalan broj uslužnih mjesta (kanala). 
 



HVALA NA POZORNOSTI! 

 
 

 

KRAJ 


