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OPERACIJSKA ISTRAZIVANJA

Metode | alati Ol
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Teorija repovalc
Mrezno programir
Vi Sekriterijsko
Metode prognoziranja

Teorija igara

Senzitivna analiza

Heuri sti cko odl u

se matemati C
u svrhu donos
rani ceni h kap
ekanj a

anje

programiranje

Cl vanj e

K
e
a

O S .

(



TEORIJA REDOVA/REPOVA

Teorija redova poznata | e I k ao
posluzivanj)a).

Teorija redova (masovnog usluzivanja) jedna je od metoda operacijskih

|l strazivanja koja proucava proce
I 1l1 zahtjeva za nekom uslugom ko
model i ma pomoc¢u kojih siezmsdandaw
jedinica, njihovog Ccekanja na us
jedinica iz sustava, sa svrhom da se postigne optimalno funkcioniranje
promatranog sustava

Teorija redova je podrucje matem



TEORIJA REDOVA/REPOVA

Cil] teorije redova Jje postizanj
donosSsSenje optimalni h odl uka

PRRU | uku pristizu br odoPitanjekbliko r a z |
pristani sta u |l uci treba 1 zgradi
Ma l i br o] P r I -$Krcajmhipasttojanjaimaksirkalnac a j n o
| skori Stenje, al.i ce se pojaviti
Preveli k Dbr o] pristani sta I post
postrojenja bila neiskoristena,

Ovakuvi probl e mi ryesavaju se ana
analysis)

Ri jesiti Ciproodbrleedm tzinaopti mal an Dbr c
Vviijeme Cekanja u redu i1li trosk

minimalni.



TEORIJA REDOVA/REPOVA

SIMULACIJSKO MODELIRANJE MONTE KARLO

Teoriju redova karakteri zira 1 zu
Gdle | e akebrgasnaGmv nog usl uzppnwvazen] a | ¢
met oda simulacijskog modeliranja

simulacijsko modeliranje Monte Karlo.

Ova metodaosiguravap r i b leiSzZ2mg ar za ni z mat e
primenom statisti €Kk o glskimmalgliirkao van| a

Na temelju
informacija u
ruci

zakl juc
Sto | e

teorija vjerojatnosti “)—

Na temelju

. f . s v h informacija u
P TR M -' kutiji |
Rul et e jJjednostavni generator s|

prestolnica ruleta i kocke



STRUKTURA MODELA CEKANJA

prosjeéno A\ dolazaka
u jedinici vremena

(Poissonova razdioba)
- (spremnik ili buffer) (server)

\ Red ¢ekanja Posluzitelj

dolasci i) odlasci

prosjeén-o trajanije
posluzivanja
(

eksponencijalna raz.)




OSNOVNE STRUKTURE SUSTAVA

Kanali/serveri-p ar al el ni posl uzitelji k o
korisnike.

Faze-s | i j edno postavl jeni posl uzi't
posluzitelj)je.da bi bi | | posl uzen

jednokanalni — jednofazni sustav
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red Cekanja posluZitelj
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OSNOVNE STRUKTURE SUSTAVA
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DI SCI PLI NA PBCHELUUNG) V A I

Moguce su razne discipline posluzivanja:

FIFO (First In First Out) ili FCFS (First Come First Served) — prvi

koji je doSao u red, bit CcCe
LIFO (Last In First Out) ili LCFS (Last Come First Served) —zadnji
koji je dosSao u red bit c¢ce p
Prema odredenim prioriteti ma
algoritam)

Slucajno (Service Iin Random
jedinici daje I stu vjerojatn



VREMENA DOLASKA | POSLUZIVANJA

Vremena dolaska (medudolazna vremena/headway) i
posluzivanja (servisa) mogu biti:

1. konstantna (uvijek jednako vrijeme izmedu dolazaka i
posluzivanja),
2. varijabilna, ali unaprijed poznata (odredena) i

3. sluCajna, kad vrijeme trajanja usluge nije poznato, ali je
moguce odrediti njegovu razdiobu vjerojatnosti



DOLASCI I POSLUZI VANJA

Deterministickisustavi( vr emena dol azaka I usl

U deterministickom sust‘averviiememeooc
(servisa) “t." je unaprijed poznato i konstantno.

Poznatotodr e L u pié sno\ = 1/t, = const M =t = dorst
r

Prukol i ko je prosjecno vrijeme | zmed
je intenzitet dolaska jednak A= 1/(2h) = 0.5 korisnika/h ( s v a k i sat
korisnika)

P a

O N«

l vanja na na t noj P O S
| uzi vanj a @ 6 0/ 2 "

N<S

a

u
P (

Poznatoailicodr elLuj emo

Pr. ako je intenzitet dolaska vozila A = 6 voz/h onda je vrijeme izmedu dva
dolaska 60/6 =10 min

Pr. ukoliko je intenzitet servisiranja p = 2 dijela/h (svaki sat se obrade dva dijela
nastrojujondajep r o s j e C nservisiwanja jpdaay dijela jednako %2 = 0.5
h za jedan dio.

Pr. ako je intenzitet dolaska vozila A = 180 voz/h onda je vrijeme izmedu
dva dolaska 3600/180 =20 sekundi



DOLASCI I POSLUZI VANJA L

Kod stohastickih sustavad o | a s c i kIl i jenatal/jedi
su slucajne varijable pa se 12z re
vririjednost vremena dol aska I pos.|

E(x)=x=1/Aili 1/p.

Naj ceSc¢Ce razdi obe koje se koriste
sustav | procesa praznjenjalposl L

euni formna (deterministicka)
eslucajna (Poissonova) I

e Erlangova

mjenji vat.
: semaf or
na temel

Koje ¢ce se razdiobe p
semafori zirano raskr.]
parking. . ) I odreduj e s
|l strazivanj a

e
e



MODELIRANJE DOLAZAKA | POSLUGE

Arrival times at a link

a agl £
Y Y >

Time

d | iy {ﬂ
g h Delay

Delay Delay |
Departure times at the link




POISSONOVA RASPODIJELA

Broj klijenatak 0 | | dode u t okgopidujaseer val a
Poissonovom raspodjelom

Obi |l jegj a HRiskrethesrazdiobev e

- zakrenuta u desno kada je vrijednost aritmetiCke sredine-x mala;
(velik broj dolazaka u kraéem vremenu od prosje¢nog)

- kako raste aritmetiCka sredina, asimetrija se smanjuje i na kraju
aproksimira normalnu raspodjelu.

m- 4=0,5 _ _
e 1= b= n-p
0.6 = i=2 ) )
b e - baza prirodnog logaritma
| (e = 2.72)
0.4  —
3 Xx=E(X)=A
= : — vjerojatnost da
03 :., 5 ] E:I—-'". .."{I‘II é e X VOZ |
R AR o p(xiA)= u vremenu t
{ - v. x! :
= . e . - (jizmedu vrel
e T gdje je: t - trajanje intervala brojanja,
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9

. X \ - dolazna rata



PRIMJERI

Stohastil ki sustavi; vremena doloadzraeklai vsa n
broja dolazaka(Poissonova raspodjela)
PR. Informacije su pozvane u prosjeku 20 puta u toku jednog sata. Kolika
je vjerojatnost da ¢ce u periodu od
a) barem jedan poziv
b) najvise jedan poziyv

20 poziva na sat je iIsto Sto I 5 po
Poissonova raspodjela A =5 poz./15 min
G—F‘Srm'
P(X =x)=
X!
e .5 ol=1

a) 1-P(X =0)=1- =0.99326

b) P(X =0)+P(X =1)=0.04



PRIMJERI

Stohastil ki sustavi ;

vi emena doloadzraeklai vsal nu
broja dolazaka(Poissonova raspodjela)

PR: Servis HAK-a, za popravak vozila, pozvan je u prosjeku 7 puta u toku 1

sata. Kolika je vjerojatnost da ¢e u toku odredenog sata servis biti
pozvan

a) tocno 4 puta
b) bar jedanput

A=7 |
{:}—/_ ] i‘l'
P(X=x)="".2>0x=012.
P(X=x)=¢ "’
x!
> 7
a) P(X =4)=" 4]7 = 0,09
e 7"

b) I-P(X =0)=1— —1-¢ =0,999]

0!



EKSPONENCIJALNA RAZDIOBA

Eksponencijalna razdioba je kontinuirana, s | u 7 i z avreogmskiB 1 v a |
NI I YIF1F Al YSSddolRz@KlijenRt2 wbiilaSposg:tle nekoj adresi,
pPpoOzi Vi na telefonu, Kvarovi na nel
y
ALS ;
1.4 %=0.5 1
:; ’ A= 1S |
;\l:] ! Eksponencijalna razdioba 1 X ~E(A)
1 F -
;z : f('T’ A) o /\6_/\1‘ y & 2 (]1 :: EX)=1/4
0.7 0 i) 1
0.6 F ' 41 |
— ADS vrijeme dolaska ne 1! V(X)=—
D.4 moze biti negati- 3

2 M N 0 A
0.3 F (
D.2 F : (
0.1 | \.
o ; . - =
0 1 2 3 4 5 X

Npr. duljine poziva/dolazak vozila i sl. distribuirani su eksponencijalno.
Veédina poziva je kraca od prosjeka, a



FUNKCIJA DISTRIBUCIJE EKSPONENCIJALNE RAZDIOBE
(KUMULATIVNA RAZDIOBA)

F&>=1-€”

3
Vjerojatnost da je medudolazno vrijeme vece od t, s
. = 4
a manje od t, je: o // 2
* pla<X <by=| f(x)dx. S

a Flxyi= :.Sf.('(-&}c{;{'
=F(b)-F(a). . 7

Vjerojatnostdaxpopr i mi vrijednost 1z 1 nte
vjerojatnosti od a do b (povrsina ispod krivulje od a do b).

(za Poi s s 0 n odswghnapradjens santom)n a n | e

Dol asci Ni su egzaktnioyvyetnesucdan
poprimi neku (diskretnu) vrijednost nula! Zato se uzima

interva, a ne jJedna tocCka.



PRIMIJER

Primjene funkcije distribucije eksponencijalne razdiobe F ((} 1-e ™
Stohastil ki sustavi; vremena dol azaka s
odr el i van] evremgnskogoniedlgnoojsa Ml ji vanja kIl ijen

1. ProsjecCno vrijeme izmedu dva telefonska poziva je
eksponencijalno distribuirano i iznosi 80 sekundi. Odredite
vjerojatnost

a) da to vrijeme bude najmanje 80 s
b) da poruka dode za manje od 60 s
c) da poruka stigne izmedu 50-te i 100-te s

&= 1/80 jer je prosjecno vrijeme izmedu dva dolaska 80 s.

a) p(X=80)=p(80 < X < =) =1-F(80) = 1-(1-e8%80) = 0.3679
b) p(X<60) = p(-» <X< 60) = F860) — 0 = 1-e6080=(0,5276

c) p(50 < X< 100) = F(100) — F(50) = (1-e100/80) - (1-g-100/80) =
0.2488



OZNAKE VRSTE | TIPA REDA

U tu svrhu prihvacena je Kendall-ova notacija oblika
viw/xlylz

Vv - razdiobu vremena dolazaka jedinica u sustav

w - razdiobu vremena posluzivanja (servisiranja)

X - broj kanala posluzivanja (paralelnih posluzitelja ili
servisa)

y - kapacitet sustava, max broj korisnika u sustavu (u
redu Cekanja ili na posluzivanju/servisu); ne pise se
kad je veliCina spremnika neogranicena

Z - disciplinu reda Cekanja/redoslijed posluzivanja
(servisa).



OZNAKE VRSTE | TI PA REL

Zaviw( dol azni proces | VI |
koriste se standardizirane oznake za razdiobe:

D — deterministiCka raspodjela (medudolazna
vremena su fiksna)

M - eksponencijalna razdioba (M dolazi od
Markovljevog lanca kojim se moze opisati tok jedinica
s eksponencijalno raspodjeljenim medudolaznim
vremenima)

Ek -Erlangova razdioba reda k (k = 1,2,...)

G - bilo koja razdioba (ukljuCuju¢i M, Ek i D),
nepoznata raspodjela s poznatom sredinom |
varijancom



OPI' S POSLUZI TELJSKOG SUS

M/M/1: Poissonovi dolasci, eksponencijalna razdioba vremena
posluzivanja, jedan posluzitelj, beskonacCni spremnik

M/M/m: sustav jednak prethodnom samo sa m posluZzitelja/servera

M/M/5/40: Poissonovi dolasci, eksponencijalna razdioba vremena
posluzivanja, 5 posluzitelja, max broj korisnika u sustavu 40 (u redu
Cekanja 35 i na posluzivanju/servisu 5);

M/G/1: Poissonovi dolasci, vremena posluzivanja raspodjeljena
sukladno opc¢oj razdiobi, jedan posluzitelj, beskonacni spremnik

M/D/1 Poissonovi dolasci ili eksponencijalna raspodjela medu
dolaznih vremena, deterministiCko vrijeme posluzivanja, 1 server

G/G/3/20/FCFS opca raspodijela dolazaka i servisa, 3 servera, 17
klijenata u repu, first come first servis



REDOVI CEGKONN BOAVIOV

A [korisnika,jedinica/vrijeme] — srednja brzina ili intenzitet
dolazaka

1/\ — srednje (oCekivano) medudolazno vrijeme t,

u - [korisnika/jedinica vremena], srednja brzina ili

i ntenzitet poslugivanj a

1/p [vrijeme/klijentu]- srednje (oCekivano) vrijeme posluzivanja t,
(vrijeme koje je potrebno da bi se posluzio jedan korisnik).



POKAZATELJ/ FAKTOR | SKOR
OPTERECENJA SUSTAVA

Za ocjenu rada sustava uvodi se pokazatelj optereCenja sustava

Pokazatel ] | skori St enj(englotliten o s
traffic intensity) ili stupanj zasi¢enja (saturiranosti) je odnos
intenziteta toka dolazaka i intenziteta posluzivanja i

oznacCava se s grckim slovom p:

p=t./t,

j }l-.-'

P ="

1L
Akojep< 1, sustav je stabilan (up
JoS se koriste pojmovi: staci
(nestabil ni )uvjeti, nezasi ¢cen

Erlang



PARAMETRI SUSTAVA US

L il N - prosjecan broj korisnika u sustavu (u redu
cekanja | na posluzivanju)

- prosjecCan broj korisnika u redu Cekanja
L — prosjecan broj korisnika koji se servisira
T ili' W - prosjecno vrijeme koje korisnik provede u
sustavu (Cekanje i posluzivanje)

v HE W, - prosjecno vrijeme koje korisnik provede u
redu ce T<anja

T il W vrijeme koje korisnik provede u servisiranju
P, - vjerojatnost da nema korisnika u sustavu

P, - vjerojatnost da je n korisnika u sustavu

P,(n) — vjerojatnost broja korisnika u redu za Cekanje

p - iskoristivost, tj. dio vremena u kojem je sustav u
uporabi



MODEL REDOVA CEKANJA S
PARAMETRIMA

ULAZ CEKANJE =~ POSLUZIVANJE
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C
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L=, +L, ‘ ]
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LITTLE-ove FORMULE

Vrijede samo za stabilne sustave

L = AT | - prosje€an broj jedinica/paketa u sustavu

(Ly = AT, L= ATy)

T — prosjecCni Cekanje u sustavu




FORMULE

JEDNOKANALNI SUSTAV S LEKANJEM
DULJI NOM REDA (IMEKANIJA 1/ D)

] =171 P, vjerojatnost da je sustav pun,

P,=17 ) =117 afe vjerojatnost da je sustav prazan
P, =MNu-Py=p - P, vjerojatnost da je u sustavu jedna
0soba

P,=MNu-Py=p-(p-Py)=p? Py=p?(1-p)
vjerojatnost da su u sustavu dvije osobe

P = (/e )", = (a/e )" AL i /e ) = J "Al-} ) vierojatnost
da u sustavu ima tocno n korisnika
P =p-P.,, n=12,.



FORMULE

JEDNOKANALNI SUSTAV S CEKANJEM | NEOGRANICENOM DULJINOM
REDA CEKANJA (M /M / 1/ o)

1 poslugitel]|j, eksponencij.alna r
Ly=A-Ty=4- Prosjean broj kor
Cekanj a
LW:L_p:L_p
1-p
E(-w: OCekivani/ srednj i br oj korisnika u repu

) Prosjecan broj Kor
L=LW+LS='D +p
1-p

E(.W:Oéekivani/srednji br o] korisnika u sustavu
1 A

L=AT,=4-==2p) e
U U rosj ecan r o] 0 |

servisu/posluzival

2
Y S A
1-p 1-p

~

EC, Oc¢ekivani/srednji broj korisnika na servi s



FORMULE

JEDNOKANALNI SUSTAV S CEKANJEM | NEOGRANICENOM DULJINOM
REDACEKANJA(M/M/ 1/ )

O« D

L1 2 Prosjecno vrijem
lyS=r=== rovede u redu
A A p(u—2) P
B D)
p=4) \u) \p(u—2) 1-2)
y7;
TW:T_TS: TS _TS
1-p

E[Tw] oCekivano/ srednje vrijeme Cekanja u repu
L. 1 A
T.=—==.=
A A u . .
1 2 Prosjecno vrijeme
T.=T-T,= _ provede na usl uzi
p=A  p(u—-A4)

E[Ts] OCekivano/ srednje vrijeme posluzivanjalse



FORMULE

JEDNOKANALNI SUSTAV S CEKANJEM | NEOGRANICENOM DULJINOM
REDACEKANJA(M/M/ 1/ )

Ll.l
/1;”1—1

T=T,+T= A 1 Prosjecno vrijeme
" (e — )u) )7 provede u sustavu
T-= T+T_1'OT T'

T-=

S

E[T] o¢ekivano vrijeme zadrZavanja u sustavu poc



CEKANJE vs | SKORI STENJE

Waiting vs. Utilization
0.25
0.2 I
o 015
8
= 1
0.05
[ - T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
p (%)
-1



1. ZADATAK (PRIMJER ZA M/M/1 SUSTAV)

Na postanski Salter po Poissonovoj raspodjeli stize 10 korisnika
tijiekom 1 sata. Srednje vrijeme posluzivanja koje se ravna po
eksponencijalnoj raspodjeli iznosi prosjecno 4 minute po klijentu.

Odredite

a) Vjerojatnost da u sustavu nema korisnika, da ima samo jedan, dva,
dva ili manje, tri ili vise

b) ProsjeCan broj korisnika u sustavu (koji Cekaju u repu ili su na
servisu)

c) Prosje€an broj korisnika koji ¢ekaju u repu

d) Prosjecno vrijeme koje korisnik provede u sustavu

e) ProsjecCno vrijeme koje korisnik provede na Cekanju u repu



RJESENJE

u = 60/4 = 15 korisnika/h — intenzitet posluzivanja

p = 10/15 = 0.6667 — faktor iskoriStenja
a) P(O usustavu) =1-p=0.3333
P(1 u sustavu) = (1 - p)p = 0.2222
P(2 u sustavu) = (1 - p)p? = 0.1481
P(2 ili manje u sustavu) = P(0) + P(1) + P(2) = 0.7037
P(3 or viSe u sustavu) = 1 - P(2 ili manje u sustavu) =1 - 0.7037 =
0.2963

b) L = p/(1-p) = 2 osobe ........ Prosjectan broj kori

(u repu i na pos!l uz
c) Lw =L-p =1.333 osobe ...... ProsjeCan broj korisnika u repu Cekanja
d) T=1/(u-A)=0.20sobe/h. .. Srednj e vrijeme

e) Ty, = pT = 0.1333 osobe/h .. Srednje vrijeme Cekanja u repu

N



EKONOMSKA ANALIZA (zA 1. ZADATAK)

Metoda 1:
Tlelrata = trogak kn/h
A=10, T = 0.2 sata

Deset korisnika izgubi 2 sata u sustavu na ¢ekanju (10x0.2 =
2.0)

Ako je cijena 1 sata 20 kn to znacCi da grupa od 10 ljudi svaki sat
gubi 40 kn (2x20)

Metoda 2

Svi pomisle da oni ne placaju

LT rata=t r ogak kn/ h

2 osobe x 20 kn/osoba-sat = 40 kn — trosak

Ako sustav moderniziramo vrijeme posluzivanja mozemo
smanjitinapola. Tr ogk ov i ot pl ate opr eme

Dvostruko brzi procesor

A () — A .
I : L= M| M |1 sistem = T, =
5 ; 2u 2-pu-(1—py)

T




EKONOMSKA ANALIZA

Ako proces duplo ubrzamo, s novom opremom, u Ce iznositi
u=1/TJ/2=2"-60/4 =30 korisnika/h (u = 15)
Metoda 1:

T = 1/(u-A) = 1/(30-10)=1/20=0.05 - vrijeme boravka u
sustavu

TAR0 = 0.05%x10%20 =10 kn - novi troSak za 10 osoba na
sat

Metoda 2.
L = M(u-A) = 10/(30-10)=10/20 =0.5
LAR0 = 0.5%x20 = 10 kn — novi tro$ak za 10 osoba na sat

Modernijom uslugom satni troSak je pao sa 40 kn na 10 kn.
Ustedjeli smo 30 kn po satu. Ako placamo 15 kn po satu za
otplatu opremu onda Cista zarada iznosi 15 kn po satu



2. ZADATAK (PRIMJER ZA M/M/1 SUSTAV)

Automobili dolaze na naplatnu postaju po Poissonovoj razdiobi s
prosjecnim intenzitetom dolfl)aska

Usluga na naplatnoj postaji traje u prosjeku 2 minute. Odredi
operativne znacaj ke sustava pos
automobil a na napl at no| postaji
(repu i posluzivanju), prosjeca
vrii]jeme koje automobi | provodaiI
automobil provede u redu cCekanj
postaja zauzeta (faktor 1 skoris
postaja slobodna | moze odmah p
Dolazi li sustav u stacionarno stanje?

RjesSenje

YF12 2S ONAR2SYS dzaf dzOA Gl y2l 2SR
L2 &t dzOA @Gl y2lt >1L.I Mk 6H YAYyO T o
Y12 2SS <f> O6Hn f on0T &adzaidl g o
{FRIF NI} 6dzyl Y2 2LISNI GAQGYS 1 NI



R esenj e

F = | 1 A | = (.2 Vjerojatnost da nema automobila na naplatnoj postaji
i)
Ti= g =4 Prosjecan broj automobila u sustavu
H=A
i — =32 Prosjecan broj automobila na ceka
pelp—A)
1 A & . o . :
T =——=— =0167h=10min Prosjecno vrijeme koje au
H—A A sustavu
Tw_ A _ =0.133 h =8 min I?r(lZSJ_ecno vrijeme koje aut
= ulu—A2) cexanla
pl= e Vjierojatnost da je naplatna postaja z

|'f {

I=1-p=PR =02 Vierojatnost da je naplatna postaj.
: prihvatiti automobil.



3. ZADATAK (PRIMJER ZA M/M/1 SUSTAV)

Na naplatnu kucicu dolazi 180 vozila/sat po Poissonovoj razdiobi.
Vremena dolazaka i posluzivanja se ravnaju po eksponencijalnoj
razdiobi. Srednje vrijeme posluzivanja iznosi 15 s/vozilu. Odredite

a) prosjecnu duljinu repa
b) vrijeme Cekanja u repu (u minutama po vozilu) te
C) prosjecCno vrijeme zadrzavanja u sustavu (u minutama po vozilu).

A=180 voz/h = 3 voz/min
M = 15 s/voz =4 voz/min
p=Nu =% =0.75

2

a) L= 1’_’p ~ 2.25[voZ

A
p(p—A)

b) T, -

W

=0.75[min/ vo4

) T=—1 -1 [min/ voZ
U—A



FORMULE

JEDNOKANALNI SUSTAV S CEKANJEM | NEOGRANICENOM DULIINOM
REDA CEKANJA (M / D/ 1/ <)

02:/1-T52
Model s jednim poslugiteljem, s ¢
melLudol azaka I konstantnim vremer
TW: A P srednj e vrijuedwe | e
2u(p—2) \2ul-p/
L, =4-T, srednji broj jedinica/klijenata u repu
srednje vrijeme :

sustavu ili

sredniji broj jedinica u sustavu




1. ZADATAK (PRIMJER ZA M/D/1 SUSTAV)

Na naplatnu kucicu dolazi 180 vozila/sat po Poissonovoj razdiobi.
Vrijeme posluzivanja je konstantno i iznosi 15 s/vozilu. Odredite
prosjecnu duljinu repa i vrijeme ¢ekanja u repu (u minutama po vozilu)
te prosje€no vrijeme zadrzavanja u sustavu (u minutama po vozilu).

A=180 voz/h = 3 voz/min
M = 15 s/voz =4 voz/min

p=Npu =% =0.75

=1.12%0z

) L = p° B 0.75°
Y 2(1-p) 2(1-0.75H

b) T 0 0.752

= = =0.375min/voz
2u(l-p) 2-4-1-0.79

g T=—2"~__0625min/voz
2u(l-p)




VRI JEME CEKANJA

V' S

PROM

cekanje na posluzivanje za dani Ts

Usporedba vremena ¢ekanja za modele M/M/m i M/D/m

—— T
—— T
—— T
—— T
—— T
—— [

e e T T e T Y

m=1}
m=2]
m=4]
m=1}
m=2
m=4}

promet




3. PRIMJER TK PROMET

Mjerenjem je utvrdeno da na komutaciju paketa dolaze paketi s
intenzitetom 125 paketa/s i da komutacija treba u prosjeku 2 ms za
usmjeravanje. Koristeci se M/M/1 modelom analizirajte svojstva
komutacije

mtenatet wlazaka A =120 erl/s
intenzitet posluAvanj: || =1/0.002 = 500 erls
opter. kemutacije g = A/ ;= 0.25

0.
gsrednp broj paketa u komutacp £ = L. - = 0.33
1-p 0.75
. . . . T, 1/500
srednje vrijeme zadrfavanja 7’ = —— = = 2.66 ms
1-p 075
e p° 025’
srednji broj jedinica u bufferu L, = = = 0.033
1-p 0.75
. .. - . T 0.25 *0.002
srednje vrijeme Cekanja T, = P _ = 0.66 ms

1- p 0.75



VISEKANALNI SUSTAV S CEKANJEM | NEOGRANICENOM DULJINOM REDA

CEKANJA (M /M / S/

® )

VIiijeme |

opsluzivanj a

|- n

H, =

L

]_. Sn za

- . . . .1
Koeficijent iskoristenja sustava je :

z me d u

za n=01....58

Ps =

Pokazatelji reda ¢ekanja M/ M / 5§/ = izradunavaju se prema formulama

n=5+1L5+2....

dv a

j edinica

Intenzitet opsluzivanja u sustavu s S kanala i #7 jedinica u sustavu iznosi

uzastopna
pona.sa,;

dol

as|

u pre

[ 5= o* T
DR T A S
L‘: n! o Si(1—p/ S)J
2 s s
o] o] s
P Ll + p+l—+ + I—J
2! S1 SHS—p)
( P
P {— P za 1=n=§
—- P, za 1=n<S§ IR
;! P =
2) B =1 . - P
p” ili prema rekurzivnim formulama: = P za nzS§
| S15°= - B za n=S LS o



VISEKANALNI SUSTAV S CEKANJEM | NEOGRANICENOM DULJINOM
REDA CEKANJA(M/M/S/ o )

3

p

3) PmzS)" =YP=—————PR
= S'(1-p/S)

S5+1
P

'u'RCI
(S-DI(S—p)’

4 L, =

5) £=Iw+p
6) Ls =;J=L-Lw

S+l

Lw p
7 = —= _.p
) T, A A(S=DN(S=p)? °

1 L
3) T—TW+ "—l—I .
9) T,=T-T,



OVI SNOST DULJI NE REPA O PRO
POSLUZITELJA ( M/ D/ m)

————————
| |
: l
f' :
] =
—— 7
| i / S

a
(=]
in
—
i
(N
ra
o
L )
w
o
29



MODEL TROSKOVA CEKANJA

Da bi se el i mini
potrebno 1| P OS
onol i1 ki br o] k an
Prema tome, opt.
cekanja svesti na minimum.
Ukupni troskovi
1) troskove nast
2) trosSkove zbog
Koristeci teori |
Troskovi Cekanj a
t roC,= Loctnezauze

UKLle —¢ .(S=p)r2 S koVvi
P P

C =cC,

C:r~[r

ralo Ccekanje, koje
taviti vrlo vellilk b
al a koji ce stalno
ma | n a gubitkerkodji paatajutzkiog b i t
Cekanj@ jsadmae: :sust
alC@i zbog Ccekanja | e
nei sGgori Sstenost. i u
u redova cCcekanja tr
jedinica (korisnik
S
tih & °““°°/1Nam st a
S il
3 .--"""x@g{\
= - __ tro3kovi éekanja
C e Razina usluge
Ly-t+c,-(S—p)-1

W ‘E'Q +‘fp (S_p}]



MODEL TROSKOVA CEKANJA

gdje je:
C-i znos ukupnih trosSkova (u novcani

LQ-prosjecan broj jJjedinica (korisnil
(S-r)-br o] sl obodnih (nezauzetih) wusl:
t-dul jina vremenskog perioda za ko]

(primjerice godina dana)

cw-i znos (u novcanim jedinicama) tr
cCcekanja jedinice u redu

cp-i znos (u novcanim jedinicama) troc
nastalog zbog cekanja", odnosno n.
Dakl e, pomocu teorije redova Ce
Koj i nastaju zbog Cekanja i uku
se mogu koristiti u anali zi .med
Drugim rijeci ma, programiranjen
odredi t i br o] usl uzni h mjesta z
mi ni mal an, t] opti mal an br o] u



HVALA NA POZORNOSTI!




