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Predgovor

Ova skripta iz matematicke logike nastala je na osnovu zabiljeski iz kolegija Ma-
tematicka logika koji veé niz godina predajem na Matematickom odjelu PMF-a
u Zagrebu. Skripta je prije svega namijenjena studentima koji slusaju kolegije
Matematicka logika 11 Matematicka logika. U ovoj skripti nije obuhvacen dio o
izracunljivosti koji se predaje u ljetnom semestru u kolegiju Matematicka logika.
Nadamo se da ¢e knjiga zanimati i sve one koji zele dublje proniknuti u osnove
matematike, ili Zele svoje prije steteno znanje osvjeziti danasnjim pristupom
matematickoj logici.

Osnovna tema skripte je klasi¢na logika sudova i predikata. Dane su os-
novne definicije i rezultati o intucionistickoj i modalnoj propozicionalnoj logici.
Neklasicne logike kao $to su npr. viSevaljana, fuzzy, linearna, beskonac¢ne logike
i logike viseg reda, ovdje se zasebno ne proucavaju.

Jedino predznanje, koje se podrazumijeva za Citanje skripte, je nesto malo
o naivnoj teoriji skupova. Npr. pojmovi kao $to su: prebrojiv skup, kardinalni
broj i uredeni skup se koriste u knjizi, ali se posebno ne definiraju.

Na kraju svake tocke sakupljeni su zadaci koji imaju za cilj upotpuniti
gradivo. Zbog toga su rutinski zadaci (kao S$to je npr. ispitivanje valjanosti
formule; odredivanje normalnih formi, ... ) svedeni na najmanju moguéu mjeru.

Zahvaljujem se svim prijateljima i kolegama koji su svojim savjetima i suge-
stijama doprinijeli da ova skripta sto prije izade, te da bude kvalitetnija. Svakako

se zelim posebno zahvaliti profesorima ’ Vladimiru G. Kirinu |, Zvonimiru Siki¢u

i | Deanu Rosenzweigu | od kojih sam u¢io matematicku logiku.

Svaki ispravak, ili pak sugestije, koje bi mogle doprinijeti poboljsanju ovog
teksta, rado ¢u prihvatiti.

U Zagrebu, svibanj 2007. Autor
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Uvod

Logika je grcka rijec koja oznacava ucenje o govoru, rijeci, umu, razumu, razlogu,
misljenju, ... Kao primarno znacenje obi¢no se uzima govor.

Sto je matematicka logika? Je li matematicka logika zapravo primjena ma-
tematike prilikom logickih zakljucivanja, ili pak neka ”stroza” primjena logike
prilikom matematickih dokaza? Je li logika grana matematike, ili obrnuto, ne
slazu se ni svi logicari u odgovoru. Intuicionisti smatraju da su matematicke
konstrukcije osnova, a logicko rasudivanje je sekundarno. Logicisti pak smatraju
da se matematika zasniva na logici, tj. matematika je grana logike. O svemu
tome ¢emo nesto detaljnije reéi kasnije. Jedno je sigurno: matematicka logika
je jedna od matematickih teorija. Neki njeni veliki dijelovi su: teorija skupova,
teorija modela, teorija dokaza, teorija rekurzije, ...

Sada ¢emo navodenjem najvaznijih ¢injenica iz povijesti zapadno-europske
matematicke logike pokuSati opisati njezin nastanak. Na razvitak europske
matematike i misljenja uopée gotovo je jedino utjecala gréka matematika i filo-
zofija. Povijest logike se moze grubo podijeliti na razdoblja stvaranja i razdoblja
zastoja. Stvarni stvaralacki periodi logike su 4. i 3. st. pr.Kr., zatim od 12. do
15. st., te od sredine 19. st. do nasih dana. Dakle, podjela povijesti zapadne
logike slijedi pet velikih razdoblja: tri razdoblja stvaranja i dva razdoblja stag-
nacije. Opisat ¢emo kratko redom svako razdoblje. No, uz razvoj matematicke
logike svakako je blisko povezan i razvoj aksiomatske metode u matematici. Za
bolje razumijevanje povijesti matematicke logike ujedno ¢emo i opisivati razvoj
aksiomatske metode.

Pocetak grcke logike pada u ¢etvrto stolje¢e pr.Kr. Prvim veéim logi¢arima
smatraju se Parmenid, Zenon, Sokrat, Platon i Euklid iz Megare. Taj period
razvoja dostize vrhunac genijalnim stvaranjem Aristotela’ Njemu je prvom us-
pjelo sistematizirati metode rasudivanja koje su do tada bile poznate, te je
proucavanjem silogizama? pokusao sustavno opisati sva logicka zakljuéivanja.

! Aristotel, 384.-322. pr.Kr.
2 Aristotelova silogistika ima veliku povijesnu vrijednost, jer je bila prvi primjer stroge
izgradnje jednog formalno-logickog sustava. Tijekom dvaju tisuéljeéa (do pojave matematicke



Glavna Aristotelova teza bila je da se svako korektno rasudivanje moze svesti
na sistematsku primjenu nevelikog broja odredenih pravila, koja ne zavise od
prirode objekata na koji se odnosi rasudivanje. U okvirima do danas razvijenih
dijelova matematicke logike Aristotelova je silogistika samo mali i prili¢no el-
ementaran dio koji pripada logici jednomjesnih predikata. U istom stoljec¢u je
Euklid u svojim radovima Elementi prvi pokusao aksiomatski zasnovati geome-
triju.

Poznogreki i rimski period u razvitku logike odlikuju se uglavnom pobolj-
Savanjem i sistematiziranjem onoga $to je ve¢ ranije napravljeno. Taj period
zavrSava se oko 6. stoljeCa naSe ere. Sljedeéih Sest stoljeca za logiku u Europi
znate potpuni mir. Od 12. do 15. stolje¢a nastupa period skolasticke logike.
Novi period, period tzv. klasi¢ne logike, je u znaku vracanja Aristotelu kao
jedinom autoritetu.

Matematicka simbolika uvedena u 16. stolje¢u od strane Vieta® i Descar-
tesa® je inspirirala mnoge pokusaje simboli¢kih zapisa logickih rasudivanja i
matematickih dokaza. Do Leibniza’ su svi ti pokusaji vrlo povrsni i bez ve-
likog znacaja. Leibnizova osnovna filozofska ideja bila je stvaranje jednog opceg
simbolickog jezika, uz pomoc¢ kojeg bi se svi procesi rasudivanja i zaklju¢ivanja
mogli zapisati simbolima i formulama. Radio je na algebraizaciji Aristotelove
logike i tako se priblizio onom §to danas zovemo Boolova algebra.

Za osnivaca suvremene simboli¢ke formalne logike moze se smatrati Boole®.
Boolov krajnji cilj bio je stvaranje odgovarajuée simbolike i oblikovanje zakona
za manipuliranje simbolima po uzoru na aritmetiku. Neinterpretirane jednadzbe
u dokazima smetale su ¢istom logickom razumijevanju osnovnih zakona, pa je
pocelo ”¢iséenje” od aritmetike.

Dedekind® je dao aksiomatizaciju prirodnih brojeva. Treba spomenuti da se
ta aksiomatizacija prirodnih brojeva obi¢no naziva Peanovi aksiomi. Peano'? je
sveo Citavu aritmetiku na tri primitivna pojma: ”broj”, "nula” i ”sljedbenik”,
i pet aksioma. Ti aksiomi preuzeti su iz Dedekindovog rada Was sind und was
sollen die Zahlen? iz 1888. godine. Medutim, Dedekind ih u svom radu ne
korisiti kao aksiome.

logike) ona je zapravo bila jedina formalna logika. Jos$ je krajem 18. stolje¢a njemacki filozof
Kant?® smatrao da je Aristotel rekao sve §to se uopée moze reéi o zakonima formalne logike,
i da je zbog toga formalna logika u nekom smislu mrtva nauka koja se ne moze vise uopée
razvijati. No, logicka istrazivanja Aristotela i njegovih sljedbenika nisu se zavrsila samo na
silogistici. Aristotel i njegov ucenik Teofrast? dali su temelje modalnoj logici. Burni razvoj
matematicke logike, koji je poceo sredinom proslog stolje¢a, opovrgnuo je Kantov pesimizam.

5F. Viet, 1540.-1603.

6R. Descartes, 1596.-1650.

7G. W. Leibniz, 1646.-1716.

8G. Boole, 1815.-1864.

9W. Dedekind, 1831.-1916.

10G. Peano, 1858.-1932.



Frege'! je odgovarajuéi na pitanje sto je logika formulirao predikatni ra¢un
kao formalnu teoriju. U radu Begriffschrift eine der aritmetischen nachgebilde-
ten Formelsprache des reinen Denkens iz 1879. Frege je formalizirao matematicko
argumentiranje u peanovskom smislu, ali u potpunosti kakvu Peano nikad nije
postigao. Redukciju matematike na logiku, koja predstavlja veliku ambiciju
logicizma, opisao je i obranio Frege u svom radu Die Grundlagen der Arith-
metik iz 1884., a to je realizirao sistematski u radu Grundgesetze der Arith-
metik. Prije zavrsetka drugog toma svog djela Grundgesetze der Arithmetik
Frege je primio pismo od Russella'? u kojem je opisan paradoks'® skupa svih
skupova koji nisu elementi sebe samih. Frege je taj Russellov paradoks tumacio
kao sasvim porazavajuéi za sistem koji je konstruirao. Fregeovi radovi naisli
su na potpuno nerazumijevanje suvremenika. Frege je postao opée priznat tek
pedesetak godina nakon objavljivanja svojih radova.

Frege je prvi uspio objediniti aksiomatiku i logiku, te dati formalni sistem za
potpuni opis logike prvog reda. Sljede¢om skicom prikazujemo do sada opisani
paralelni razvoj aksiomatske metode i logike.

AKSIOMATIKA LOGIKA

Euklid (4. st. pr.Kr.) Aristotel (4. st. pr.Kr.)
(¢] o
[e] [e]
[¢] [e]

Dedekind (1888.) Boole (1847.)

G.Frege (1879.)

U svrhu zasnivanja osnova matematike Cantor!'® je razvio novu teoriju -
naivnu teoriju skupova. U vrlo kratkom vremenu dobiveno je puno vaznih
rezultata. Cinilo se da je teorija skupova upravo trazeni temelj matematike. No,
nazalost dogodilo se upravo suprotno, tj. ne samo da nova teorija nije mogla biti
temelj matematike, ve¢ se u okviru nje pojavilo nesto §to matematicari nikako
nisu mogli dopustiti. U Cantorovoj teoriji skupova otkriveni su paradoksi (prije

11G. Frege, 1848.-1925.

12B. Russell, 1872.-1970.

13Russellov paradoks: Oznacimo sa A kolekciju skupova {z : z & x}. Dakle, A sadrzi sve
skupove koji ne sadrze sebe sama. Ako prihvatimo da je A skup, tada je smisleno pitanje
pripada li A skupu A. No, ako je A element od A tada skup A ima dano svojstvo, tj. A € A.
Na isti nacin iz pretpostavke A ¢ A slijedi A € A, §to sve zajedno vodi na kontradikciju. U
prvi tren moglo bi se re¢i da A nije skup, pa zapravo ni nema paradoksa. No, onda se postavlja
pitanje koji ¢e biti kriterij prilikom definicije skupa. Kako ¢emo znati slijedi li kontradikcija
iz pretpostavke o egzistenciji nekog skupa?

14G. Cantor, 1845.-1918.



smo ve¢ istaknuli Russellov paradoks), §tovise ¢itavo mnostvo'®. Cinilo se da je
matematika u velikoj krizi. No, to je bio snazan poticaj za istrazivanje osnova
matematike.

Russell je od 1910. do 1913. u suradnji s Whiteheadom'® izdao tri toma
knjige Principia mathematica gdje primjenjuju veoma precizan logicki jezik,
koji je inspiriran Peanovom simbolikom, te ostvaruju tako veéinu Fregeovih
ideja: paradoksi, koje sadrzi Fregeov sistem, izbjegnuti su uvodenjem teorije
tipova.

Hilbert!”, za razliku od Fregeovog i Russellovog logicizma, zalagao se za
koncepciju da simboli i operacije na simbolima ¢ine centralno osnovno mjesto
matematike. Takva filozofija matematike se naziva formalizam. Hilbert je sma-
trao da je centralni problem za svaku granu matematike dokazati da dokazni
postupci nece nikada rezultirati s nekom izjavom i istovremeno negacijom iste
izjave. Za ostvarenje ovog programa (nazvanog Hilbertov program) Hilbert za-
sniva novu granu matematicke logike koja se naziva teorija dokaza. Uz nekoliko
izuzetaka, Russellovo djelo Principia Mathematica nije imalo ve¢ih neposrednih
sljedbenika, a to znaéi ni logicizam. Formalizam'® je postao dominatna teznja
u matematici.

Kao neposredno suprostavljenu koncepciju formalizmu treba svakako navesti
intuicionizam. Zagéetnik te filozofije matematike je Brouwer!?. Za intuicioniste
je egzistencija nekog matematickog objekta ekvivalentna s poznavanjem metode
kojom se taj objekt moze konstruirati. Oni ne priznaju indirektni dokaz u opéem
sluéaju. Heyting?" je dao aksiomatizaciju intuicionisticke logike koja se razlikuje
od klasi¢ne logike po tomu $to su ispusteni zakoni iskljucenja treéeg (P V —P) i
dvostruke negacije (-——P — P).

Godel?! je 1930. dokazao potpunost logike prvog reda. Njegov rad Uber for-
mal unentscheidbare Sétze der Principia Mathematica und Verwandter Systeme
iz 1931. srusio je sve nade u ostvarenje Hilbertovog programa u prvobitnom ob-
liku. U tom radu Gédel je dokazao da je svaki formalni sistem, koji sadrzi barem
elementarnu aritmetiku, nuzno nepotpun, tj. da postoji tvrdnja koja se ne moze
dokazati ni opovrgnuti u tom formalnom sistemu. Taj rezultat se naziva prvi
Godelov teorem nepotpunosti. Drugi Godelov teorem tvrdi da se konzisten-
tnost nijednog formalnog sistema ne moze dokazati u njemu samom, tj. mora se

15Uz veé spominjani Russelov paradoks medu najpoznatije paradokse ubrajaju se Cantorov
paradoks skupa svih skupova i Burali-Fortijev paradoks (C. Burali-Forti, 1861.-1931.)

16 A, N. Whitehead, 1861.—1947.

17D. Hilbert, 1862.-1943.

18U Burbakijevim Elementima matematike, koji na neki nacin predstavljaju kraj i kulmi-
naciju formalizma, osnove matematike su predstavljene kao simbolicka logika i aksiomatska
teorija skupova.

9L, E. J. Brouwer, 1881.-1966.

20 A, Heyting, 1898.—-1980.

21K, Gédel, 1906.-1978.



posegnuti za jacim sredstvima od onih kojima raspolaze sam sistem.

Rezultate drugih logicara nakon Gdédela ovdje ne navodimo jer smatramo da
viSe nisu u tako bliskoj vezi sa sadrzajem ove skripte, tj. s klasi¢cnom logikom
sudova i predikata.

Moze se re¢i da je matematicka logika na pocetku imala za cilj istraziti pra-
vilna logicka zakljucivanja, a zatim je osnovna preokupacija bila ispitati osnove
matematike (npr. Hilbertov program). Danas matematicka logika predstavlja
i teorijsku osnovu rac¢unarstva. Zapravo, moze se reéi da odredena formalna
teorija opisuje ”stanje stroja”, odnosno formalni dokaz se moze promatrati kao
program za ra¢unalo.

Skripta je podijeljena na dva poglavlja. U prvom poglavlju proucavamo
klasi¢nu logiku sudova. Prvo definiramo jezik i semantiku teorije. U cetvrtoj
tocki definiramo pojam normalne forme i dokazujemo teorem o egzistenciji nor-
malnih formi, te promatramo baze propozicionalnih veznika. Peta tocka je
posveéena teoremu kompaktnosti za logiku sudova. Dokazujemo ga u ovom
poglavlju kako bi isti teorem bio jasniji za logiku prvog reda. U Sestoj tocki
razmatramo neke testove valjanosti za logiku sudova (rezolucija i glavni test).
Ostale tocke prvog poglavlja posvecene su formalnom dokazu. U sedmoj tocki
definiramo jedan hilbertovski sistem za logiku sudova. Dokazujemo adekvatnost
i potpunost sistema u odnosu na prije definiranu semantiku. Pojmu konzisten-
tnosti posveéena je osma tocka. Zatim razmatramo sistem prirodne dedukcije
za logiku sudova, te dokazujemo teoreme dedukcije, adekvatnosti i potpunosti.
U posljednjoj tocki prvog poglavlja navodimo neke alternativne aksiomatizacije
logike sudova.

Drugo poglavlje knjige posveéeno je klasicnoj logici predikata. Kao i kod
logike sudova, u pocetnim tockama definiramo jezik i semantiku. U &etvrtoj
tocki dokazujemo teorem o egzistenciji preneksne normalne forme za proizvoljnu
formulu. Peta tocka je posvetena glavnom testu za ispitivanje valjanosti formula
prvog reda. U Sestoj tocki definiran je ra¢un logike prvog reda, te pomocu toga
pojam proizvoljne teorije prvog reda. U sedmoj tocki dokazan je generalizira-
ni teorem potpunosti za proizvoljnu teoriju prvog reda, te su navedene razne
posljedice (Godelov teorem potpunosti, teorem kompaktnosti, Lowenheim-Sko-
lemov teorem, ...) U posljednjoj tocki dani su neki primjeri teorija prvog reda.

Na kraju ovog uvoda dajemo popis literature koja moze pomoéi za prevla-
davanje nejasnoca koje se mogu javiti prilikom c¢itanja ove skripte. Osnovna
pravila prilikom sastavljanja popisa bila su da je knjiga dostupna u biblioteci
PMF-MO-a ili je pak izdana u Hrvatskoj.

E. Mendelson - Introduction to Math. Logic, Chapman&Hall, 1997.

Ovo je svakako knjiga na koju se najviSe oslanja ova skripta. No, ta knjiga je



daleko obimnija. Prvo izdanje knjige je bilo jos 1964. godine.
C. C. Chang, H. J. Keisler - Model theory, North-Holland, 1997.

Ovo je dugo godina bila najsveobuhvatnija monografija iz teorije modela. Po
naSem skromnom mis$ljenju u Mendelsonovoj knjizi nedostaje ba§ malo vise
teorije modela.

J. R. Shoenfield - Mathematical Logic, Addison-Wesley, Massachusetts, 1967.
Prekrasna knjiga iz matematicke logike. No, smatramo da je preteska za prvi
susret s matematickom logikom.

A. G. Hamilton - Logic for Mathematicians, Cambridge University Press,
1995.

Prvo izdanje ove knjige bilo je 1943. godine. Knjiga je zanimljiva, jer iako je
posvecena matematickoj logici, ima malo formalnih dokaza — za razliku od npr.
Mendelsonove knjige.

V. Devidé - Matematicka logika: klasi¢na logika sudova, Beograd, 1972.
Detaljno je obradena logika sudova. Steta §to profesor Devidé nije napisao drugi
dio posvecen logici prvog reda.

Z. Sikié - Kako je stvarana novovjekovna matematika, Skolska knjiga, Zagreb,

1989.

Drugo poglavlje ove knjige ima naslov Kako je stvorena teorija skupova, a u
trecem poglavlju je opisano nastajanje matematicke logike. Posebno su detaljno
opisani doprinosi Boolea, Fregea i Godela.

Z. Sikié - Filozofija matematike, Skolska knjiga, Zagreb, 1995.

U ovoj knjizi mozete ¢itati detaljnije o smjerovima u logici kao $to su logicizam,
formalizam i intuicionizam.

B. Cirovié - Uvod u matematicku logiku i teoriju rekurzivnih funkcija, Filo-
zofsko-teoloski institut Druzbe Isusove, Zagreb, 1996.

Knjiga je na hrvatskom jeziku i relativno nova tako da je svakako morala biti
na ovom popisu. lako nije namijenjena matematicarima treba je pogledati.

L. A. Kaluznin - Sto je matematicka logika, Skolska knjiga, Zagreb, 1975.

Ovo je knjiga iz poznate serije Moderna matematika, koju je objavljivala Skolska
knjiga. Pisana je popularno, no vrijedi je procitati.



I. A. Lavrov, L. L. Maksimova - Zbornik zada¢ po teorii mnozestv, mat.
logiki i teorii algoritmov, (rus.) Nauka, Moskva, 1984.

Zbirka zadataka na ruskom jeziku s puno dobrih (i teskih!) zadataka. Na sreéu,
na kraju zbirke su dana rjesenja.
J. Nolt, D. Rohatyn - Logic, Schaum’s Outline series, McGraw-Hill, 1988.

Zbirka zadataka iz popularne Schaum’s serije. Ima puno zadataka o sistemu
prirodne dedukcije i glavnom testu.






Poglavlje 1

Logika sudova

1.1 Uvod

Jedan od osnovnih problema u matematickoj logici je ispitati istinitost neke
reCenice, bolje re¢i logicke forme, promatrajuéi samo oblik recenice, a ne i
sadrzaj. Logika sudova je jedna od najjednostavnijih formalnih teorija. U njoj
reCenice promatramo kao forme koje su sastavljene od ”atomarnih” dijelova koji
su povezani veznicima: ne, i, ili, ako ... onda i ekvivalentno. Dakle, u logici
sudova ne vrsimo daljnju razgradnju recenice (npr. u odnosu na kvantifikatore).
Intuitivno, sud je svaka suvisla izjavna recenica koja je istinita ili lazna, ali ne
oboje. No, to svakako ne moze biti definicija suda, jer tada se postavlja pi-
tanje npr. $to je recenica, ili pak sto je istinita recenica. Pokusat ¢emo objasniti
pojam suda pomocéu nekoliko primjera.

(1) Recenica ”Dva plus dva je jednako cetiri.” jeste sud i to istinit.

(2) Recenica "Dva plus dva je jednako pet.” jeste sud i to lazan.

(3) Recnica "z plus dva je jednako osam.” nije sud, jer za ovu recenicu ne

mozemo redi je li istinita ili lazna, dok nismo rekli koliko je x.

(4) Recenica ”Ja sada lazem.” nije sud, jer pretpostavimo li da je istinita, onda
sam zaista lagao, pa je ono $to sam rekao lazno. Obrnuto, pretpostavimo
li da je ta recenica lazna onda nisam lagao, pa je ono $to sam rekao istina.
Dakle, za ovu recenicu ne mozemo reéi ni da je istinita, a ni da je lazna.

(5) Recenica ”"Koliko je sati?” nije sud, jer nije izjavna recenica.

Sudovi (1) i (2) su jednostavnog oblika. Pomoéu veznika i, ili, ako ... onda i
nije mozemo iz jednostavnijih sudova graditi slozene. Na primjer recenica ”Ako

9
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Vanja uci, onda Ivona gleda crtane filmove.” je primjer slozenog suda, jer je
nastala pomoc¢u veznika ako ... onda iz jednostavnih sudova.

U logici sudova, osim $to se ispituje istinitost re¢enica, proucavaju se i logicka
zakljutivanja, te se odreduje koja su korektna, a koja nisu. Promotrimo dva
primjera. Zaklju¢ivanje:

Ako si nabavio ulaznice tada idemo na utakmicu.
Nabavio sam ulaznice.
Idemo na utakmicu.

je naravno primjer korektnog zakljuc¢ivanje. Formalno zapisano ono je oblika

A— B
A
B
Nadamo se da se slazete da zakljucivanje:

U subotu ¢u dugo spavati.
Danas nije subota.
Danas sam rano ustao.

nije korektno. Formalno ga mozemo zapisati u obliku:

A— B
-A
-B

U ovom poglavlju ¢emo definirati sto je logicka posljedica, tj. koje zakljucivanje
smatramo korektnim. Kao §to smo ve¢ u Uvodu spomenuli jos je Aristotel
pokusao pomocu nevelikog broja pravila opisati svako logicko zakljucivanje.
Time se i mi bavimo u ovom poglavlju za logiku sudova.

Posto ¢emo definirati nekoliko formalnih teorija, sada ¢emo kratko objasni-
ti u nekoliko reCenica $to znac¢i zadati neku teoriju. Na pocetku se polazi od
nekog broja pojmova koji se ne definiraju, a nazivaju se osnovni pojmovi. (Npr.
prilikom aksiomatizacije geometrije Hilbert ne definira tocku, pravac i ravninu;
za razliku od Euklida). To zapravo znaci da smo zadali jezik teorije. Zatim
se popisu osnovne tvrdnje o danim osnovnim pojmovima koje se smatraju is-
tinitima. Te tvrdnje ¢iju istinitost ne dokazujemo nazivamo aksiomi. Svaki
novi pojam uvodimo definicijom pomoc¢u osnovnih pojmova. Svaku novu tvrd-
nju dokazujemo logickim zaklju¢ivanjem na osnovu aksioma, definicija i tvrdnji
koje smo veé ranije dokazali. Obi¢no se zeli da izabrani aksiomi zadovoljavaju
sljedeca tri principa:
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a) konzistentnost, tj. iz sistema aksioma se ne smije moéi dokazati istovre-
meno neka tvrdnja i njena negacija;

b) potpunost, tj. svaka tvrdnja, ili njena negacija, je dokaziva u danom
sistemu aksioma;

¢) nezavisnost, tj. niti jedan aksiom se ne moze dobiti kao posljedica ostalih.

1.2 Jezik logike sudova

U ovoj tocki definiramo $to su osnovni znakovi teorije koju proucavamo, tj. logike
sudova, te kako gradimo nama zanimljive nizove znakova - formule. Kada je to
zadano smatramo da je zadan jezik teorije. Prije definicije formula moramo
uvesti jo§ neke pojmove. Alfabet je proizvoljan neprazan skup. Svaki element
alfabeta nazivamo simbol ili znak. Rijec alfabeta je svaki konacan niz danog
alfabeta. Duljina rijeéi je broj simbola koji dolaze u rije¢i. Ako je sa A
oznacen neki alfabet tada se skup svih rije¢i obi¢no oznacava sa A*. Po dogovoru
smatramo da skup svih rije¢i proizvoljnog alfabeta sadrzi praznu rijec, tj.
prazan niz simbola. Najvaznija operacija na skupu rije¢i je konkatenacija.
Konkatenacija je binarna operacija na A*, koja je definirana na sljedeéi nagin:
ako su a i brijeci (bolje reéi oznake za rijeci!) tada kazemo da je rije¢ ab nastala
konkatenacijom rije¢i a i b. Kazemo da je b podrijec rijeci a ako postoje rijeci
¢ i d tako da je rije¢ a nastala konkatenacijom rije¢i ¢, b i d, tj. a je jednaka
cbd.

Navodimo neke primjere alfabeta. Neka je A; = {a, 8}. Neke rijeci tog alfa-
beta su npr. aaa, aBafB8, aaffaaf. 1z rijeéi aafB 1 [Baf konkatenacijom
dobivamo rije¢ aaBB38a3.

Neka je, zatim, As = {+, -, s, 0, =} U{x, : n € N}. Tada su rijeci alfabeta
Aq npr. x1 +ro =g, r1 - x4 +0=2x5, alii ++ x4 ===.

U sljedecoj propoziciji isticemo ¢injenicu koju ¢emo kasnije ¢esto koristiti.
Ne dokazujemo je jer smatramo da je poznata (npr. vidi [31]).

Propozicija 1.1. Skup svih rijeci konacnog ili prebrojivog alfabeta je prebrojiv.

Mi se ne¢emo baviti proizvoljnim alfabetima, ili pak problemom prepoznava-
nja rijeci. Definirat ¢emo jedan konkretan alfabet nad kojim éemo dalje graditi
formalnu teoriju - logiku sudova. Naravno, logika prvog reda ¢e imati drugaciji
alfabet.
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Definicija 1.2. Alfabet logike sudova je unija skupova Ay, As i As, pri
cemu je:

Ay = {Py, P, Po, ...} prebrojiv skup cije elemente nazivamo
propozicionalne varijable;

Ay = {—, A, V, &, <} skup logickih veznika;

As = {( )} skup pomoénih simbola (zagrade).

Uocite da smo u definiciji naveli da alfabet logike sudova sadrzi znakove koje
nazivamo propozicionalne varijable. Mozete zamisljati da se propozicionalne
varijable interpretiraju sudovima, ali to ne mora nuzno biti tako. Jedna inter-
pretacija logike sudova su i npr. elektronicki logicki sklopovi. U sljedec¢oj tocki
¢emo formalno definirati interpretacije propozicionalnih varijabli.

Logicke veznike redom nazivamo: — negacija, A konjunkcija, V disjunk-
cija, — kondicional i < bikondicional. Ponekad se definira da alfabet sadrzi
i znakove T i L, koji se nazivaju logicke konstante istina i laz. Mi ovdje
smatramo da ih alfabet ne sadrzi. Naravno, ne zanimaju nas sve rijeci alfabeta.
Npr. svakako neéemo promatrati rije¢ —=A)Py(). Sada definiramo najvaznije rijeci
alfabeta logike sudova, a to su formule.

Definicija 1.3. Atomarna formula je svaka propozicionalna varijabla. Po-
jam formule definiramo induktivno:

a) svaka atomarna formula je formula;

b) ako su A i B formule tada su i rijeci (—A), (AANB), (AVB), (A— B)
i (A < B) takoder formule;

¢) rijeé alfabeta logike sudova je formula ako je nastala primjenom konacno
mnogo koraka uvjeta a) i b).

Napomena 1.4. Primijetimo da u prethodnoj definiciji A i B nisu formule
veé oznake za formule, tj. to nisu simboli jezika veé su meta-simboli. Po dogo-
voru éemo s velikim slovima (npr. A, B, C, F, G, Fi, Fs, ...) oznacavati
formule. Za propozicionalne varijable upotrebljavat éemo oznake P, @, R, S,

Nacin zapisivanja formula obzirom na zagrade, kako smo prethodno defini-
rali, naziva se sistem vanjskih zagrada. Zapis formula se moZe definirati i u
sistemu unutarnjih zagrada ili pak u poljskoj notaciji, tj. bez zagrada. Ako su
A i B formule, u sistemu unutarnjih zagrada definirali bi da su tada —(A),
(A)A(B), (A)Vv(B), (A) — (B), i (A) < (B) formule. U daljnjem tekstu
neéemo se strogo drzati zapisivanja formula pomocu zagrada, veé écemo uvesti
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prioritet logickih veznika. Najveci prioritet ima negacija, zatim veznici A i V,
a najmangi prioritet (ali isti) imaju veznici — i < . No, to ne znadi da éemo se
potpuno odreéi zagrada prilikom zapisivanja formula. U nekim situacijama ¢emo
pisati zagrade kako bi istaknuli prioritet nekog veznika. Tako bi zapis formule
((FP)AQ) — R) u sistemu unutarngjih zagrada izgledao ((—~(P)) AN (Q)) — (R),
dok éemo je mi obicno zapisivati kao (-P A Q) — R.

Kazemo da je formula B potformula formule A ako je rije¢ B podrijeé
od A. Promotrimo nekoliko primjera formula i potformula. Najjednostavniji
primjer formule je Py, tj. po definiciji svaka propozicionalna varijabla je formula.
Formula P V @ je potformula formule (P V Q) < (—=Q A P). Ako alfabet logike
sudova sadrzi i logicke konstante tada su po definiciji i T, odnosno L, takoder
atomarne formule. Tada zatvorenom formulom nazivamo svaku formulu
koja ne sadrzi propozicionalne varijable. Npr. (T A L) = (LV (T A (L —T)))
je jedna zatvorena formula.

Slozenost formule je broj veznika koji nastupaju u toj formuli. Ako je A
formula tada éemo sa k(A) oznacavati slozenost od A. Slozenost svake atomarne
formule je nula. Dok je na primjer slozenost formule (=P A Q) — (—=—R < Q)
jednaka Sest.

Ako su A i B oznake za istu formulu tada piSemo A = B, i govorimo da su
formule A i B jednake. Znak = nije znak alfabeta logike sudova veé¢ je pomoéni,
tj. meta-simbol. Za jednakost formula ne upotrebljavamo znak = jer ¢emo ga
kod logike predikata koristiti kao osnovni znak alfabeta.

Neka je A formula te neka je {Py, ..., P,} skup svih propozicionalnih vari-
jabli koje se pojavljuju u A. To kratko oznacavamo sa A(Py, ..., P,). Ponekad
¢emo skup svih varijabli koje se javljaju u formuli A oznacavati sa Var(A).

Neka je, zatim, B neka formula. Formulu dobivenu zamjenom neke varijable
P; sa B u formuli A oznacavamo sa A(B/P;). Ako pak su By, ..., B, proizvoljne
formule tada simultanu zamjenu varijabli P; s formulama B; oznatavamo sa
A(B1/Py, ..., Bp/P,), ili pak kratko A(By, ..., Byp).
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1.3 Interpretacije

U prethodnoj tocki definirali smo sintaksu logike sudova. U ovoj tocki ¢emo
definirati semantiku, tj. definirati sto znaci da je neka formula istinita, odnosno
neistinita.

Definicija 1.5. Svako preslikavanje sa skupa svih propozicionalnih varijabli u
skup {0,1}, tj. I : {Po, P1,...} — {0,1}, nazivamo totalna interpretacija
ili kratko interpretacija. Ako je preslikavanje definirano na podskupu skupa
propozicionalnih varijabli tada kazZemo da je to parcijalna interpretacija.
Kazemo da je parcijalna interpretacija I adekvatna za formulu A(Py, ..., P,)
ako je funkcija I definirana na P; za svei=1,...,n.

Sada indukcijom po slozenosti formule definiramo vrijednost interpretacije
na proizvoljnoj formuli, tj. istinitost, odnosno neistinitost, formule za danu in-
terpretaciju.

Definicija 1.6. Neka je I interpretacija (totalna ili parcijalna). Ako se radi o
parcijalnog interpretaciji I smatramo da je I adekvatna za formule na kojima
se definira njena vrijednost. Tada vrijednost interpretacije I na proizvolinoj
formuli definiramo induktivno:

I(-A) =1 ako i samo ako I(A)=0;
I(ANB)=1 akoisamo ako I(A)=1iI(B)=1;
I(AvB)=1 akoisamo ako I(A)=1iliI(B) =1,

I(A— B)=1 akoisamo ako I(A)=0iliI(B)=1;

I(A— B)=1 akoisamo ako I(A)=1(B).

Ako alfabet sadrzi i konstante T i L tada za svaku interpretaciju I definiramo
I(T)=1iI(L)=0.

Istaknimo da veznik ili shva¢amo inkluzivno, tj. da”I(A)=1iliI(B)=1"
znadi da je ili I(A) = 1, ili I(B) = 1 ili oboje.!

Preglednije je vrijednost interpretacije na formulama definirati pomocu ta-
blica koje se nazivaju semanticke tablice. Tada se vrijednosti interpretacije
za slozenije formule mogu definirati i ovako:

P[Q-PI[PAQ[PVQ | P—=Q|P=Q
00| 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 0
1ol o 0 1 0 0
111 o 1 1 1 1

LU prirodnom jeziku se veznik ili obi¢no promatra ekskluzivno. Tako na primjer reenica
” Danas ¢u iéi u kino ili éu doma gledati televiziju.” znaci da ¢u ili i¢i u kino, ili pak ¢u gledati
televiziju, ali ne i oboje.
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Ovdje smo zbog preglednosti upotrijebili semanticku tablicu. No, smatramo
da semanticke tablice stvaraju prebrzo kod ¢itatelja dojam da je razumio §to u
njima pise, te da se veé¢i dio matematicke logike svodi na sematicke tablice. Iz
tog razloga su semanticke tablice u ovoj knjizi koristene samo radi preglednijeg
zapisa.

Ako je vrijednost interpretacije I na formuli jednaka 1, tj. I(F) = 1, tada
kazemo da je formula F istinita za interpretaciju I. Ako je I(F) = 0 tada
kazemo da je formula F' neistinita za interpretaciju I. Ako je S skup formula
i I neka interpretacija, sa I(S) = 1 ¢emo kratko oznacavati ¢injenicu da je
I(F) =1, zasve F € S. Analogno sa I(S) = 0 oznac¢avamo ¢injenicu da je svaka
formula iz skupa S neistinita za interpretaciju 1.

Napomena 1.7. Smatramo da je semanticka interpretacija veznika —, N, V i
« prirodna i jasna. MozZda je u prvi mah pomalo ¢udna definicija interpretacije
veznika —, posebno wvjet da iz I(P)=0 4 I(Q) =1 slijedi I(P — Q) = 1.
Upravo ovaj uvjet bio je izloZen mnogim kritikama. To je rezultiralo proucava-
njem logika sa ”strogom implikacijom”, odnosno modalnim logikama (vidi 112).
Zasto je upravo ovako definirana interpretacija veznika — objasnit cemo nakon
definicije relacije logicke posljedice.?

Neka je zadana parcijalna interpretacija I sa I(P) =1(Q) =1 i I(R) =0.
Odredimo radi primjera vrijednost interpretacije I na formuli F = (-PV Q) —
-(R < (Q V —R)). Odredivanje vrijednosti ¢emo provesti pomoéu semanticke
tablice. Radi kradeg i jasnijeg zapisa uvodimo pokrate Fy = (-PV Q) i F; =
(R < (QV~R)).

P Q R _‘P F1 _‘R Q\/"R F2 _|F2 F1 —>_|F2
11 11]0 0 1 1 1 0 1 1

Ocito je F = F; — —F,. Dakle, iz tablice ¢itamo da je I(F') = 1, tj. formula
F je istinita za danu interpretaciju I.

2Do ovakova poimanja kondicionala dosao je starogrcki logicar Filon iz Megare (4. st.
pr.Kr.). Ucenje o ovoj logickoj operaciji, koja je dobila naziv materijalna implikacija, razvijalo
se u staroj Gréki u megaro-stoickoj skoli u 4. i 3. st. pr.Kr., u logici skolastika, te u radovima
drugih logicara sve do nasih dana.
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Sada ¢emo za istu formulu F' odrediti sve moguce vrijednosti istine obzirom
na vrijednost interpretacije na varijablama P, @ i R.

P Q R -P F1 -R Q\/_'R FQ _‘FQ F1 —>_|F2
0]0]0 1 1 1 1 0 1 1
0]0]1 1 1 0 0 0 1 1
01110 1 1 1 1 0 1 1
0|11 1 1 0 1 1 0 0
1101]0 0 0 1 1 0 1 1
11071 0 0 0 0 0 1 1
17110 0 1 1 1 0 1 1
1111 0 1 0 1 1 0 0

Uoc¢imo da smo prethodnom semantickom tablicom formuli F' pridruzili
funkciju sa skupa {0,1}3 u skup {0, 1}. Opéenito bismo formuli sa n (n € N)
razli¢itih propozicionalnih varijabli pridruzili funkciju sa skupa {0,1}"™ u skup
{0, 1}. Takve funkcije se nazivaju istinosne funkcije. Zbog toga se ponekad logika
sudova naziva logika istinosno propozicionalnih funkcija.

Definicija 1.8. Neka je S skup formula, a F neka formula. KazZemo da formula
F logicki slijedi iz skupa S, u oznaci S |= F, ako za svaku interpretaciju I,
za koju je I(S) = 1, vrijedi I(F) = 1. Relaciju = nazivamo relacija logicke
posljedice. Ako je S jednoclan skup, tj. S = {A}, tada c¢injenicu {A} = B
zapisujemo i kao A = B.

Lako je provjeriti da vrijedi {P — Q, @ - P} E P < Q, PANQ =P
i P = PVQ@Q. No, formula P ne slijedi iz skupa {P VvV Q}. To éemo kratko
oznacavati sa {PV Q} £ P.

Sada ¢emo pokusSati opravdati prije definiranu semanticku interpretaciju
veznika — . Neka su A i B proizvoljne formule. Odredimo logicki veznik o,
odnosno dvomjesnu istinosnu funkciju, koja za svaku interpretaciju I ima sljedece
svojstvo:

I(AoB)=1 ako i samo ako I(A) =1 povlaci I(B)=1.
Lako je vidjeti da za veznik o vrijedi

A

— o~ ol

_ -0 o

= O = =0

No, to je upravo semanticka tablica za veznik — .



1.3. INTERPRETACIJE 17

Definicija 1.9. KaZemo da su formule A i B logi¢ki ekvivalentne, i ozna-
éavamo A < B, ako za svaku interpretaciju I vrijedi I(A) = I(B).

Napisimo nekoliko parova logicki ekvivalentnih formula:

A s A

(AN(BVQ)) & (AANB)V(ANQ));
(AN(BVA)) & A4

(A— B) & (-AV B);

(AANB) & —(-AV-B);

(A<~ B) & —(=(-AV B)V-(AV-B)).

Definicija 1.10. Za formulu F kaZemo da je ispunjiva, odnosno oboriva,
ako postoji interpretacija I tako da vrijedi I(F) =1, odnosno I(F) = 0.

Za formulu F kaZemo da je valjana (tautologija ili identicki istinita)
ako je istinita za svaku interpretaciju.

Za formulu F' kaZemo da je antitautologija ili identicki neistinita ako
je meistinita za svaku interpretaciju.

Na primjer, formule -(P — =P) i (P — Q) — (Q — P) su ispunjive i oborive.
U sljedecoj listi navodimo neke valjane formule i njihove nazive.

- P < P

P—P

PV -P

~(P A—P)

(PoQ) —P) P
(P—Q)— (@ —~P)
ﬁP—)(P—)Q)
PVP«— P

PAP— P
(PVQ)VR < PV(QVR)
(PAQ)AR < PA(QAR)
ﬁ(P\/Q)HﬁP/\ﬁQ
(PAQ) > ~PV-Q

princip dvojne negacije;

princip refleksivnosti za kondicional;
princip iskljucenja treceg;

princip neproturjec¢nosti;

Peiercov princip;

princip kontrapozicije;

princip negacije premise;

princip idempotentnosti za disjunkciju;
princip idempotentnosti za konjunkciju;
princip asocijativnosti za disjunkciju;
princip asocijativnosti za konjunkciju;
De Morganov princip;

De Morganov princip.

Uoc¢imo da su valjane formule upravo forme koje su istinite bez obzira na

istinitost svojih atomarnih dijelova. No, valjane formule su vazne i zbog drugog
razloga. Nije tesko vidjeti da za proizvoljne formule A i B vrijedi:

A= B akoisamo ako A — B je valjana formula.

(Vidi zadatak 3). To znaci da je za ispitivanje vrijedi li A = B dovoljno vidjeti
je li formula A — B valjana.
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Zadaci:
1. Odredite barem jednu formulu A tako da formula:

a) (AANQ) — —P) — (P — —Q) — A) bude valjana;
b) (P —-(Q — (AAR)) - (A— (AVR)))V(PAQA-R) bude
valjana.

2. Za proizvoljnu interpretaciju I sa St oznacimo skup {F : F je formula i
I(F) =1}. Neka su I i J interpretacije takve da je Sy C S;. Dokazite da
je tada Sp = S;.

3. Neka su Fy,...,F, i A formule logike sudova. Dokazite da su sljedece
tvrdnje ekvivalentne:
a {Fh AR Fn} ):Aa

)
b) formula Fy A ... A F, A=A je antitautologija;
¢) formula (Fy A ... A F,) — A je valjana;
d) formula Fy; — (Fy — (... (F, — A)...) je valjana.

4. Za formulu kazemo da je pozitivna ako je propozicionalna varijabla ili

pak u njoj nastupaju samo veznici A i V. Dokazite da niti jedna pozitivna
formula nije valjana, a ni antitautologija.
Rjesenje: Oznacimo s I interpretaciju definiranu s I(P) = 1, za sve
propozicionalne varijable P. Analogno, s J ozna¢imo interpretaciju defini-
ranu s J(P) = 0. Indukcijom po slozenosti pozitivne formule F' lako je
dokazati da vrijedi I(F) = 1, te J(F') = 0. Dakle, svaka pozitivna formula
je ispunjiva i oboriva.

5. Neka je sa F'(A) oznatena neka formula logike sudova u kojoj je A mozda
potformula. Neka je, zatim, B proizvoljna formula tako da vrijedi A < B.
Oznacimo sa F(B) formulu koja je dobivena zamjenom nekih, a mozda i
svih, nastupa potformule A u formuli F/(A) sa B. Dokazite da tada vrijedi
F(A) & F(B). (Ova ¢injenica se naziva teorem o zamjeni za logiku
sudova).

Rjesenje: Dokaz tvrdnje provodimo indukcijom po slozenosti formule F(A).
Ako je k(F(A)) = 0, tj. ako je F(A) propozicionalna varijabla, tada je pot-
formula A jednaka F te je F'(B) jednaka formuli A ili B. Tada iz A < B
trivijalno slijedi F(A) < F(B). Pretpostavimo sada da za sve formule
G(A), cija je slozenost strogo manja od n (n > 1), tvrdnja zadatka vri-
jedi. Neka je F(A) proizvoljna formula ¢ija je slozenost jednaka to¢no
n. Uo¢imo prvo da za proizvoljne formule Cy, Co, Dy, Dy vrijedi: ako je
C1 < Dy 1 Cy & Dy tada je -Cy < —D; i (01002) = (D1 ODQ), zZa Sve



1.3. INTERPRETACIJE 19

10.

o € {A,V,—,<}. Sada promatramo sluc¢ajeve obzirom na oblik formule
F(A). Formula F(A) moze biti oblika =G(A) ili pak G1(A) o G3(A), gdje
je o € {A,V, —, < }. Primjenom pretpostavke indukcije na formule G(A),
G1(A) i G2(A), te prethodno navedenih ekvivalencija, slijedi trazena
tvrdnja.

. Neka je A(P,...,P,) formula i I proizvoljna interpretacija. Zatim, neka

su By, ..., B, formule tako da vrijedi I(P;) = I(B;), zasve i =1,...,n.
Dokazite da je tada

I(A(Py,...,P,)) = I(A(By,...,By)).

. Neka je A(Py,...,P,) formula, te I i J proizvoljne interpretacije. Za-

tim, neka su Aj, ..., A, formule tako da vrijedi J(P;) = I(4;), za
sve i = 1,...,n. Ako vrijedi J(A(Py,...,P,)) = 1 dokazite da je tada
I(A(Aq,...,Ap)) = 1.

. Za konacan niz formula Ay, ..., A, kazemo da je nepadajuéi ako je for-

mula A; — A;;1 valjana za sve i € {1,...,n — 1}. Neka je A(Py,...,P,)
formula i A4y,..., A, nepadajudi niz formula. Ako je formula A(P;, Py V
Py, VP,V Ps,...,PiVP,V...VP,) valjana dokazite da je tada i formula
A(Ay, ..., A,) valjana.

Rjesenje: Neka je I proizvoljna interpretacija. Posto je niz Ay,..., A,
nepadajudi tada postoji k € {1,...,n} tako da je I(A41) = ... = I(Ag) =
01iI(Aks1) = ... = I(4,) = 1. Definiramo parcijalnu interpretaciju
J i {P,....P} — {01} sa J(P) = ... = J(Py) = 01 J(Ppy1) =
...=J(P,) = 1. Uocite da vrijedi J(P;) = J(PAV P,V...V P;), zasve i €
{1,...,n}. Po pretpostavci zadatka vrijedi J(A(Py,...,P1V...VP,)) =1,
a tada po zadatku 6 imamo J(A(Py,..., P,)) = 1. Po prethodnom zadatku
7 tada slijedi da je T(A(41,...,4,)) =1.

. Neka je formula A(Py, ..., P,) valjana, te neka su By, ..., B, proizvoljne

formule. Dokazite da je tada i formula A(By,...,B,) valjana.

Neka su F, G i A formule logike sudova, pri ¢emu vrijedi F < G.
Oznacimo sa F(A/P) formulu dobivenu zamjenom svih nastupa vari-
jable P s formulom A ako formula F' sadrzi varijablu P. Inace, neka je
F(A/P) = F. Analogno upotrebljavamo oznaku G(A/P). Dokazite da
tada vrijedi F(A/P) < G(A/P). (Ova ¢injenica se naziva teorem o sup-
stituciji za logiku sudova).

Rjesenje: Lako je provjeriti da iz ¢injenice F' < G slijedi da je for-
mula F' < G valjana. Po prethodnom zadatku 9 slijedi da je i formula
F(A/P) < G(A/P) valjana. Iz toga lako slijedi da su formule F(A/P) i
G(A/P) logicki ekvivalentne.
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12.

13.

14.
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Neka je A formula logike sudova koja ne sadrzi drugih veznika osim « .
Dokazite: formula A je valjana ako i samo ako svaka propozicionalna
varijabla, koja nastupa u formuli A, dolazi paran broj puta.

Rjesenje: Lako je provjeriti da za sve formule F, G i H vrijedi:

a) (FoF)e (o)
b) (F o (G H) e ((FoG) o H);
¢) (FeG) s (Go P

Ako je {Py,..., P,} skup svih varijabli koje nastupaju u formuli A tada
primjenom ekvivalencija b) i ¢) slijedi da je formula A logicki ekvivalenta
sa

Peo..oP o Pho...oPe...oP, —...—P,.

Pretpostavimo prvo da je A valjana, te da se neka varijabla P; pojavljuje
neparan broj puta. Definirajmo interpretaciju I sa I(P;) =01 I(P;) =1,
za sve j # i. Tada primjenom gornje ekvivalencije odmah slijedi da je
I(A) =0, sto je kontradikcija s pretpostavkom da je A valjana formula.
Pretpostavimo sada da se svaka varijabla u A javlja to¢no paran broj puta.
Primjenom ekvivalencija a), b) i ¢) slijedi da je A logicki ekvivalentna s
formulom P; < ... < Py, gdje se varijabla P; pojavljuje paran broj puta.
Lako je provjeriti da je posljednja formula valjana.

Neka je A formula logike sudova koja ne sadrzi drugih veznika osim <« i
—. Dokazite: formula A je valjana ako i samo ako svaka propozicionalna
varijabla i znak negacije dolaze paran broj puta u A.

Kazemo da je formula A(P) nepadajuéa, odnosno nerastuéa, obzirom
na varijablu P ako za sve formule F' i G vrijedi da pretpostavka F' = G
povla¢i A(F/P) = A(G/P), odnosno A(G/P) = A(F/P). Dokazite da je
formula P — @ nerastuca obzirom na varijablu P, a nepadaju¢a obzirom
na varijablu Q.

Neka je S skup formula logike sudova (konacan ili beskonacan), te F' neka
formula. Oznac¢imo sa Var(S) skup svih propozicionalnih varijabli koje
se pojavljuju u formulama iz S. Zatim neka vrijedi S = F i Var(S) C
Var(F). Dokazite da postoji konac¢an podskup {Fi, ..., F,} od S tako
da je formula FyA ... AF, A—F antitautologija.

Rjesenje: Ako je formula F' valjana tada tvrdnja odmabh slijedi. Neka je F’
oboriva formula. Tada postoji kona¢no mnogo parcijalnih interpretacija
I definiranih na Var(F) tako da vrijedi I(—F) = 1. Oznacimo te inter-
pretacije sa I,..., I,. Posto po pretpostavei zadatka vrijedi Var(S) C
Var(F), tada je za sve k € {1,..., n} interpretacija I} adekvatna za sve
formule iz skupa S. Uo¢imo da za sve k € {1,..., n} postoji F, € S
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15.

tako da vrijedi Ix(Fx) = 0 (jer bi inace vrijedilo I(S) = 1, pa iz pret-
postavke S = F slijedi Ix(F) = 1, 8to nije). Lako je provjeriti da je
formula F} A ... A F,, A —F antitautologija.

(Iz ¢injenice da je formula Fy A ... A F, A —F antitautologija, iz zadatka 3
slijedi {F1 A...AF,} E F. Tvrdnja gornjeg zadatka, ali bez pretpostavke

da je Var(S) C Var(F), naziva se teorem kompaktnosti. Taj teorem éemo
dokazati u tocki 1.6).

Neka je F' formula logike sudova izgradena samo pomocu veznika V , A
i = . Oznacimo sa F* formulu dobivenu iz F' medusobnom zamjenom
znakova V 1 A. Za proizvoljnu interpretaciju I sa I oznacimo interpretaciju
definiranu sa: I(P) = 1 ako i samo ako I(P) = 0. Dokazite da tada za sve
formule A i B, koje su izgradene samo pomocu veznika V , A i — ,1isve
interpretacije I, vrijedi:

a) A(Pl, 7Pn) = _\14*(_\P17 7_‘Pn);
I(A) =1 ako isamo ako I(A*)=0;
ako je A & B tada je i A* & B*;

)
)
d) formula A je valjana ako i samo ako je —A* valjana,
) formula A — B je valjana ako i samo ako je B* — A* valjana;
)

formula A < B je valjana ako i samo ako je A* « B* valjana.
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1.4 Normalne forme

Sada zelimo dokazati da za svaku formulu logike sudova postoje njoj logicki
ekvivalentne dvije formule u zadanim formama - konjunktivnoj normalnoj formi
i disjunktivnoj normalnoj formi. Za razna proucavanja odredene formule moze
biti korisno odrediti njoj logicki ekvivalentnu formulu koja je u jednostavnijem
obliku.

Definicija 1.11. Atomarnu formulu i njezinu negaciju nazivamo literal. For-
mulu oblika Ay NAaA. . . NA, nazivamo konjunkcija (A; su proizvoljne formule).
Formulu oblika A1V Ay V ...V A, nazivamo disjunkcijo. Elementarna ko-
njunkcija je konjunkcija literala, a elementarna disjunkcija je disjunkcija
literala. Konjunktivna normalna forma je konjunkcija elementarnih dis-
junkcija. Disjunktivna normalna forma je disjunkcija elementarnih ko-
njunkcija.

Promotrimo neke primjere formula koje su normalne forme. Formula (P V
—P3V Py)A(P;V—P)A(PyV PV —Ps) je jedna konjunktivna normalna forma,
a formula (Ps A =P; A Pg) V (=P3 A Py A Pg) Vv (Pg A P; A\ Py) je disjunktivna
normalna forma.

Neka je A neka formula, te B konjunktivna normalna forma i C disjunktivna
normalna forma. Kazemo da je B konjunktivna normalna forma za A ako
vrijedi A < B. Kazemo da je C disjunktivna normalna forma za A ako
vrijedi A & C.

Lako je vidjeti da ako za neku formulu postoji konjunktivna normalna (ili
disjunktivna), tada za nju postoji beskona¢éno konjunktivnih normalnih formi.
Dakle, normalne forme, ako postoje, nisu jedinstvene.

Kako bi lakse razumjeli dokaz teorema o egzistenciji normalnih formi dajemo
sljede¢i primjer.

Primjer 1.12. Neka je F = (P — Q) — (R — -P)) — (-Q — -R).
Kako bismo odredili sve parcijalne interpretacije za koje je formula F' neistinita,
napisimo prvo semanticku tablicu za formulu F.

PIQ|R|P-Q|R—--P|(P—-Q) —(R—-P)|-Q—-R|F
00| 0 1 1 1 1 1
01 0| 1 1 1 1 0 0
0|11 20 1 1 1 1 1
0| 1] 1 1 1 1 1 1
11010 0 1 1 1 1
1101 0 0 1 0 0
11110 1 1 1 1 1
11 1|1 1 0 0 1 1
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Da bismo odredili jednu konjunktivnu normalnu formu za formulu F promo-
trimo redove u tablici, tj. interpretacije, gdje je vrijednost formule F jednaka
0. To su drugi i Sesti redak tablice. U drugom retku pripadna interpretacija
I je definirana sa I(P) = I(Q) = 0 ¢ I(R) = 1. Ta interpretacija odreduje
elementarnu disjunkciju PVQV-R u konjunktivnoj normalnoj formi. Analogno,
promatrajuéi Sesti redak tablice, tj. interpretaciju [(P) =1(R) =1 i I(Q) =0,
dobivamo elementarnu disjunkciju =PV Q V —R. S dobivene dvije elementarne
disjunkcije definiramo sljedecu konjunktivnu normalnu formu

(PVQV-R)A(-PVQV-R).

Lako je vidjeti da je dobivena konjunktivna normalna forma logicki ekvivalenina
pocetnoj formuli F.

Mozemo kratko reci da smo konjunktivnu normalnu formu za formulu F do-
bili promatrajuci u njenoj sematickoj tablici "nule, a zatim smo negirali propozi-
cionalne varijable koje su jedan”. Analogno bismo disjunktivnu normalnu formu
za F' dobili promatrajuci u njenoj sematickoj tablici ”jedinice, a zatim bismo ne-
girali propozicionalne varijable koje su nule”. Primjenom tog postupka dobivamo
sljedecu disjunktivnu normalnu formu za F :

(mPA=QAN-R)V(~PANQA-R)V(-PANQAR)V(PAN-QAN-R)V
VIPAQA-R)V(PAQAR).

Sada dokazujemo teorem o egzistenciji normalnih formi za proizvoljnu for-
mulu.

Teorem 1.13. Za svaku formulu logike sudova postoji konjunktivna i disjunk-
tivna normalna forma.

Dokaz. Dokazat ¢emo da za proizvoljnu formulu postoji konjunktivna nor-
malna forma. Dokaz egzistencije disjunktivne normalne forme je slican. Ako
je A valjana formula tada je npr. formula (P V —P) A (P V —P) konjunktivna
normalna forma za A. Promotrimo sada slucaj kada je formula A(Py,...,P,)
oboriva. Neka su Iy,...,I,, sve parcijalne interpretacije, ¢ija je domena {Py,
..., Pp}, 1za koje vrijedi Iy (A) = ... = I,,(A) = 0. Zasve i € {1,...m} isve
j € {1,...n} definiramo literale P;; ovako:

-P;, akoje I(P;) =1,
Pij =
Pj ako je Ii(P]) =0.
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Uocite da vrijedi I;(P;;) = 0. Neka je sada formula B definirana kao
(PiV...VPL) A .. A(PnuiV...V Pon),

§to ¢emo obi¢no kratko zapisivati s

B

1
=
1<
&

Ocito je B konjunktivna normalna forma. Preostalo je jos dokazati da vrijedi
A & B. Za ilustraciju ¢emo dokazati da vrijedi A = B. Obrat ¢emo prepustiti
¢itaocu. Neka je I interpretacija takva da I(B) = 0. PoSto je B konjunkcija
tada postoji ¢ € {1,...,m} tako da vrijedi I(P;; V...V P;,) = 0. Tada dalje
imamo I(P;;) = 0, za sve j € {1,...,n}. No, tada je I/{Py,...,P,} = I,. To
znadi da je I(A) = I;(A) = 0. O

Veé smo spomenuli da normalne forme za danu formulu nisu jedinstvene.
Stovise, za svaku formulu postoji beskonaéno mnogo konjunktivnih i disjunk-
tivnih formi. Da bismo imali barem jedinstvenost u nekom smislu malo ¢emo
modificirati definiciju normalnih formi.

Definicija 1.14. Neka je A(P, ... , P,) konjunktivna normalna forma. Kaze-
mo da je to savrSena konjunktivna normalna forma ako u svakoj njezinoj
elementarnoj disjunkciji svaka propozicionalna varijabla P; nastupa tocéno jed-
nom (s ili bez negacije), te su sve elementarne disjunkcije medusobno logicki
neekvivalentne.

Neka je A(Py, ... ,P,) disjunktivna normalna forma. KaZemo da je to
savrSena disjunktivna normalna forma ako u svakoj njezinoj elementarnoj
konjunkciji svaka propozicionalna varijabla P; nastupa toéno jednom (s ili bez
negacije), te su sve elementarne konjunkcije medusobno logicki neekvivalentne.

Pazljivim ¢itanjem dokaza teorema 1.13. moze se vidjeti da je dokazan slje-
deci korolar.

Korolar 1.15. Za svaku oborivu formulu postoji savrsena konjunktivna nor-
malna forma. Za svaku ispunjivu formulu postoji savrsena disjunktivna nor-
malna forma. SavrSene forme su jedinstvene do na permutaciju varijabli u ele-
mentarnim disjunkcijama, odnosno konjunkcijama, te do na permutaciju ele-
mentarnih konjunkcija, odnosno disjunkcija.

Tvrdnje iz prethodnog korolara éemo koristiti u dokazu sljedeceg teorema.
Napominjemo da je Craigova interpolaciona lema jako znacajna® za razne logi-
cke formalne teorije.

3L. L. Maksimova je 80.—tih godina proslog stoljeéa dala klasifikaciju odredenih modalnih
logika primjenom interpolacionog svojstva.
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Teorem 1.16. (Craigova interpolaciona lema)

Neka je A ispunjiva, i B oboriva formula logike sudova, te neka vrijedi A = B.
Tada postoji formula C tako da je Var(C) C Var(A)NVar(B), i vrijedi A = C
i C = B.

Dokaz. Posto je po pretpostavci formula A ispunjiva tada iz prethodnog ko-
rolara 1.15. slijedi da postoji savrSena disjunktivna normalna forma za A. Bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je A savrsena disjunktivna nor-
malna forma, tj. A = A; V ... V A, gdje su A; elementarne konjunkcije.
Analogno, neka je formula B savr§ena konjunktivna normalna forma (to je
moguée jer je po pretpostavci formula B oboriva). Dakle, B = By A ... A B,
gdje su B; elementarne disjunkcije.

Neka je i € {1,...,s} proizvoljan. Zatim, neka je I interpretacija takva da
je I(A;) = 1. No, onda je I(A) = 1. Iz pretpostavke A = B slijedi I(B) = 1.
Posto je formula B konjunkcija, tada je I(B;) =1, za sve j € {1,...,t}. Time
smo dokazali da za sve i € {1,...,s} 1 je {1,...,t} vrijedi A; = B;.

Sada tvrdimo da za sve i,j u A; postoji literal, oznac¢imo ga s Cj;, koji
nastupa kao disjunktivni ¢lan u formuli B;. U svrhu dokaza te pomoéne tvrdnje
ozna¢imo A = A(Py,...,P,) i B=B(Q1,...,Qmn),te A; = P A ... AP,, gdje
je Py = Py ili P, = —Py. Zatim, neka je B; = Q1 V ... V Qy,. Pretpostavimo
da su literali P, i Q; razligiti za sve k i I. Definirajmo interpretaciju

I : {P17"'aP’I’L7Q17"'an}_){Oal}

tako da je I(Py) zadano tako da vrijedi I(Py) = 1, a 1(Q;) je zadano tako da
je ispunjeno I(Q;) = 0. (Definicija interpretacije I je dobra, bez obzira §to je
moguée {Pi,..., P, }N{Q1,...,Qm} # 0, jer smo pretpostavili da su literali P,
i Q; razliciti za sve k i [). Za tako definiranu interpretaciju I vrijedi I(4;) = 1
i I(B;) = 0. No, to je u kontradikciji s prije dokazanom €injenicom A; = B;.
Time je dokazana pomoéna tvrdnja.

Sada definiramo trazenu formulu C' kao

]

Ocito formula C' sadrzi samo varijable koje nastupaju istovremeno u formulama
A i B. Preostalo je dokazati A= Ci C = B.

Neka je I interpretacija tako da vrijedi I(A) = 1. Posto je A disjunkcija,
tada postoji i € {1,...,s} tako da je I(A;) = 1. No, A; je konjunkcija, pa je
I(Ci;) =1 zasve j € {1,...,t}. Iz toga odmah slijedi I(C) = 1.

Na sli¢an nac¢in dobivamo C' = B. 0
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Zadaci:

1.
2.

Odredite normalne forme za formulu (=P A (Q V R)) V (P A=(Q — R)).

Svaka formula sa n razli¢itih propozicionalnih varijabli definira n-mjesnu
funkciju f, tj. f : {0,1}™ — {0,1}. Dokazite obrat, tj. za proizvoljnu
funkciju f : {0,1}"™ — {0,1} definirajte formulu F koja ”definira” zadanu
funkciju. Je li formula s tim svojstvom jedinstvena?

Neka je A valjana formula, odnosno antitautologija. Odredite normalne
forme za A.

Odredite bar dvije formule A tako da vrijedi

(P—A)& (R— (-PVQ)) i
(@ = R) = P) & (=P — ~A).

. Neka je A konjunktivna normalna forma, koja je valjana formula. Dokazite

da u svakoj elementarnoj disjunkciji postoji neka propozicionalna varijabla
P tako da literali P i —P dolaze u toj disjunkciji.

RjeSenje: Neka je B proizvoljna elementarna disjunkcija, te Py, ... , P,
sve varijable koje dolaze u B bez negacije, a @1, ... ,Q,, sve vari-
jable koje dolaze s negacijom. Pretpostavimo da vrijedi {Py, ... ,P,} N
{Q1, ... ,Qm} = 0. Tada je dobro definirana parcijalna interpretacija I
sa I(P;) =0 1 I(Q;) = 1. Lako je vidjeti da vrijedi I(B) = 0, a onda i
I(A) = 0. No, to je u kontradikeiji s pretpostavkom da je A valjana. Dakle,
pretpostavka {Py, ... , P} N{Q1, ... ,Qm} = 0 vodi na kontradikciju.

Neka je A disjunktivna normalna forma, koja je antitautologija. Doka-
zite da tada u svakoj elementarnoj konjunkciji postoji propozicionalna
varijabla P tako da literali P i —P dolaze u toj konjunkciji.

Dokazite da niti za jednu valjanu formulu ne postoji savrSena disjunkti-
vna normalna forma, te da niti za jednu antitautologiju ne postoji savrsena
konjunktivna normalna forma.

Neka je A formula koja sadrzi n razli¢itih propozicionalnih varijabli. Do-
kazite da je formula A valjana ako i samo ako svaka savrSena disjunktivna
normalna forma za A sadrzi 2" medusobno logicki neekvivalentnih ele-
mentarnih konjunkcija.

Dokazite da je formula A(Py,...,P,) logicki ekvivalenta s nekom formu-
lom F, koja od veznika sadrzi samo A, V i — ako i samo ako savrSena
konjunktivna normalna forma za A ne sadrzi elementarnu disjunkciju
—PV-oPyV...V-P,.
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10.

11.

Postojilin € N, n > 0, tako da za svaku formulu F' logike sudova postoji
konjunktivna normalna forma ¢ija svaka elementarna disjunkcija sadrzi
to¢no n razlicitih literala?

Rjesenje: Ne. Neka je n € N proizvoljan. Promotrimo formulu F =
Py V...V P,y1. Neka je G konjunktivna normalna forma koja u svakoj
elementarnoj disjunkciji sadrzi to¢no n literala. Dokazujemo da tada ne
moze vrijediti F' < G. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da
u svakoj elementarnoj disjunkciji od G nastupaju samo razli¢ite propozi-
cionalne varijable (jer je opéenito (AV A) < A, te je formula F oboriva).
Ako formula G ne sadrzi niti jednu od varijabli P,..., P,4+1 tada ocito
F ¢ G. Neka je Qi; V Qi V...V @, elementarna disjunkcija od G u
kojoj je barem jedan literal oblika Py ili =P, za neki k € {1,...,n+ 1}.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da se varijabla P, 11 ne
pojavljuje u toj disjunkciji. Definiramo interpretaciju I tako da vrijedi
1(Q;) = ... = I(Q;,) = 01 I(Py,4+1) = 1, a na ostalim varijablama
proizvoljno. Tada ocito vrijedi I(G) =01 I(F) = 1.

Neka je F(Py,..., P,) proizvoljna formula logike sudova. Dokazite da po-
stoji konjunktivna normalna forma F'(Py,...,P,,Q1,...,Qm) (m > 0)
tako da svaka elementarna disjunkcija sadrzi tocno tri literala, te za sve
parcijalne interpretacije I : {Py,..., P,} — {0, 1} vrijedi:

I(F) =1 ako isamo ako postoji progirenje I’ od I tako da I'(F') = 1.

Rjesenje: Prvo ¢emo dokazati tvrdnju zadatka za jedan specijalan slucaj,
tj. za formulu koja je elementarna disjunkcija. Neka je C' proizvoljna ele-
mentarna disjunkcija. Tvrdimo da postoji konjunktivna normalna forma
C’ koja ima sljedeéa svojstva:

(i) svaka elementarna disjunkcija od C’ sadrzi tocno tri literala,
(ii) za sve parcijalne interpretacije I : Var(C) — {0,1} vrijedi: I(C) =1
ako i samo ako postoji prosirenje I’ od I tako da vrijedi I'(C") = 1.

Varijable koje dolaze u formuli C' oznaéimo sa Py, Ps, ..., a novo uvedene
varijable u C” éemo oznacavati sa Q1, Q2, ... NekajeC = A; V... VA,
gdje su A; literali. Promatramo slucajeve obzirom na broj [.

(a) 1=1,t). C = A;.
Tada definiramo da je formula C’ jednaka

(AVQIVQ2)N(AIV-Q1VQ2) AN (A1 VQ1V-Q2) N (A1 V-Q1V—Q2).
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(b) 122, tJ C = A1VA2.
Tada definiramo

C' = (ALV AV Q) A (A V AV =Qy).

(¢c)1=3
Tada neka je jednostavno C’ upravo formula C.
(d) I>3
Neka je
1—4
C' = (AVAVQIA N (-QiV AiaVQis1) AN~QisV A1V A).
i=1
(Ako je I = 4 tada u ¢’ imamo ”praznu” konjunkeiju, tj. konjunkciju
oblika /\?:1 . Po definiciji smatramo da je takva konjunkcija jednaka
tautologiji @1 V —@Q1. Odnosno, za sluc¢aj [ = 4 definiramo da je

C''= (AIVAIVQI)AN(=Q1V A3V Ay). )

Preostalo je dokazati tvrdnju (i¢). U slucaju ¢) to je trivijalno. Lako je
vidjeti da za slucajeve a) i b) mozemo uzeti proizvoljna prosirenja I’.
Preostalo je jedino razmotriti slu¢éaj d). Pretpostavimo prvo da vrijedi
I(C) = 1. Tada postoji literal A, tako da je I(A,) = 1. Prosirenje I’ od I
definiramo po slucajevima obzirom na p.

(d1) ako je p=11ili p =2 tada definiramo I'(Q1) = ... = I'(Q;—3) = 0.
(d2) akojep=1—1ilip=1tada definiramo I'(Q1) = ... =I'(Q;—3) = 1.
(ds) Za broj p, za koji vrijedi 3 < p <[ — 2, definiramo

I'Q) =...=T(Qp—2) =1, I'Qp-1)=...=I'(Qi—3) = 0.

Lako je provjeriti da u svim slu¢ajevima vrijedi I'(C") = 1.

Obrat tvrdnje dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Neka je I inter-
pretacija za koju vrijedi I(C) = 0, tj. (A1) = ... = I(4;) = 0. Ako
je I' prosirenje od I tako da je I'(C’) = 1 tada mora biti I'(Q1) =
...=T1'(Q;—3) = 1. No, tada je i I'(~Q;—3 V Aj_1 V A;) = 0, sto povlaci
re) =o.

Time je tvrdnja zadatka potpuno dokazana za slucaj kada je F' elemen-
tarna disjunkcija. Promotrimo sada opcéenit slucaj, tj. kada je F' proiz-
voljna formula. Oznac¢imo sa F; konjunktivnu normalnu formu za F) tj.
neka je [1 = Cy A ... AN, gdje su C; elementarne disjunkcije. Kon-
struiramo formule C] kao prije. (Konstrukcije mozemo provesti tako da su
skupovi novo uvedenih varijabli medusobno disjunktni). Tada definiramo
F' = C{A...AC.. Lako je provjeriti da formula F’ ima trazena svojstva.
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12.

13.

14.

15.

16.

Neka su A i B formule logike sudova, pri ¢emu je A ispunjiva, B oboriva
formula i A — B valjana. Dokazite da tada postoji barem jedna propozi-
cionalna varijabla koja dolazi istovremeno u formulama A i B.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da je Var(A) N Var(B) = 0. Posto
je po pretpostavei formula A ispunjiva tada postoji barem jedna inter-
pretacija I; : Var(A) — {0,1} takva da je I;(A) = 1. Zatim, neka je
I, : Var(B) — {0,1} interpretacija takva da je I3(B) = 0. Definiraj-
mo interpretaciju J : Var(A) U Var(B) — {0,1} s J/Var(A) = I i
J/Var(B) = I (uocite da je zbog pretpostavke Var(A) N Var(B) = 0
definicija interpretacije J dobra). Ocito vrijedi J(A — B) = 0, $to je
kontradikcija s pretpostavkom zadatka da je A — B valjana formula.

Neka je A antitautologija, a B ispunjiva formula logike sudova. Dokazite
da postoji formula C tako da su formule A — C' i C — B valjane, a
C — Ai B — C su oborive.

Rjesenje: Neka je @ propozicionalna varijabla koja ne nastupa u formuli
B. Neka je tada C = B A Q. Ocito su tada formule A — C 1 C — B
valjane. Iz pretpostavke da je B ispunjiva slijedi da postoji interpretacija
I:Var(B)— {0,1} takva da je I(B) = 1. Neka je J totalna interpretacija
koja ima svojstvo J/Var(B) =i J(Q) = 1. Tadaje J(C) = 1i J(A) = 0,
tj. J(C — A) = 0. To znaci da je formula C' — A oboriva. Neka je, zatim,
K totalna interpretacija koja ima svojstvo K/Var(B) =11 K(Q) = 0.
Tada je K(B) =11 K(C) =0, tj. K(B — C) = 0. To znaci da je formula
B — C oboriva.

Neka je A ispunjiva i oboriva formula, a B valjana. Dokazite da postoji
formula C tako dasu A — C'i C — B valjane formule,a C - Ai B — C
su oborive.

Neka alfabet logike sudova sadrzi logicke konstante 1. i T. Neka su Ai B
formule takve da vrijedi A = B. Dokazite da postoji formula C tako da
je Var(C) CVar(A) NVar(B), te vrijedi A= C i C = B.

Neka je sa A(P) oznacena formula u kojoj nastupa varijabla P. Zatim,
neka skup Var(A(P)) sadrzi barem dva elementa i vrijedi Q & Var(A(P)).
Oznacimo sa A(Q) formulu dobivenu zamjenom svih nastupa varijable P
sa Q. Ako je (A(P) A A(Q)) — (P — Q) valjana formula dokazite da
tada postoji formula F' takva da je Var(F) C Var(A(P))\{P} i formula
A(P) — (P < F) je valjana.

Rjesenje: Posto je po pretpostavci formula (A(P) A A(Q)) — (P — Q)
valjana, tada je i formula (A(P) A P) — (A(Q) A Q) valjana. Po pret-
postavci skup Var(A(P)) ima barem dva elementa, pa je Var(A(P) A P)
NVar(A(Q) A Q) # 0. Tada po interpolacionoj lemi slijedi da postoji
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formula F' tako da je Var(F) C Var(A(P) A P) NVar(A(Q) A Q), tj.
vrijedi Var(F) C Var(A(P))\{P}, te su formule (A(P) A P) — F i
F — (A(Q) A Q) valjane.

Pokazimo jos da je formula A(P) — (P < F) valjana. Iz ¢injenice da je
formula (A(P) A P) — F valjana slijedi da je i formula A(P) — (P — F)
valjana. Iz Cinjenice da je F — (A(Q) A Q) valjana formula slijedi da

je formula A(Q) — (F — Q) valjana. Tada je po teoremu o zamjeni i
formula A(P/Q) — (F(P/Q) — P), tj. A(P) — (F — P) valjana.

17. Neka je A= (P - Q)N (Q — P))i B=(-R — (@ < R)). Postoji li
formula C tako da vrijedi A = C' i C = B? Ako postoji odredite barem
jednu takvu.

18. Nekaje A= (-(PAQ)A(P < R))i B = ((R— Q)A—-(SAR)). Postoji li
formula C tako da vrijedi A = C' i C = B? Ako postoji odredite barem
jednu takvu.

1.4.1 Propozicionalni veznici

U tocki 1.2 smo definirali da alfabet logike sudova sadrzi veznike -, A, V, —
i < . U ovoj tocki ¢emo vidjeti da se osnovni skup veznika moze i drugacije
izabrati, a da se izrazajnost jezika logike sudova ne promijeni.

Za n € N svaku n-mjesnu funkciju f : {0,1}" — {0,1} éemo nazivati
propozicionalni veznik, odnosno kratko veznik. Oznaku f ¢emo Kkoristiti
u dva smisla:* kao znak alfabeta i kao funkciju. U ovoj tocki smatramo da za
svaki propozicionalni veznik f postoji simbol u alfabetu za njega, i taj se isto
oznacava s f. Naravno, to zna¢i da smatramo i da je definicija pojma formule
promijenjena u sljede¢em smislu: ako je f m-mjesni veznik, i Ay, ..., A, for-
mule, tada je i f(Ay,...,A,) takoder formula logike sudova. Smatramo da je
jasna interpretacija takve formule.

U prvi tren ¢ini se da ovakvim prosirenjem alfabeta sa svim propozicionalnim
veznicima jezik logike sudova dobiva na vecéoj izrazajnosti. No, vidjet ¢emo da
to nije tako.

Smatramo da alfabet ne sadrzi logicke konstante T i L, osim ako drugacije
ne navedemo. Ako navedemo da alfabet sadrzi logicke konstante tada znak T
semanticki interpretiramo sa 1, a znak L sa 0. To¢nije, T je nul-mjesna funkcija
sa skupa {0, 1} definirana sa T =1, a L je definirana sa 1 = 0.

Definicija 1.17. KaZemo da je n-mjesni veznik f izraziv pomocu nekog skupa
veznika V' ako postoji {f1,..., fm} CV i formula F, u kojoj se pojavljuju samo
veznici f1,..., fm, tako da vrijedi f(Py,...,P,) < F.

4Znakove -, A, V, — i < smo veé koristili u dva smisla. Npr. A je znak alfabeta, ali i
funkcija sa skupa {0,1}2 u {0, 1}.
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Veznik — je moguée izraziti pomocéu skupa veznika {—, V} jer vrijedi (P —
Q) & (=P V Q). Primjenom teorema o normalnoj formi (vidi teorem 1.13.)
znamo da je svaki propozicionalni veznik moguce izraziti pomoc¢u skupa veznika
{=, A,V

Definicija 1.18. KaZemo da je skup veznika V nezavisan ako ne postoji niti
jedan veznik v € V kojeg je mogude izraziti pomocéu skupa V\{v}. Inace kazemo
da je skup veznika zavisan.

Skup veznika {—, A, V, —, <} je zavisan jer je npr. veznik — moguée izraziti
pomocu {—, V}. Kasnije ¢emo navesti primjere nezavisnih skupova veznika.

Definicija 1.19. Neka je W neki skup propozicionalnih veznika. Za skup vez-
nika V kaZemo da je potpun za W ako se svaki w € W moZe izraziti pomocu
skupa V. Za skup veznika V' kaZemo da je baza za W ako je potpun za W i
nezavisan.

Propozicija 1.20. Neka je W = {—,A,V,—,<}. Svaka baza za W koja je
podskup od W mora sadriavati veznik —.

Dokaz. Oznacimo sa F skup svih formula u kojima se mogu pojavljivati samo
veznici iz skupa W\{-}. Zatim, s I ozna¢imo interpretaciju koja je na svim
propozicionalnim varijablama 1. Indukcijom po slozenosti lako je dokazati da za
sve F' € F vrijedi I(F) = 1. No, to upravo znaci da ne postoji formula F € F
za koju bi vrijedilo F' < —P, tj. veznik = je nemogudée izraziti pomoc¢u skupa
{A\V,—, <} 0

Sljedeci korolar odmah slijedi iz dokaza prethodne propozicije.
Korolar 1.21. Svaka antitautologija, u kojoj se mogu pojavijivati samo veznici
-, A\, V,— 1 <>, mora sadriavati veznik —.

Za daljnja izlaganja su nam znacajna sljedeéa dva veznika: Shefferova®

operacija | i Lukasiewiczeva operacija® | . Sljede¢om tablicom zadajemo
interpretaciju te dvije operacije, te definiramo interpretaciju veznika V kojeg
nazivamo ekskluzivna disjunkcija.

PlQ|PTQ|P|IQ]|PVQ
0[o0 1 1 0
0[1 1 0 1
110 1 0 1
1]1 0 0 0

5H. M. Sheffer, 1882.-1964.
6J. Lukasiewicz, 1878.-1956.
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Lako je vidjeti da za Shefferovu operaciju T vrijedi (P T Q) < —(P A Q), a za
Lukasiewiczevu operaciju | vrijedi (P | Q) < —(PV Q).

Postoji 22 unarnih, odnosno 2* binarnih, propozicionalnih veznika. Za jos
neke binarne veznike kasnije éemo navesti uobicajne nazive.

Primjer 1.22. Pomocu Shefferove operacije, odnosno Lukasiewiczeve operaci-
je, tzrazimo svaki od veznika —, A 1 V. Lako je provjeriti da vrijedi:

-P & (PTP);
(PVQ) & (PTP)T(QTQ);
(PANQ) & (PTQ)T(PTQ);

-P & (P|P)
(PvQ) & (PLQ)L(PlQ)
(PAQ) & (PLP)1(QLlQ).

Primjenom teorema o normalnim formama (vidi teorem 1.18.) zakljucujemo da
se svaki propozicionalni veznik moze izraziti pomocu Shefferove, odnosno Luka-
siewiczeve operacije. Dakle, skupovi {1} i {l} su baze za skup svih veznika. U
sljedeéoj propoziciji dokazujemo da su oni jedini binarni veznici koji imaju to
svojstvo.

Propozicija 1.23. Ako je o binarni propozicionalni veznik koji ima svojstvo da
je {o} baza za skup svih propozicionalnih veznika, tada je o Shefferova operacija
1 ili Lukasiewiczeva operacija | .

Dokaz. Tijekom ovog dokaza za proizvoljne x,y € {0, 1} radi kratkoce pisemo
x oy umjesto o(z,y),

Primijetimo da mora vrijediti 1 01 = 0. Inace bi za interpretaciju I =11 za
svaku formulu F, u kojoj je o jedini veznik, vrijedilo I(F) = 1. No, to znaci da
se npr. veznik — ne bi mogao izraziti pomocu veznika o. Sli¢no, mora vrijediti
000 = 1. Promotrimo sada sve slucajeve obzirom na vrijednost veznika na
parovima (1,0) i (0,1). Imamo sljedeca cetiri slucaja:

a) 1lo0=1,001=1;
b) 100=1,001=0;
c) 100=0,001=1;
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d) 100=0,001=0.

Uzevsi u obzir da je 101 =01 000 = 1 tada slucaj a) odgovara Shefferovoj
operaciji, a slucaj d) Lukasiewiczevoj. Promotrimo preostala dva slucaj, tj. b)
i c). Lako je vidjeti da za slucaj b) vrijedi (P o Q) < —Q, a za slu¢aj c) imamo
(P o Q) < —P. No, iz toga odmah slijedi da niti u jednom od ta dva slucaja
skup {o} ne moze biti baza.

Time smo dokazali da veznik o mora biti T ili pak | . 0

Sada dajemo definicije nekih znacajnih skupova propozicionalnih veznika.
Sa Vez ¢emo oznacavati skup svih propozicionalnih veznika.
Sa Tg oznac¢avamo skup svih veznika f za koje vrijedi f(0,...,0) =0.
Sa Ty oznacavamo skup svih veznika f za koje vrijedi f(1,...,1) =1.

Oznagimo sa + binarni veznik koji je definiran kao zbrajanje modulo 2 na skupu
{0,1}.7 Za veznik f kazemo da je linearan ako vrijedi f(z1,...,7,) = 1 +
.ot xn + ¢, gdje je ¢ € {0,1}. Sa L oznacavamo skup svih linearnih veznika.

Sa ¥ oznacavamo uredenu n-torku (z1,...,2,), analogno upotrebljavamo oz-
naku . Za veznik f kazemo da je monoton ako za sve T, 7 € {0,1}" vrijedi da
pretpostavke 1 < y1, ..., z, <y, povlace f(Z) < f(¥). Neka je sa M oznacen
skup svih monotonih veznika.

Za veznik f kazemo da je samodualan ako vrijedi f(z1,...,z,) =
-f(—xy,...,wy), za sve x; € {0,1}. Skup svih samodualnih veznika oznacava-
mo sa D.

Kazemo da je neki skup propozicionalnih veznika V' zatvoren ako V sadrzi
sve veznike koji se mogu izraziti pomoc¢u elemenata od V. Skup veznika V =
{—,V, —, <} nije zatvoren jer je npr. veznik A izraziv pomoc¢u V, a veznik A ne
pripada skupu V. U zadatku 7 su definirani primejri zatvorenih skupova veznika.

Za skup V veznika kazemo da je pretpun ako je zatvoren i nije sadrzen ni
u kojem zatvorenom skupu razli¢itom od Vez.

Bez dokaza navodimo dvije vazne ¢injenice vezane uz upravo definirane
skupove veznika. Dokaze sljedeéih dvaju teorema mozete pogledati u [23].

Teorem 1.24. (Postor® teorem,)
Ne postoje drugi pretpuni skupovi ostm Ty, Ty, L, M © D.

"Uotite da je 4 zapravo ekskluzivna disjunkcija. No, u ovom kontekstu uobicajno je govoriti
o zbrajanju modulo dva.
8E. Post, 1897.-1954.
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Teorem 1.25. Skup veznika V' je potpun za skup Vez ako i samo ako V nije
sadrzan ni u jednom pretpunom skupu veznika.

Problem odredivanja i klasificiranja svih baza je tezak i njegovo rjesenje
prelazi okvire osnovnog kursa matematicke logike.”

Grubo govoredi, problem minimizacije sastoji se od odredivanja ekvivalentne
formule sa §to manje veznika za proizvoljnu zadanu formulu. Ovaj problem je
vrlo vazan. Njegovo rjesavanje prelazi okvire ove skripte. Vise o problemu
minimizacije mozete ¢itati u [18] i [28].

Na kraju ove tocke zelimo jos naglasiti da ¢emo u tocki pod naslovom Racun
sudova smatrati da alfabet sadrzi samo veznike = i — . No, nadamo se da nakon
izlaganja u ovoj tocki to neée stvarati zabunu, posto znamo da je {—, —} baza
skupa svih propozicionalnih veznika.

Zadaci:
1. Dokazite da vrijedi:

a) veznici A 1V su izrazivi pomoc¢u skupa {—, —};

o

veznik V je izraziv pomoéu {—};

o

veznik — nije mogude izraziti pomodéu skupa {A, V};

o

@

)
)
)
) veznik A nije mogudée izraziti pomocu skupa {V, —};
) veznik — je izraziv pomocéu {—, L};

)

f) veznik — je izraziv pomoéu veznika iz {+, T }.
Rjesenje b): Lako je provjeriti da vrijedi (PV Q) < (P — Q) — Q).

2. Dokazite potpunost sljede¢ih skupova propozicionalnih veznika za skup
Vez:
a) {A,V, =}
b) {v,=}
) {=h
)
)

o

d) {+,V,L};
e) {—,L}.

U [9] odredene su sve baze za skup svih propozicionalnih veznika koje sadrze samo bi-
narne i unarne veznike. Dokazano je da postoje totno dvije jednoclane baze (Shefferova i
Lukasiewiczeva operacija), 34 dvoc¢lane baze i 10 troclanih baza. Zatim, pokazano je da ne
postoji baza s unarnim i binarnim veznicima koja bi sadrzavala vise od tri elementa.
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3. Dokazite da sljedeé¢i skupovi veznika nisu potpuni za skup Vez :

a) {_'vH}§
b) {/\,\/,—>};
c) {A,V,V}.

4. Dokazite da su sljedeéi skupovi veznika nezavisni:

a {ﬁ7<_>};

)

b) {=,+}
) {e,+h
d) {v,<}.

Uputa za a): Primijetite da vrijedi «»€ T i = ¢ Tj. Posto je skup T}
zatvoren, tada slijedi da veznik — nije moguce izraziti pomocéu veznika
— . Lako je vidjeti da je svaka formula F'(P) u kojoj se pojavljuje samo
veznik — (ta formula moze sadrzavati samo jednu jedinu varijablu!) logicki
ekvivalentna sa P ili pak sa =P. No, formula P < @ nije ekvivalentna ni
sa P, ni sa = P.

5. Odredite barem jedan tromjesni veznik f tako da je {f} baza za skup svih
propozicionalnih veznika.
Rjesenje: Neka je f veznik takav da vrijedi f(P, P, P) < —P, te vrijedi
f(P,Q,Q) < PV Q. Dokazite da je tada {f} baza za Vez.

6. Dokazite da su sljedec¢i skupovi veznika baze za skup Vez :

a) {—, 4%} , gdje je veznik ¢ definiran tako da vrijedi (P ¢ Q) <
(-(@ — P));

b) {f}, gdje je f tromjesni veznik definiran tako da vrijedi f(P,Q, R)
< ((QAP)V(-Q A R)), a alfabet sadrzi logicke konstante T 1 L.

7. Dokazite da su Ty, Ty, L, M i D u parovima razli¢iti zatvoreni skupovi
veznika, te je svaki od navedenih skupova razli¢it od Vez.
Uputa: Neka je sa S oznacen bilo koji od navedenih skupova. Reéi ¢emo
da je veznik f € Vez n-izraziv u S ako postoji formula F koja sadrzi
toéno n veznika (ne nuzno razli¢itih) koji svi pripadaju skupu S, te vrijedi
f < F. Indukcijom po n dokazite da svaki n-izraziv veznik u S pripada
skupu S.
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Dokazite da je skup {A,+} baza za skup Tp.
Uputa: Prvo dokazite sljede¢u pomoénu tvrdnju:
za sve f:{0,1}" — {0, 1} vrijedi

flae,...,z,) = E Qg Ao AN, AN, N AT
1<ir<...<ip<n, k>0

gdje su a;,,...,a; € {0,1}. Tada odmah slijedi da neki veznik pripada
skupu Ty ako i samo ako je slobodni ¢lan u gornjoj sumi jednak 0. No,
tada odmah imamo da je skup {A,+} potpun za Tj.

Posto je A € T'\L 1 + € L\T) tada slijedi da je {A,+} nezavisan skup
veznika.

Neka je f n-mjesni veznik koji je izraziv pomoéu {V, —}. Dokazite da tada
postoji i € {1,...,n} tako da je za sve & ispunjeno (&) > x;.

RjeSenje: Za f ¢emo redi da je m-izraziv pomocu V i — ako postoji veznik
g, u kojem se pojavljuju samo veznici V i — totno m puta, tako da je
f = g. Indukcijom po m dokazite da za svaki m-izraziv veznik f postoji
i € {1,...,n} tako da je f(Z) > z;. (Uocite da vrijedi z1 — x9 > xo i
21V Ty > x1).

Dokazite da je skup {A, —} baza za skup T7.

Rjesenje: Neka je f € Ty proizvoljan veznik. Posto je f(1,...,1) =1
tada savrSena konjunktivna normalna forma za f ne sadrzi elementarnu
disjunkciju oblika =Py V ...V =PF,. Iz zadatka 9 sa strane 26 slijedi da
se veznik f moze izraziti pomocu skupa veznika {V,A, —}. No, tada iz
zadatka 1 sa strane 34 slijedi da je {A, —} potpun skup veznika za T.

Dokazimo jos nezavisnost skupa {A, —}. Ako je f veznik, koji je izraziv
pomocu A, tada je ocito f € Ty. No, —¢ Ty. Primijetimo da nije z1 Axo >
T1, a ni T1 A To > xo. Iz prethodnog zadatka 9 tada slijedi da veznik A
nije moguce izraziti pomocu veznika — .

Neka alfabet sadrzi i konstante T i L. Dokazite da je tada skup {V, A, L, T}
baza za skup M svih monotonih veznika.
Rjesenje: Neka je f m-mjesni monotoni veznik. Definiramo veznike h i g
sa;

hza,...,xn) = f(T,x2,...,2,);

g(xay ... xn) = f(L,za, ..., 2y).

Lako je provjeriti da su h i ¢ monotoni veznici. Po sluc¢ajevima lako je
provjeriti da vrijedi

flxr,... xn) = (w1 Ah(xe, ... x0)) V (021 Agre, ... x)).
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12.

13.

Iz monotonosti veznika f slijedi h(za,...,z,) > g(22,...,2Tn), za sve x; €
{0,1}. Posebno iz toga slijedi h(xa, ..., zn) = A(a2, ..., n)Vg(Za, ..., Tyn).
Tada je

f(xla...,l’n) = (51'1/\(h(x27'-'7xn)\/g(xQ""’xn))
\V4 (—\xl /\g(xz, ceoy I
= ($1/\h($27~-~>$n))\/
(mx1 Ag(xa, ... zp))
= (],‘1/\h($27~-~7xn))\/

Analogno dalje.

Neka alfabet sadrzi i konstante T i L. Dokazite da je {«<, L} baza za skup
L svih linearnih veznika.

Rjesenje: Uocimo da vrijedi ~z < (xz < L), (z+y) & ~(x < y) i
T & (z < z). Iz toga lako slijedi da je svaku linearnu funkciju mogudce
izraziti pomoc¢u veznika | i < . Nezavisnost skupa veznika { L, «} slijedi
iz ¢injenica L € Ty\T} i <€ T1\To.

Sa f ozna¢imo tromjesni veznik za kojeg vrijedi f(P,Q,R) < (P A Q) +
(QAR)+ (RAP)). Dokazite da je {—, f} baza za skup D svih autodualnih
veznika.
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1.5 Testovi valjanosti

U tocki 1.3 uveli smo nekoliko semantickih pojmova. To su: implikacija, logicka
ekvivalencija, ispunjivost, oborivost, valjanost i antitautologija. Lako je vidjeti
da su svi ti pojmovi medusobno definabilni. Pogledajmo kako se svi navedeni
pojmovi svode na valjanost. Oc¢ito vrijedi:

A= B ako i samo ako A — B je valjana formula;
A& B ako i samo ako A < B je valjana formula;
A je ispunjiva ako i samo ako —A nije valjana formula;
A je oboriva ako i samo ako A nije valjana formula;

A je antitautologija ako i samo ako —A je valjana formula.

Ako treba npr. ispitati ispunjivost neke formule A dovoljno je vidjeti da
formula —A nije valjana. Ovdje éemo govoriti o na¢inima ispitivanja valja-
nosti, tj. o testovima valjanosti.'? Jedan od tih testova veé smo upoznali u
tockama 1.3 11.4. To su semanticke tablice. No, nedostatak je tablica da ispituje
vrijednost formule za svaku adekvatnu interpretaciju. Ako formula sadrzi n
razli¢itih propozicionalnih varijabli tada semanticka tablica sadrzi 2" redaka.
To je vrlo neprakti¢no za malo veée n-ove.

Zapravo najveéi nedostatak semantickih tablica je da je to jedna ”brute-
forca” metode. Iz semantickih tablica mi ne mozemo zakljuéiti koji su uzroci
da je neka formula ispunjiva, oboriva, valjana ili antitautologija.

Vazno je uociti da se prilikom ispitivanja valjanosti formula sematickom
tablicom ispituju vrijednosti istine za svaku adekvatnu parcijalnu interpretaciju.
Testovi kod kojih se ne odreduje vrijednost istine za svaku interpretaciju, veé
se samo trazi jedna interpretacija koja bi imala odredeno svojstvo, nazivaju se
ciljani testovi.

Ako zelimo odrediti je li neka formula ispunjiva tada nas zanima postoji li
neka interpretacija za koju je dana formula istinita. Ako pak zelimo npr. ispitati
slijedi li neka formula F logicki iz nekog danog kona¢nog skupa S tada moramo
ispitati postoji li interpretacija I za koju vrijedi I(S) =11 I(F) = 0.

Sada dajemo jedan primjer ciljanog testa. Nazivamo ga glavni test.!!
Opisimo kratko glavni test na primjeru kada za neku formulu F' treba ispitati je

10Problem ispunjivosti formule logike sudova, tj. SAT (eng. satisfaction), je jedan od NP-
problema. To znali da postoji algoritam koji za proizvoljnu formulu F' i nedeterministicki
odabranu interpretaciju I u polinomijalnom vremenu ispita vrijedi li I(F) = 1. Stovie, SAT
je jedan od NP-potpunih problema, tj. svaki drugi NP-problem se moze svesti na SAT. Se-
manticke tablice su npr. jedan algoritam za ispitivanje ispunjivosti formule. No, znamo ako
formula sadrzi n razlicitih propozicionalnih varijabli, tada semanticka tablica sadrzi 2™ redaka.
To znaci da semanticke tablice nisu polinomijalni algoritam, veé eksponencijalni.

11U literaturi se glavni test naziva i semantic¢ko stablo, odnosno semanticki tableaux (vidi
[36] ili [37]).
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li valjana. Na slican nacin se ispituje ispunjivost, oborivost, antitautologi¢nost,
implikacija i logicka ekvivalencija formula. Prilikom ispitivanja valjanosti for-
mule F' polazimo od pitanja postoji li interpretacija propozicionalnih varijabli za
koje je dana formula neistinita. 1z tog razloga test poc¢inje s retkom oblika: F' L.
Tada primjenom odredenih pravila (obzirom na ”glavni” veznik) razgradujemo
danu formulu. Ovdje znak | koristimo kao oznaku za ”formula je neistinita”.
Analogno upotrebljavamo znak T. Sada navodimo pravila koja koristimo pri-
likom glavnog testa.

SENG 5 O

BT BT
() Brc (7) Brc Q)
BT /A
cT BL C1
v) Bvce (D) Bve (U
/A B1
BT CT C1
(=) B—-C B—-C
/A BT
BL CT C1L

(<) BHC@ BHC’@
/A /N
BT B 1L BT B 1

cT Cc1L c1L cT

Zaokruzivanje konstante (npr. @ ) znaci da se dani zahtjev svodi na nove
zahtjeve koji ga slijede. Za ilustraciju promotrimo sljedeée pravilo:

Bve (7)
/N
BT CT

Iz njega citamo da je formula B V C istinita ako je istinita formula B ili C, tj.
istinitost formule B V C se svodi na istinitost formule B ili formule C.
Ako se prilikom ispitivanja na nekoj grani pojave reci oblika A @ i

A @ tada na toj grani prekidamo ispitivanje, te na kraj grane stavljamo
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oznaku X. Time smo oznacili da su uvjeti na egzistenciju interpretacije kon-
tradiktorni na toj grani. Ako sve grane zavrse sa X tada zakljucujemo da
trazena interpretacija ne postoji. Inace s grane koja nije zavrsila sa X oc¢itavamo
trazenu interpretaciju.

Primjer 1.26. Ispitajmo pomocu glavnog testa je li dana formula valjana:

S(PA-Q) = (~PV Q)

~(PA-Q) = (-PvQ) @)

Posto su sve grane zavrsile sa X zakljuéujemo da ne postoji interpretacija
za koju bi dana formula bila neistinita. To znaci da je pocetna formula valjana.

U [36] i [37] je dokazano da je glavni test korektan i potpun test.

Glavni test uvijek zavrsava u kona¢no mnogo koraka. Tada mozemo vidjeti je
li npr. formula valjana, ili pak mozemo procitati interpretaciju za koju je formula
neistinita. To zna¢i da za svaku formulu logike sudova mozemo u konaéno
mnogo koraka odluciti je li valjana. Zbog toga kazemo da je logika sudova
odluciva teorija.'? To je jedna od najveéih razlika s logikom prvog reda koja
nije odluciva teorija.

12Pojam odluéive teorije ne mozemo ovdje strogo definirati. Trebali bismo prije definirati
pojam algoritma. (vidi npr. [7] ili [1]).
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Zadaci:

1. Pomocu glavnog testa ispitajte valjanost formule
(PAQ)V (=PA-R)) — (Q < R).

Rjesenje:

(PAQV(-PA-R) — (@Q=R) (O
(PAQ)V (-PA-R) @
Q-r O
prQ 0O -Pr-r (1)

@
@
©
©
AN
Qe @
Q)

Posto postoje grane koje nisu zavrsile kontradikcijom tada zakljucujemo
da dana formula nije valjana. Mozemo ocitati dvije interpretacije za koje
je dana formula neistinita. Jedna je definirana sa I(P) = I(Q) = 11i
I(R) = 0. Druga je definirana sa J(P) = J(R) =01 J(Q) = 1.

2. Primjenom glavnog testa ispitajte je li:

a) formula (P, — (P — P)) — (P; — P,) valjana;
b) formula (P — Q) A (Q — R) A (=P A R) ispunjiva,
¢) formula —(=Q Vv P) A (P V =R) A (Q — R) oboriva.
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3. Ispitajte vrijedi li (P A Q) = (=P < Q).

4. U nekoj gostionici skupili su se mladi¢i i djevojke na pokladnu zabavu.
Gazdarica gostionice je rekla mladi¢ima: ”Svatko tko ispuni sljedeca tri
uvjeta dobit ¢e bocu Sampanjca. Uvjeti glase:

(1) Ako netko plese s crnkom ili plese sa mnom (inkluzivno ”ili”!) onda
mora plesati s konobaricom i ne smije plesati s plavusom.

(2) Ako netko ne plese s konobaricom ili ako plese s crnkom, onda ne
smije plesati sa mnom, ali mora plesati s plavusom.

(3) Mora plesati sa mnom, ali ne smije s konobaricom, osim ako plese s

crnkom, ali ne s plavusom.”
Sto mora uéiniti mladié¢ da besplatno dobije bocu sampanjca?'3
Rjesenje: Uvodimo sljedec¢e oznake za tvrdnje:

e P —”mladi¢ je plesao s plavusom”;
e (' — ”mladi¢ je plesao s crnkom”;
e K —7mladi¢ je plesao s konobaricom”;

e (G — "mladi¢ je plesao s gazdaricom”.

Ako simbole P, C;, K i G shvatimo kao propozicionalne varijable tada
se dani zadatak svodi na ispitivanje je li formula

((C\/G) — (K/hP)) A <(ﬂK\/C) — (ﬂG/\P)>/\<ﬂ(C/\—|P) — (G/ﬁK))
ispunjiva. Primjenom glavnog testa to ucinite (formula je antitautologija,

a to znaci da niti jedan mladi¢ ne moze ispuniti gazdari¢ine uvjete).

5. Neki mladozenja poslije vjencanja rece svojoj zeni: ”Draga moja, dobro
¢emo se slagati ako s obzirom na ruckove ispunis ova tri uvjeta:
1. Ako ne das kruh na stol tada moras dati sladoled.
2. Ako das kruh i sladoled, ne smijes dati krastavce.

3. Ako das krastavce ili (inkluzivno ’ili’!) ne da§ kruh, onda ne smijes
dati sladoled.”

Jesu li ovi uvjeti zajedno ispunjivi, i ako jesu, kako ih je moguée postiéi?

13Zadaci 4 i 5 su dani u knjizi D. Blanusa, Visa matematika II-1, Tehnicka knjiga, Zagreb,
1965, na stranama 347-350. O rjeSenju tih zadataka pomoéu Booleovih algebri mozete ¢Citati
i u ¢lanku Z. Hanjs, D. Zubrinié, Danilo Blanusa i njegov problem mladozenje, Matematicko—
fizicki list, 214 (2003), 82-90
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1.6 Racun sudova (Frege-Lukasiewiczev sistem)

Glavnim testom moze se utvrditi je li neki zakljucak ispravan, ali nije uvijek
oc¢ito kako konkluzije slijede iz premisa. Sustavan na¢in na koji mozemo ispi-
tati logicki slijed je odgovarajuéi sustav koji na nedvosmisleni i precizan nacin
definira pojam dokaza, tako da je moguce dokazati samo one konkluzije koje
slijede iz premisa. Takvi sustavi nazivaju se deduktivni sustavi. Postoji
nekoliko vrsta deduktivnih sustava. Mi ¢emo proucavati jedan hilbertovski sus-
tav (nekoliko aksioma i jedno pravilo izvoda) i jedan sustav prirodne dedukcije
(nema aksioma).

1.6.1 Sistem RS

U ovoj tocki prvo dajemo definiciju Frege—Lukasiewiczevog sistema, kojeg ovdje
oznacavamo s RS (ra¢un sudova). Nakon toga definiramo pojmove dokaza,
teorema i izvoda. Prvo dokazujemo teorem adekvatnosti za sistem RS, kojim
je iskazana korektnost sistema obzirom na semantiku definiranu u prethodnim
tockama. Zatim, nizom lema i teoremom dedukcije dajemo osnovna svojstva
izvoda, odnosno dokaza. Ujedno nam te Cinjenice sluze za dokaz glavnog teo-
rema ove tocke - teorema potpunosti.

Vazno je naglasiti da u ovoj tocki ne promatramo isti alfabet kao prije, veé
samo sljedeéi skup osnovnih znakova:

{ﬁ7_)7 (, )} U {Po,Pl,...}.

To smanjenje nije nikakvo bitno smanjenje izrazajnosti jezika logike sudova, jer
se svi ispusteni veznici (tj. A, V i <) mogu definirati pomo¢u veznika = i — . No,
to ¢e nam bitno skratiti dokaze koji se provode indukcijom po sloZenosti formule.
Zbog promjene alfabeta mijenja se i definicija pojma formule. Ovdje necemo
navoditi tu izmijenjenu definiciju, ve¢ samo isticemo da sada u induktivhom
koraku definicije imamo samo dva slucaja, i to obzirom na veznike = i — .

Veznike A, V i <, koji nisu elementi alfabeta, shva¢amo kao pokrate, i to
redom ovako:

AN B oznacava —(A — —B);
AV B oznatava —A — B;
A < B oznacava —((A — B) — ~(B — A)).

Prije same definicije sistema RS objasnimo pojam aksioma i pravila izvoda.
Aksiom sistema RS je izabrana formula. Zapravo, aksiome RS definiramo
pomocu shema formula.

Neka je A(Py, ..., P,) formula. Shema formule A je skup svih formula
oblika A(By, ..., By), gdjesu By, ..., B, oznake za proizvoljne formule. Shemu
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formule oznacavamo isto kao i formulu. Za danu shemu formule svaki njen
element nazivamo instanca. Npr. ako je sa (P3 A Py) — (P4 < P;) zadana
shema formule, tada je (P; A (-— Py V Ps)) — ((—— P2 V Ps) < P;) jedna njena
instanca. Ponekad se shema formule zadaje pomoé¢u meta—varijabli za formule.
Npr. ako kazemo da je A — ((B A C) < —=A) shema formule, tada mislimo na
skup svih formula tog oblika, gdje su umjesto meta—varijabli A, B i C' uvrstene
proizvoljne formule. Obi¢no ¢emo sheme formula koristiti prilikom zadavanja
aksioma, pa ¢emo govoriti o shemama aksioma.

Pravilo izvoda je zadana transformacija kojom iz skupa formula dobivamo
novu formulu. Obi¢no se pravilo izvoda shematski zapisuje u obliku

A Ay
B

a Citamo ga kao 7iz skupa formula { Ay, ..., A,} slijedi formula B”. Formule
A; se nazivaju premise, a formula B se naziva konkluzija. Obic¢no se Zeli da
zadano pravilo izvoda €éuva istinitost, tj. da vrijedi

{Ay, ..., Ay} = B.

Navest ¢emo nekoliko primjera pravila izvoda. Tzv. pravilo A eliminacije je

zadano s
ANB

A.
Npr. formula P — @ je dobivena iz formule (P — Q)A(RV (-P < R)) pomoéu
gornjeg pravila A eliminacije. Dok je formula (=P VvV R) — —R dobivena iz
premisa (-PV R) — (RAQ) < -P) i ((RAQ) < —P) — —R pomocu tzv.
pravila hipoteticki silogizam, t;j.

A— B B—C
A—C '

Prilikom zadavanja nekog sistema za logiku sudova osnovni zahtjev je da svaku
valjanu formulu mozemo dobiti kao rezultat konatno mnogo transformacija (t;.
primjenom zadanih pravila izvoda) na danom skupu aksioma.
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Definicija 1.27. Sistem RS zadan je svojim shemama aksioma i jednim pra-
vilom izvoda. Sheme aksioma sistema RS su:

(A1) A— (B — A);

(A2) (A= (B—=C) = (A= B)—=(A—=0));

(A3) (=B — —-A) — (A — B).

Jedino pravilo izvoda je modus ponens ili kratko mod pon tj.
A A— B
—F

Svaku instancu neke od shema (Al) — (A3) nazivamo aksiom.

Definicija 1.28. KaZemo da je niz formula Fy,..., F, dokaz za formulu F u
sistemu RS ako vrijedi:

a) formula F,, je upravo F, tj. vrijedi F,, = F,

b) za sve k € {1,...,n} formula Fy, je ili aksiom ili je nastala primjenom
pravila modus ponens na neke formule F; i F}, gdje sui,j < k.

Kazemo da je formula F teorem sistema RS, u oznacit-gs F (odnosno, kratko
F F), ako u RS postoji dokaz za F.

Primijetite da pojam teorema (a i dokaza) ovdje upotrebljavamo u dva smisla
- teorem sistema RS i teorem koji nesto govori o sistemu RS. Ponekad se u
literaturi za ovaj drugi smisao pojma teorema moze naci izraz ”metateorem”.
Mi ovdje ne¢emo ¢initi razliku, nadajuéi se da ¢e znacenje rijeci ”teorem” slijediti
iz danog konteksta.

Teorem 1.29. (teorem adekvatnosti za sistem RS)
Svaki teorem sistema RS je valjana formula.

Dokaz. Lako je dokazati da je svaki aksiom sistema RS valjana formula. Za-
tim, pravilo izvoda modus ponens ¢uva istinitost. Odnosno, ako je I inter-
pretacija propozicionalnih varijabli takva da vrijedi I(A) =1 i I(A — B) =1,
tada oc¢ito mora vrijediti I(B) = 1.

Reéi ¢emo da je formula ' n—dokaziva (n € N) ako postoji barem jedan
dokaz duljine n u sistemu RS za formulu F. Indukcijom po n dokazujemo da je
svaka n-dokaziva formula valjana. Ako je F' 1-dokaziva tada dokaz za F' izgleda:
F (aksiom). Na pocetku dokaza smo naveli da je svaki aksiom valjana formula.

Pretpostavimo da je za neki n € N, n > 1, za sve k < n svaka k-dokaziva
formula valjana. Neka je F' neka n—dokaziva formula, te neka je Fy, ..., F,



46 POGLAVLJE 1. LOGIKA SUDOVA

neki dokaz za F' duljine n. Po definiciji dokaza vrijedi F,, = F, te je F,, aksiom
ili pak je formula F}, nastala primjenom pravila modus ponens iz formula F; i
F; gdje sui,j < n. Ako je F;, aksiom tada znamo da je to valjana formula. Ako
je formula Fj, nastala pomocéu pravila modus ponens tada su po pretpostavci
indukcije formule F; i Fj valjane. No, na pocetku smo bili primijetili da pravilo
modus ponens Cuva istinitost, pa je i formula F,, valjana. O

Sada nam je glavni cilj dokazati obrat gornjeg teorema, tj. teorem potpuno-
sti. U tu svrhu prvo dokazujemo niz lema i propozicija.

Lema 1.30. Vrijedi H A — A, tj. za sve formule A logike sudova formula
A — A je teorem sistema RS.

Dokaz.  Sljede¢im nizom formula dajemo jedan dokaz u sistemu R.S za formulu

A— A
1. A—-((A—-A4)—A)—

(A= (A— A)) - (A— A) (aksiom (A2))
2. A— (A= A) — A) (aksiom (A1))
3. (A—-(A—-A)—(A— A (mod pon: 1.1 2.)
4. A= (A= A) (aksiom (AL))
5. A— A (mod pon: 3.14.)

|

Jednom dokazani teorem od RS mozemo upotrebljavati u novim dokazima.
(Mogli bismo ¢itav dokaz teorema prepisati u novi trazeni dokaz). To ¢emo
ilustrirati prilikom dokaza sljedec¢eg teorema sistema RS. Tvrdimo da za sve
formule A vrijedi - -4 — (A — A). Sljedeéim nizom formula dajemo dokaz za
-A— (A— A).

1. (A—-A) —-(-A—(A— A)) (aksiom (A41))
2. A A (po prethodnoj lemi 1.30.)
3. " A—-(A—A) (mod pon: 1.1 2.)

Sada dajemo definiciju izvoda. U izvodima, za razliku od dokaza, osim

aksioma imamo i posebno dozvoljene formule koje nazivamo pretpostavke.

Definicija 1.31. Neka je S proizvoljan skup formula logike sudova i F neka
formula. KazZemo da je niz formula Fy,..., F, izvod iz skupa S formule F u
sistemu RS, u oznaci S+ F, ako vrijedi:

a) formula F,, je upravo formula F, tj. imamo F, = F;

b) za sve k € {1,...,n} vrijedi barem jedno od sljedecey:
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b1) Fy je aksiom sistema RS,
bs) Fy € S (tada formulu Fy nazivamo pretpostavka);

bs) formula Fy, je nastala iz nekih F;, F; (i, < k) pomocu pravila modus
ponens.

Dokaz sljedeée propozicije je sasvim analogan dokazu teorema adekvatnosti
za sistem RS pa ga necemo ovdje navoditi.

Propozicija 1.32. Neka je S skup formula i F' neka formula tako da vrijedi
S+ F. Tada vrijedi S |= F.

Sada ne¢emo odmah dati primjer nekog izvoda ve¢ ¢emo prvo dokazati teo-
rem dedukcije. Taj teorem nam bitno olakSava pronalazenje izvoda.

Teorem 1.33. (teorem dedukcije)
Neka je S skup formula, te A i B formule logike sudova. Ako vrijedi SU{A} -
B, tada vrijedi i S+ A — B.

Dokaz.  Za proizvoljnu formulu F reéi ¢emo da je n-izvodljiva iz skupa formula
SU{A} ako postoji izvod formule F iz tog skupa koji je duljine n. Indukcijom po
n dokazujemo da za svaku n-izvodljivu formulu F iz skupa S U {A} vrijedi S+
A — F. Ocito tada slijedi tvrdnja teorema. Prije dokaza indukcijom promotrimo
neke specijalne slucajeve koje ¢emo kasnije koristiti u bazi i koraku indukcije.

a) Neka je formula F' aksiom sistema RS. Tada izvod ' F A — F izgleda

ovako:
1. F—-(A—F) (aksiom (Al))
2. F (aksiom od RS)
3. A-F (mod pon: 1.1 2.)

b) Neka formula F' pripada skupu I'. Tada izvod I' - A — F izgleda ovako:

1. F—(A—F) (aksiom (Al))
2. F (iz skupa S)
3. A-F (mod pon: 1.1 2.)

¢) Neka je formula F' upravo A. Tada tvrdnjaI'F A — F, tj TF A — A
slijedi iz leme 1.30..

Sada indukcijom dokazujemo da za sve n € N i sve n—izvodljive formule F
iz SU{A} vrijedi S+ A — F.

Neka je F proizvoljna 1-izvodljiva formula iz skupa S U {A}. To znadi da
postoji izvod koji sadrzi samo formulu F. Iz definicije izvoda zaklju¢ujemo da
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je formula F tada aksiom ili je iz skupa S U {A}. No, tada su sve tri mogude
situacije opisane na pocetku promatranim specijalnim sluéajevima a), b) i ¢).

Pretpostavimo sada da neki n € N ima svojstvo da za sve k < n i sve k—
izvodljive formule F iz skupa SU{A} vrijedi S+ A — F. Neka je G proizvoljna
n—izvodljiva formula iz skupa S U {A}. Neka je Fi,..., F, neki izvod za G. Iz
definicije izvoda slijedi G = F,,. Obzirom na naéin nastupa formule G u izvodu
promatramo cetiri sluéaja (vidi definiciju izvoda). No, slucaj kada je G aksiom
sistema RS, odnosno G € S, ili je pak G = A, opisali smo u prije promatranim
specijalnim situacijama a), b) i ¢). Preostalo je jo§ promotriti slucaj kada je
formula G nastala pomocu pravila izvoda modus ponens iz nekih formula F;
i Fj gdje sui,j < n. Tada je npr. F; = F; — G. Uocimo da je formula F;
tada i-izvodljiva, a formula F}; je j-izvodljiva iz skupa S U{A}. Iz pretpostavke
indukcije tada imamo SFA — F; i SF A — (F; — G). Jedan izvod formule
A — G iz skupa S dan je sljede¢im nizom formula:

L (A= (F;—G) = (A= Fj) = (A= G)) (aksiom (A2))

2. A— (F;—G) (pretpostavka indukcije)
3. (A—-F;)—(A—-G) (mod pon: 1.1 2.)

4. A—F; (pretpostavka indukcije)
5. A—-G (mod pon: 3.1i4.)

O
Primijetimo da teorem dedukcije vrijedi u svakom sistemu koji ima kao sheme
aksioma (A1) i(A2), tj. u dokazu teorema dedukcije nismo upotrebljavali shemu
aksioma (A3). No, vazno je i primijetiti da sistem ne smije kao pravilo izvoda
imati neko drugo pravilo osim modus ponens, ako se zelimo pozvati na prethodni
dokaz teorema dedukcije.
Teorem dedukcije bitno olaksava neke izvode. To ¢emo ilustrirati sljedeé¢im
primjerom.

Primjer 1.34. Neka su A, B i C proizvoljne formule logike sudova. Vrijedi:
a) {A—- B, B—C}FA—C,
b)) {A—-(B—C), BI-tA—C.

Za dokaz tvrdnje a) dovoljno je po teoremu dedukcije naci izvod formule C
iz skupa {A — B, B — C, A}. Sljedeéim nizom formula dajemo taj izvod.

1. A (pretpostavka)
2. A— B (pretpostavka)
3. B (mod pon: 1. i 2.)

4. B — C (pretpostavka)
C (mod pon: 3. i 4.)

ot
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Dokaz tvrdnje b) je analogan.

Za pravilo izvoda

A ..o A,
B
kazemo da je dopustivo u sistemu RS ako za sve formule Ay,..., A,
i B vrijedi da pretpostavke F A, ..., F A, povlace F B. O¢ito dopustiva

pravila mozemo upotrebljavati u dokazima i izvodima u sistemu RS. Ona nam
olaksavaju i skra¢uju dokaze i izvode.

Uocite da iz prethodnog primjera slijedi da je hipoteticki silogizam dopustivo
pravilo izvoda u sistemu RS. To znaé¢i da ga mozemo upotrebljavati u izvodima
i dokazima.

Zadaci:

1. Neka je S skup formula logike sudova. Sa S’ ozna¢imo skup svih formula
koje su izvedive iz skupa S. Dokazite da vrijedi:
a) S C9;
b) ako su S i Sy skupovi formula i S; C Ss tada je i S7 C S%;
c) S =5".
2. Neka je S skup formula logike sudova i F' proizvoljna formula. Dokazite:

ako formula F' nije izvediva ni iz jednog konaénog podskupa od S, tada F’
nije izvediva ni iz S.

3. Sa F ozna¢imo skup svih formula logike sudova. Na skupu F definiramo
relaciju ~ na ovaj nacin:

A~DB ako i samo ako A+« B.

Lako je provjeriti da je ~ relacija ekvivalencije na F. Za A € F sa | A |
oznacavamo klasu ekvivalencije od A, a sa F/ ~ pripadni kvocijentni skup.
Na F/ ~ definiramo relaciju < na ovaj naéin:

|A| <|B| ako i samo ako HFA— B.

Dokazite da je relacija < dobro definirana, tj. da ne ovisi o izboru pred-
stavnika klase ekvivalencije. Zatim, dokazite da je to parcijalan uredaj,
tj. da je relacija < refleksivna i tranzitivna. Je li to potpun i gust uredaj?
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. Dokazite da su sljedece formule teoremi sistema RS :

a) (A—(B—C)) = (B—(A4—0));
b) (A — B) — 4) — 4
C) A—)(B—>(A/\B)).

. Dokazite da za proizvoljne formule A i B vrijedi:

a) {A,B} - A— B
b) {A, -B} + —(A— B);
¢ {-A,B} + A— B;
d {-A,-B} - A—-B.

. Odredite formule A i B tako da iz pretpostavke - A slijedi - B, ali vrijedi

i{A}V/ B.

RjeSenje: Neka je A= P i B = Q. Posto je formula P oboriva tada
iz teorema adekvatnosti slijedi I/ P. No, iz pretpostavke F A slijedi - B,
jer ako bi Fi,...F, bio dokaz za formulu P u sistemu RS tada je ocito
Fi(Q/P),...,F,(Q/P) dokaz za @ u RS. U drugu ruku iz teorema 1.48.

slijedi {P} I/ Q.

. Neka je S skup formula, a A i B proizvoljne formule za koje vrijedi

SU{B}F AiSU{B}F —A. Dokazite da tada vrijedi S+ —B.

. Neka je R neki ra¢un sudova u kojem su za proizvoljne formule A i B

sljedece formule teoremi:

A— A,
A= (B — A),
(A= (B—0C)— (A= B)—(A—0)).

Jedino pravilo izvoda racuna R je modus ponens. Dokazite da za racun R
vrijedi teorem dedukcije.

. Sa F oznacimo skup formula logike sudova. Neka je s : F — F proizvoljno

preslikavanje koje komutira sa svim veznicima (npr. s(A A B) = s(4) A
s(B)). Dokazite da za sve formule A vrijedi: ako - A tada F s(A4). Vrijedi
li obrat?

Rjesenje: Uocite da je za sve formule A(P,...,P,) vrijedi s(A(Py,...,
P,)) = A(s(P1),...,s(Pn)). Iz toga lako slijedi: ako je formula A val-
jana tada je i formula s(A) valjana. Primjenom teorema adekvatnosti i
potpunosti slijedi tvrdnja zadatka.
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10. Neka je R neki racun sudova za kojeg vazi teorem potpunosti, te neka je
A valjana, B antitautologija i C proizvoljna formula. Dokazite da vrijedi:

a) F(A AN Q) C
b) F(A VC)«— 4
¢) F(B A C)« B;
d FBVC) «C

11. Dokazite da su sljedeca pravila izvoda dopustiva u sistemu RS :

a) A-introdukcija

A B
AANB’
b) A-eliminacija
ANB
A ’
¢) A—eliminacija
ANB
B )
d) V-introdukcija
A
AV B’
e) V-introdukcija
B
AV B’
f) <—eliminacija
A A<~ B
B )
g) ——eliminacija
A -A
B b
h) dvojna negacija
ﬁﬁA
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12.

13.
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Uputa: a) Pretpostavimo da su formule A i B teoremi od RS. Lako je
provjeriti da je formula A — (B — (AAB)) valjana. Iz teorema potpunosti
slijedi da je ta ista formula teorem od R.S. Primijenimo li dva puta pravilo
modus ponens dobivamo - A A B.

Vrijede li za sve formule A i B sljedeée tvrdnje:

a) Fre AA B akoisamo ako Frs A i Fgrs B;
b) Frs AV B ako isamo ako Frg A ili Frs B;
)
)

¢) Frs A — B ako isamo ako Fgrg —A ili Fgrg B;

d) Frs 7A ako i samo ako l/rg A.

Dokazite nezavisnost aksioma sistema R.S.

Rjesenje: Dokazimo prvo nezavisnost sheme aksioma (A1) od ostalih,
tj. dokazujemo da niti jednu instancu sheme aksioma (A1) nije mogude
dokazati u sistemu ¢ije su jedine sheme aksioma (A2) i (A3), a jedino
pravilo izvoda je modus ponens. U tu svrhu definiramo nove interpretacije
veznika = i — (mi zapravo promatramo jednu trovaljanu interpretaciju
logike sudova). Interpretacije veznika zadajemo sljedeéim tablicama.

PP PIOTP=0
0 1 00 0
1] 1 01 2
21 0 02 2
1]0 2
11 2
1] 2 0
2|0 0
211 0
2|2 0

Neka je A neka formula logika sudove (sastavljena samo od veznika — i
— 1). Ako za svaku interpretaciju I : {Py, Py,...} — {0,1,2} vrijedi
I(A) = 0 tada formulu A nazivamo 1-antitautologija.

Lako je provjeriti da pravilo izvoda modus ponens ¢uva l-antitautologi-
¢nost, tj. ako su formule A i A — B l-antitautologije tada je i formula
B l-antitautologija. Zatim, lako je (ali vrlo dugotrajno!) provjeriti da je
svaka instanca sheme aksioma (A2) i (A3) 1-antitautologija. Indukcijom
po duljini dokaza sada je lako dokazati da je svaka formula koja je dokaziva
samo koristenjem shema aksioma (A2) i (A3), te pomocu pravila modus
ponens, nuzno l-antitautologija. No, formula (Al) nije antitautologija
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(npr. za interpretaciju I[(P) =0 i I(Q) = 1 imamo I(Q — P) =2, a
onda I(P — (Q — P))=2).

Dokaz nezavisnosti sheme aksioma (A2) uodnosuna (Al) i (A3) jesasvim
analogan, pri ¢emu se na sljede¢i nacin tablicama definira interpretacija

veznika:

P -P PlQ|P—-Q

0 1 010 0

1 1 011 2

2 1 0] 2 1
110 0
1|1 2
112 0
210 0
211 0
212 0

Dokazimo nezavisnost sheme aksioma (A3) u odnosu na aksiome (Al) i
(A2). U tu svrhu ozna¢imo s g funkciju koja ”brise negacije” u formulama.
Tocnije, funkcija ¢ je induktivno definirana sa:

g(P) = P, gdjeje P proizvoljna propozicionalna varijabla;
9(=A) = g(A),
9(A—B) = g(A) —g(B),

gdje su A i B proizvoljne formule.

Ako je F = A — (B — A) neka instanca sheme aksioma (Al) tada
je g(F) = g(A) — (g(B) — g(A)). Ocito je g(F) valjana formula. Na
isti nacin bi vidjeli da je za svaku instancu G sheme aksioma (A2) for-
mula ¢g(G) valjana. Zatim, ako su A i B proizvoljne formule, te su g(A)
i g(A — B) valjane, tada je i formula g(B) valjana. Indukcijom po
duljini dokaza sada je lako dokazati da za svaku formulu A koja je izve-
diva samo koristenjem shema aksioma (A1) i (A2), te primjenom pravi-
la modus ponens, imamo da je formula g(A) valjana. Promotrimo in-
stancu B = (-Q — —P) — (P — Q) sheme aksioma (A3). Posto je
g(B) = (Q — P) — (P — Q), sto ocito nije valjana formula, imamo da
za svaku instancu B sheme aksioma (A3) formula g(B) nije valjana.



54 POGLAVLJE 1. LOGIKA SUDOVA

1.6.2 Konzistentnost

Sada nam je cilj dokazati generalizirani teorem potpunosti za logiku sudova koji
daje vezu izmedu semantickog svojstva skupa formula — ispunjivosti, i novog
sintaktickog svojsta — konzistentnosti, koji ¢emo sada definirati. Kao jednos-
tavnu posljedicu generaliziranog teorema potpunosti dobit ¢emo teorem pot-
punosti za logiku sudova, tj. da je svaka valjana formula nuzno teorem sistema
RS. Zatim, posljedica generaliziranog teorema potpunosti bit ¢e i jaki teorem
potpunosti koji govori da se semanicka relacija logicke posljedice i sintakticka
relacija izvodljivosti poklapaju.

Bili smo definirali pojam izvoda formule iz skupa formula. Prirodno se
postavlja pitanje koliko se formula moze izvesti iz nekog zadanog skupa. Svakako
nam nisu zanimljivi skupovi formula iz kojih se moze izvesti svaka formula.

Definicija 1.35. Za skup formula S kaZemo da je konzistentan ako ne postoji
formula F tako da vrijedi S*&- F i St —F. Ako skup formula nije konzistentan
tada kaZemo da je inkonzistentan.

Uocite da je pojam konzistentnosti zavisan od sistema u kojem se promatra,
tj. u kojem je definiran izvod.

Primjer 1.36. Neka je S = {—A — A, —A}. Posto formula = A pripada skupu
S, tada ocito vrijedi S F —A. No, izS+-A i SF-A— A primjenom pravila
modus ponens slijedi S+ A. To znaci da je skup formula S inkonzistentan. Ovim
primgjerom Zelimo naglasiti da prilikom definicije konzistentnosti nismo posebno
istaknuli da formula F ne mora pripadati skupu S. Upravo u ovom primjeru
mmamo situaciju da formula FF = A ne pripada skupu S, a u drugu ruku vrijedi
da su formule F' i —F izvedive iz S.

Iz definicija konzistentnosti i izvoda lako slijedi tvrdnja sljedece propozicije.

Propozicija 1.37. Svaki podskup konzistentnog skupa je konzistentan. Svaki
nadskup inkonzistentnog skupa je inkonzistentan.

Kako bi smo mogli navesti neki primjer konzistentnog skupa formula prvo
definiramo sljedeéi vazan pojam.

Definicija 1.38. Za skup formula S kaZemo da je ispunjiv ako postoji inter-
pretacija I tako da za sve formule F € S vrijedi I(F) = 1 (to kratko oznacavamo
sa I(S)=1).

Skup svih propozicionalnih varijabli je primjer jednog ispunjivog skupa for-
mula. Skup formula {—~P, PAQ} je primjer jednog skupa koji nije ispunjiv. O¢ito
je svaki podskup ispunjivog skupa i sam ispunjiv. Naravno, nadskup skupa koji
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nije ispunjiv ne moze biti ispunjiv. Svaki skup formula koji sadrzi samo tau-
tologije je ispunjiv. Ako pak skup formula sadrzi barem jednu antitautologiju
tada ocito taj skup nije ispunjiv.

Propozicija 1.39. Svaki ispunjiv skup formula S je konzistentan. Posebno je
konzistentan skup svih teorema sistema RS.

Dokaz. Pretpostavimo da je S inkonzistentan skup formula. Tada postoji
formula F tako da vrijedi SF F i S F —F. Iz propozicije 1.32. slijedi S | F
i S| —F. No, tada o¢ito skup S ne moze biti ispunjiv. 0

Sada nam je cilj dokazati obrat prethodne propozicije. O tome govori gen-
eralizirani teorem potpunosti. No, prije moramo dokazati jos neka svojstva
konzistentnih skupova formula.

Propozicija 1.40. Skup formula je konzistentan ako i samo ako je svaki njegov
konacan podskup konzistentan.

Dokaz.  Ako je skup S konzistentan tada iz propozicije 1.37. slijedi da je svaki
podskup od S konzistentan, a onda je posebno konzistentan i svaki konacan
podskup.

Pretpostavimo sada da je skup S inkonzistentan. Tada postoji formula F'
tako da vrijedi S+ F i S+ —F. Neka je Aq,..., A, neki izvod za F iz skupa
S, odnosno neka je By, ..., B, neki izvod za —F. Definiramo skupove S7 i S5
ovako: Sl =SSN {Al,...,An} 1 SQ =SSN {B1,...,Bm}. Ocito je Sl U SQ
konac¢an podskup od S. Lako je vidjeti da vrijedi S USe - F i S1USs F
To znaci da smo nasli kona¢an podskup od S koji je inkonzistentan. O

Lema 1.41. Za sve formule F' i G logike sudova vrijedi - -F — (F — G).

Dokaz. 1z teorema dedukcije, tj. teorema 1.33., slijedi da je dovoljno dokazati
da vrijedi {-F} F F — G. Dajemo jedan izvod za to.

1. =F (pretpostavka)
2. -F - (-G — —F) (aksiom (Al))
3. -G —-F (mod pon: 1.12.)
4. (-G — -F) — (F — G) (aksiom (A3))
5. F—-G (mod pon: 3.1 4.)
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Propozicija 1.42. Skup formula S je konzistentan ako i samo ako iz S mnije
1zvediva barem jedna formula.

Dokaz. Pretpostavimo da je skup formula S konzistentan. Ocito vrijedi S F
P — (P — P), jer je formula P — (P — P) jedna instanca aksioma (Al). Iz
konzistentnosti skupa S slijedi St/ ~(P — (P — P)).

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da je S inkonzistentan skup formula.
Iz definicije slijedi da postoji formula F tako da vrijedi S - F i S F —F.
Neka je G proizvoljna formula logike sudova. Iz prethodne leme 1.41. slijedi
F-F — (F - @G). Sadaiz S+ F i S F —F dva puta primjenom pravila
modus ponens slijedi S F G. 0

Propozicija 1.43. Neka je S skup formula i F proizvoljna formula. Tada
1mamo:

a) ako vrijedi S/ F tada je skup S U {—F} konzistentan;

b) ako je S konzistentan skup formula i S+ F tada je i skup formula SU{F'}
konzistentan.

Dokaz. Dokazimo prvo tvrdnju a). Pretpostavimo da je skup SU{—F'} inkonzis-
tentan. Iz prethodne propozicije 1.42. slijedi da je tada iz tog skupa izvediva
svaka formula. Posebno imamo:

SU{-F}F~(-F —F) i SU{-F}+F.
Primjenom teorema dedukcije slijedi da vrijedi:

Sl—ﬁF—>ﬁ(ﬁF—>F) (*)

SkH-F—F ()
Sada dajemo jedan izvod za formulu F iz skupa S.

~F — ~(-F = F) (5

(+F — ~(~F — F)) = (+F — F) = F) _(aksiom (A3))
(-F—F)—>F (mod pon: 1.1 2.)
-F - F (k)

F (mod pon: 3.1 4.)

CU @ =

Dokazimo sada tvrdnju b). Pretpostavimo da je skup S U {F'} inkonzistentan.
Tada postoji neka formula G tako da vrijedi SU{F} -G i SU{F}F-G. Iz
teorema dedukcije slijedi S F — G i SF F — —G. Sada iz toga, te S + F,
primjenom pravila modus ponens dobivamo S+ G i SF =G, tj. da je skup S
inkonzistentan. 0
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Zadaci:

1. Neka alfabet logike sudova sadrzi i logicke konstante | i T. Tada su
atomarne formule propozicionalne varijable i logicke konstante. Pojam
formule se definira na isti na¢in kao za alfabet bez konstanti. Proizvoljnu
interpretaciju I propozicionalnih varijabli prosirujemo na skup {T, L} de-
finirajuéi da je I(T) = 11 I(L) = 0. Definirajte racune sudova, tj. njihove
sisteme aksioma i pravila izvoda, za koje ¢e vrijediti:

a) sistem je konzistentan, ali svaki teorem sistema nije valjana
formula;

b) postoji formula koja nije teorem sistema, ali sistem nije
konzistentan.

jedno pravilo izvoda. Odnosno, za tvrdnju b) promotrite sistem ¢iji su
aksiomi T i —=T.

2. Neka je A rac¢un sudova zadan na sljedeé¢i na¢in: aksiomi su mu sve anti-
tautologije, a jedino pravilo izvoda je
—(B — A) A
5 .

Ispitajte vrijedi li:
a) racun A je konzistentan;

b) svaki teorem racuna A je valjana formula;

¢) postoji formula koja nije teorem racuna A.

Rjesenje: Lako je provjeriti da dano pravilo izvoda ¢uva ”antitautologi-
¢nost”, tj. ako su formule (B — A) i A antitautologije tada je i formula
B antitautologija. Pomoc¢u te ¢injenice indukcijom po duljini dokaza lako
je dokazati da je svaki teorem sistema A antitautologija. Iz toga odmah
slijedi da je sistem A konzistentan, jer ako A F F tada je formula —F
valjana, pa A I/ —F.

3. Dokazite da je kona¢an skup formula S; = {F}, ..., F},} konzistentan ako
i samo ako je skup S = {Fy A ... A F,} konzistentan.
Rjesenje: Pretpostavimo prvo da je skup 57 inkonzistentan, tj. da postoji
formula F' tako da vrijedi S1 F F i S; F —F. Neka se u izvodu za F' iz
S1 javlja sljededi redak:

k. F; (F; € Sy).
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Da bismo dobili izvod formule F' iz skupa Ss taj k-ti redak mijenjamo sa
sljede¢im recima:

k. (FA AN ... N F,)— F, (tautologija, pa teorem od RS)
(k+1). FA A ... NF, (iz S2)
(k+2). F; (mod pon: k. i k+1)

To uéinimo sa svim recima oblika k. F; u izvodima za formulu F i -F
iz skupa S;. (Naravno, i prenumeriramo izvode.) Na taj na¢in dobivamo
izvode iz skupa So, tj. imamo Sy - F' i Sy F =F. Dakle, ako je skup
S1 inkonzistentan tada je i skup Sy inkonzistentan. Analogno se dokazuje
obrat.

. Neka je S konzistentan skup formula i F' formula za koju vrijedi S + F.

Dokazite da je tada i skup S U {F'} konzistentan.

Rjesenje: Pretpostavimo da je skup SU{F} inkonzistentan, tj. da postoji
formula A tako da vrijedi: SU{F} - A i SU{F} F —A. Neka je
Ajq, ..., A, neki izvod formule F iz skupa S. Zatim neka je Bi,..., B,
neki izvod formule A iz skupa SU{F}, a C, ..., C, neki izvod formule = A
iz. skupa S U {F'}. Definirajmo nove izvode na ovaj nacin: ako iza formule
B; pise komentar "pretpostavka F” tada formulu B; izbacujemo iz niza
i dodajemo na njeno mjesto ¢itav niz Aj,...A,. Analogno postupimo s
nizom formula C;. Na taj na¢in smo dobili izvode za formulu A iz S,
odnosno —A iz skupa S. To znaci da je skup S inkonzistentan, Sto je
suprotno pretpostavci zadatka.

. Neka je S konzistentan skup formula i F' proizvoljna formula. Dokazite

da je barem jedan od skupova SU{F} i SU{-F} konzistentan. Mogu
li oba skupa istovremeno biti konzistentna?

Rjesenje: Pretpostavimo da je skup S U {F} inkonzistentan. Po prethod-
nom zadatku tada imamo S F/ F. Iz propozicije 1.43. tada slijedi da je
skup S U {—F'} konzistentan.

Moguca je situacija da su oba skupa konzistentna. Npr. neka je S skup svih
valjanih formula, a F' propozicionalna varijabla. Tada su skupovi SU{F'}
i SU{—F} ispunjivi, a onda iz generaliziranog teorema potpunosti slijedi
da su konzistentni.

. Neka je R racun sudova u kojem su dopustiva sljedeca pravila izvoda

ANB ANB AN-A
A B B

Dokazite da je sistem R konzistentan ako i samo ako postoji formula koja
nije teorem sistema R.
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7. Neka je A oboriva formula logike sudova. Neka je sa RS™ oznaéena teorija
dobivena iz RS dodavanjem formule A kao nove sheme aksioma. Dokazite
da je teorija RS inkonzistentna.

Rjesenje: Neka je A(Py,...,P,). Neka je I interpretacija za koju vrijedi
I(A) =0.Zai=1,...,n definiramo formule B; sa

B = PZ‘\/ﬁPZ‘, akoje I(Pz):L
7| PiA-P;, akoje I(P;)=0.

Oznacimo sa A’ formulu A(By/Pi,...,By/P,). Ocito je formula A’ an-
titautologija. Dakle, sistem RS kao aksiom sadrzi i antitautologiju.
Posebno tada vrijedi Frg+ A’. Posto je —A’ valjana formula tada po teo-
remu potpunosti za RS imamo Frg —A’. No, RST je prosirenje od RS pa
vrijedi 1 "Rs+ _\A/.

8. Neka je S racun sudova koji sadrzi shemu A — (A — B) kao shemu

aksioma i modus ponens kao pravilo izvoda. Neka je F' formula tako da
vrijedi t/s F. Dokazite da je tada sistem S konzistentan.
Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji formula A tako da vrijedi
Fs Aitgs —A. Neka je B proizvoljna formula. Po pretpostavci zadatka
vrijedi Fs A — (-A — B). Sada primjenom dva puta pravila modus
ponens na prethodnu formulu i prethodne pretpostavke, dobivamo g B.
Dakle, u sistemu S je dokaziva svaka formula, Sto je suprotno pocetnoj
pretpostavci.

1.6.3 Potpuni skupovi formula

Kako bi dokazali generalizirani teorem potpunosti, tj. da je svaki konzistentan
skup formula ispunjiv sada uvodimo pojam potpunog skupa formula.

Definicija 1.44. Za skup formula S kaZemo da je potpun ako za svaku for-
mulu F vrijedi S & F ili S+ —F.

Iz propozicije 1.42. slijedi da je svaki inkonzistentan skup formula potpun.
No, u ovom trenu jo$ ne znamo niti jedan primjer potpunog i konzistentnog
skupa formula. U tome ¢e nam pomodi sljedeca lema koja jednostavno govori da
se svaki konzistentan skup formula moze prosiriti do konzistentnog i potpunog
skupa formula.
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Lema 1.45. (Lindenbaumova lema)'* Neka je S konzistentan skup formula.

Tada postoji konzistentan i potpun skup formula S’ takav da vrijedi S C S’.

Dokaz. Skup svih formula logike sudova je prebrojiv. Neka je Fy, Fb, ...
niz koji sadrzi sve formule logike sudova. Rekurzivno definiramo niz skupova
formula (S,,) na sljedeéi nacin:

So = 8

Sp,U{-F,}, ako S,V F,
Sn+1 =
Sp U{F,}, inace

Dokazimo indukcijom da je svaki skup formula S, konzistentan. Skup Sy je
konzistentan po pretpostavci leme. Pretpostavimo da je S, konzistentan skup
formula. Ako S, I/ F,, tada je zbog propozicije 1.43. a) skup S,,+1 konzistentan.
Ako S, F F, tada konzistentnost skupa S, 11 slijedi iz propozicije 1.43. b).

Neka je S' = UpenSyn- Ocito vrijedi S C S’. Dokazimo da je skup S’ konzis-
tentan i potpun. Neka je S” proizvoljan konacan podskup od S’. Posto za sve
n € N vrijedi S,, C Sp4+1 tada postoji ng € N takav da je S” C S,,. Posto je
Sho konzistentan skup formula tada iz propozicije 1.37. slijedi da je i skup S”
konzistentan. Time smo dokazali da je proizvoljan konacan podskup skupa S’
konzistentan, a onda iz propozicije 1.40. slijedi da je i skup S’ konzistentan.

Preostalo je dokazati da je skup S’ potpun. Neka je F proizvoljna formula
logike sudova. Tada postoji n € N tako da vrijedi F,, = F. Pretpostavimo da
S’ t/ F. 1z definicije skupa S,, 11 slijedi Spy1 F —F,. O

Iz prethodne leme odmah bi trebalo biti jasno da nam za dokaz generalizira-
nog teorema potpunosti treba jos samo sljedeca lema.

Lema 1.46. Ako je S konzistentan i potpun skup formula tada je S ispunjiv
skup formula.

Dokaz. Definiramo totalnu interpretaciju I sa:

I(P)=1 ako 1 samo ako St P.
Indukcijom po slozenosti formule F' dokazujemo da vrijedi:
I(F)=1 ako i samo ako St F.

Baza indukcije je ispunjena po definiciji interepretacije I. Pretpostavimo sada
da za neki n € N i za sve formule G ¢ija je slozenost strogo manja od n vrijedi
tvrdnja. Neka je F' proizvoljna formula ¢ija je slozenost n. Promatramo slucajeve
obzirom na oblik formule F.

14 A, Lindenbaum, 1905. — 1942.
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2)

F=-G.

Ako je I(F) = 1 tada je I(G) = 0, a onda iz pretpostavke indukcije slijedi
S I G. Iz pretpostavke da je skup S potpun slijedi S F —=G. Dokazimo
sada obrat. Pretpostavimo da vrijedi S+ —G. Tada iz pretpostavke da je
S konzistentan skup formula slijedi S I G. Sada iz pretpostavke indukcije
slijedi I(G) = 0.

F=G—H

Pretpostavimo prvo da vrijedi I(F) = 0. Tada je I(G) =1 i I(H) =0.
Iz pretpostavke indukcije slijedi S = G 1 St/ H. Iz potpunosti skupa S
slijedi S + —H. Ako bi vrijedilo S - G — H tada bi primjenom pravila
modus ponens na to i S+ G dobili S F H. Time smo dobili da je skup S

inkonzistentan, $to je u suprotnosti s pretpostavkom leme. Znaci da mora
vrijediti St/ G — H.

Pretpostavimo sada da vrijedi I(G — H) = 1. Tada je I(G) = 0 ili
I(H) = 1. Promotrimo svaki slu¢aj posebno. Ako vrijedi I(G) = 0 tada iz
pretpostavke indukcije slijedi S F/ G. Iz potpunosti skupa S slijedi S - —=G.
Tada jedan izvod za formulu G — H izgleda ovako:

1. -G (S+-G)

2. =G — (-H — -Q) (aksiom (A1l))

3. -H— -G (mod pon: 1.1 2.)
4. (-H — -G) - (G — H) (aksiom (A3))

5. G—-H (mod pon: 3.14.)

Promotrimo sada slu¢aj kada je I(H) = 1. Tada iz pretpostavke indukcije
slijedi S F H. Tada jedan izvod za formulu G — H iz skupa S izgleda
ovako:

1. H (SHFH)
2. — (G — H) (aksiom (Al))
3. G—-H (mod pon: 1.1 2.)
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1.6.4 Teorem potpunosti

Sada prvo dokazujemo generalizirani teorem potpunosti, a nakon toga kao jed-
nostavnu posljedicu dobivamo teorem potpunosti.

Teorem 1.47. (generalizirani teorem potpunosti za logiku sudova)
Skup formula je konzistentan ako i samo ako je ispunjiv.

Dokaz.  Ako je skup formula ispunjiv tada iz propozicije 1.39. slijedi da je i
konzistentan. Pretpostavimo sada da je skup formula S logike sudova konzis-
tentan u odnosu na sistem RS. Iz Lindenbaumove leme, tj. leme 1.45., slijedi da
postoji konzistentan i potpun skup formula S’ takav da vrijedi S C S’. Iz leme
1.46. slijedi da je skup S’ ispunjiv. Tada je o¢ito i skup S ispunjiv. 0

Teorem 1.48. (jaki teorem potpunosti za sistem RS
Neka je S skup formula i F neka formula. Tada vrijedi: S = F ako i samo ako
SEF.

Dokaz. Ako vrijedi S F F tada iz propozicije 1.32. slijedi S = F. Dokazimo
obrat. Pretpostavimo da S I/ F. Iz propozicije 1.43. a) slijedi da je skup formula
S U {—F} konzistentan. Iz generaliziranog teorema potpunosti slijedi da je taj
skup i ispunjiv. To znaéi da postoji interpretacija I tako da vrijedi I(S) =1 i
I(F) = 0. No, tada S [~ F. O

Teorem 1.49. (teorem potpunosti za sistem RS)
Formula F je valjana ako i samo ako formula F je teorem sistema R.S.

Dokaz. Tvrdnja odmah slijedi iz prethodnog teorema ako uzmemo S = 0. [J

1.6.5 Teorem kompaktnosti

Sada ¢emo primjenom generaliziranog teorema potpunosti dokazati teorem kom-
paktnosti za logiku sudova. Zatim navodimo jedan primjer kojim Zelimo ilustri-
rati vaznost teorema kompaktnosti. U sljedeéem poglavlju dokazat ¢emo teorem
kompaktnosti za logiku prvog reda, te ¢emo istaknuti njegovu iznimnu vaznost
za teoriju modela.

Teorem 1.50. (teorem kompaktnosti)
Skup formula S je ispunjiv ako i samo ako je svaki konacan podskup od S
1SpUNJIv.

Dokaz.  Ako je S ispunjiv skup formula tada je oc¢ito svaki njegov konacan
podskup takoder ispunjiv. Pretpostavimo da je svaki kona¢an podskup od S
ispunjiv. Tada iz propozicije 1.39. slijedi da je svaki konacan podskup od S
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konzistentan. Iz propozicije 1.40. slijedi da je skup S konzistentan. Iz general-
iziranog teorema potpunosti slijedi da je S ispunjiv skup formula. O
U sljede¢em poglavlju nakon dokaza teorema kompaktnosti za logiku prvog
reda objasnit ¢emo zaSto se prethodni teorem naziva teorem kompaktnosti, tj.
kakva je veza s topologijom.
Istaknimo jednu jednostavnu vezu relacije logicke posljedice i ispunjivosti.
Ta ¢injenica ¢e nam trebati u dokazu sljedeée propozicije.

Lema 1.51. Neka je S skup formula i F neka formula. Skup S U {—F} je
ispunjiv ako i samo ako S [~ F.

Ponekad se u literaturi teorem kompaktnosti izri¢e u formi koju navodimo u
sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.52. Teorem kompaktnosti ekvivalentan je sa sljedecom turd-
njom:

ako S = F tada postoji konacan podskup S C S tako da vrijedi
S'EF.

Dokaz. Dokazimo prvo da iz teorema kompaktnosti slijedi dana tvrdnja. Pret-
postavimo da ne postoji konacan S’ C S tako da vrijedi S’ = F. To znadi da
za svaki konacan podskup S’ postoji interpretacija I tako da vrijedi I(S") =1
i I(F) = 0. Dakle, za sve kona¢ne S’ C S skupovi S" U {=F} su ispunjivi. Po
teoremu kompaktnosti slijedi da je skup S U {—=F} ispunjiv skup. Iz prethodne
leme 1.51. slijedi S = F.

Dokazimo sada obrat, tj. neka vrijedi tvrdnja iz iskaza propozicije i neka je S
konaéno ispunjiv skup. Pretpostavimo da S nije ispunjiv skup. O¢ito da tada za
svaku formulu F vrijedi S = F. Posebno, imamo S = P A =P. Po pretpostavci
postoji konacan S’ C S tako da S’ = P A—P. No, posto je po pretpostavci skup
S konacno ispunjiv, tada je S’ ispunjiv. Iz S’ | P A =P slijedi da je i formula
P A =P ispunjiva, $to je nemoguce. O

U sljede¢em primjeru zelimo ilustrirati jednu primjenu teorema kompakt-
nosti.

Primjer 1.53. Neka je (G, o) grupa. KaZemo da je G uredena grupa ako pos-
toji potpun uredaj (irefleksivna, tranzitivna i potpuna binarna relacija) < na G
tako da za sve a,b,c € G iz pretpostavke a < b slijedi aoc < boc i coa < cob.
Dokazimo da je prebrojivu grupu (G, o) mogudée urediti ako i samo ako je mogudée
urediti svaku njenu konacénu generiranu podgrupu®®.

157a G’ C G oznacimo s (G') najmanju podgrupu od G koja sadrzi G’. Kazemo da je
podgrupa H konacno generirana ako postoji konacan podskup G’ od G tako da je H = (G’).
Primjer primjene teorema kompaktnosti na uredivanje grupa je dao Los (J. Los, 1920.-1998.)
1954. godine.
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Ako je grupu G moguée urediti ocito je moguce urediti i svaku njenu konacénu
generirany podgrupu.

Dokazimo obrat. Pretpostavimo da je moguce urediti svaku konacnu generi-
ranu podgrupu grupe (G, o). Neka je skup propozicionalnih varijabli jednak GXG.
Oznacimo sa S skup koji sadrzi sljedece formule:

(1) —(a,a), za sve a € G;

(2) (a,b) A (b,c) — (a,c), za sve a,b,c € G;

(3) (a,b) V (b,a), za sve a,b € G takve da je a # b;

(4) (a,b) = (aoc,boc)A(coa,cob), za sve a,b,c € G.

Neka je S" neki konacan podskup od S. Oznacimo s G' skup svih a € G koji
nastupaju v nekoj formuli iz skupa S’. O¢ito je skup G’ konacéan. Po pretpostavci
je podgrupu (G') mogude urediti. Oznacimo sa < jedan uredaj na (G'). Zatim,
sa J oznaéimo parcijalnu interpretaciju na (G') x (G') definiranu sa

| 1, akojea=<Ub;
J(a,b) = { 0, inace.

Lako je provjeriti da vrijedi J(S") = 1. Iz toga slijedi da je svaki konacan
podskup od S ispunjiv. Tada iz teorema kompaktnosti slijedi da je i skup formula
S ispunjiv. Neka je I neka interpretacija za koju vrijedi I1(S) = 1. TraZeni uredaj
na G definiramo sa: a < b ako i samo ako I(a,b) = 1. Lako je provjeriti da je
tada (G, o0, <) uredena grupa.

Zadaci:

1. Neka je S skup formula i F' neka formula. Dokazite da je skup S U {—F'}
je ispunjiv ako i samo ako imamo S [~ F.

2. Kazemo da je skup S formula logike sudova maksimalno kona¢no ispunjiv
ako je svaki njegov konacan podskup ispunjiv i za sve formule F' logike
sudova vrijedi F' € S ili -F € S. Neka je S maksimalno konac¢no ispunjiv
skup formula. Dokazite da za sve formule A i B vrijede sljedeée tvrdnje:

a) A € S akoisamo ako =A & S;

b) (AAB) € S akoisamo ako A€ SiBe€S,

c) (AV B) € S ako i samo ako A € S'ili B € S;

d) (A— B) € S akoisamo ako A ¢ Sili B € S;



1.6. RACUN SUDOVA (FREGE-LUKASIEWICZEV SISTEM) 65

e) (A« B) e S akoisamo ako A € S je ekvivalentno s B € S.

Rjesenje: a) Neka je A € S. Ako je i =A € S tada je {4, A} konacan
podskup od S koji nije ispunjiv. To znaé¢i da skup konaqv can podskup
od S nije ispunjiv, $to je suprotno pocetnoj pretpostavci. Pretpostavimo
sada da formula A ne pripada skupu S. No, tada iz definicije maksimalno
konaéno ispunjivog skupa formula slijedi = A € S.

b) Neka je (AA B) € S. Ako A ¢ S tada iz upravo dokazane tvrdnje
a) slijedi =A € S. Tada je {A A B,—A} konacan podskup od S koji nije
ispunjiv.

Neka su sada formule A i B elementi skupa S. Ako (A A B) ¢ S tada

opet iz dokazane tvrdnje a) slijedi =(A A B) € S. No, konaé¢ni podskup
{A,B,—~(A A B)} od S nije ispunjiv.

Tvrdnje c), d) i e) dokazuju se analogno.

3. Neka je S proizvoljan skup formula logike sudova koji ima svojstvo da je
svaki konacan podskup od S ispunjiv. Bez primjene teorema kompaktnosti
dokazite da za S postoji maksimalno konaé¢no ispunjiv nadskup.

4. Bez primjene teorema kompaktnosti dokazite da je svaki maksimalno ko-
nacno ispunjiv skup ujedno i ispunjiv.

5. Za skup S kazemo da je kona¢no oboriv ako za svaki konacan S’ C S

postoji interpretacija I tako da vrijedi I(S’) = 0. Za skup S kazemo da je
oboriv ako postoji interpretacija I tako da vrijedi I(S) = 0. Vrijedi li:
skup je oboriv ako i samo ako je kona¢no oboriv?
Rjesenje: Da. Ako je oboriv ocito je i kona¢no oboriv. Pretpostavimo
da je S konaéno oboriv. Ozna¢imo sa T skup {—F : F € S}. Lako je
provjeriti da je skup T konacno ispunjiv. Iz teorema kompaktnosti slijedi
da je skup T ispunjiv. Tada je oc¢ito skup .S oboriv.

6. Neka je S skup formula. Vrijede li sljedece tvrdnje:

a) ako je S konacno ispunjiv tada je S oboriv?

b) ako je S konacno oboriv tada je .S ispunjiv?

7. Neka je S skup formula koji ima svojstvo da za svaku interpretaciju I
postoji formula F' iz S tako da vrijedi I(F') = 1. Dokazite da postoji
kona¢an podskup {Bj,..., By} od S tako da je formula By V...V B,
valjana.

Rjesenje: Pretpostavimo da takav konacan podskup od S ne postoji. Iz
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toga slijedi da je skup S konacno oboriv. Po zadatku 1 slijedi da je tada
skup S oboriv. To je kontradikcija s pretpostavkom ovog zadatka.

Neka je S skup formula koji ima svojstvo da za svaku interpretaciju I
postoji formula F iz S tako da vrijedi I(F) = 0. Dokazite da postoji
konacan podskup {Bi,...,Bn} od S tako da je formula By A ... A By,
antitautologija.

Neka je S skup formula logike sudova (konacan ili beskonac¢an), te F' neka
formula. Zatim, neka vrijedi S = F. Dokazite da postoji konacan podskup
{F1, ..., F,}od S tako da je formula Fy A ... A F,, A —F antitautologija.

Neka su Sy i Sy skupovi formula. Dokazite: skup S7 U Ss je ispunjiv ako
i samo ako ne postoji formula F' tako da vrijedi S; E F 1 So | —F.
Rjesenje: Pretpostavimo da S;USs nije ispunjiv skup. Iz teorema kompak-
tnosti slijedi tada da postoji konac¢an Sy C S7US5 koji nije ispunjiv. Ako je
SpN Sy = 0 tada skup S nije ispunjiv. Tada npr. za formulu F = P — P
vrijedi So = —F 1 S1 | F. Analogno bismo definirali trazenu formulu F'
ako je SoN .Sy = 0. Dakle, neka je So = {F4,...,F,,G1,...,Gn}, gdje su
F, €858 1Gj €85 Nekaje A=FiAN...ANF,, i B=—-(GiA...\Gp).
Lako je provjeriti da vrijedi A = B. O¢ito S; = A, aonda i S; = B. No,
otito i Sy = —-B.

Neka je (Sp)nen niz ispunjivih skupova formula logike sudova za koje
vrijedi S;, € Sp41, za sve n € N. Dokazite da je tada i skup U,enSh
ispunjiv.

Opravdajte rije¢ ”maksimalno” u nazivu maksimalno kona¢no ispunjivog

skupa, tj. dokazite sljedeéu tvrdnju: ako je S konacno ispunjiv skup for-
mula tada vrijedi

skup formula S je maksimalno konac¢no ispunjiv ako i samo ako
ne postoji kona¢no ispunjiv skup 7" koji je pravi nadskup od S.

Neka je {I; : j € J} proizvoljna familija totalnih interpretacija. Presjek

interpretacija, u oznaci () I, je totalna interpretacija definirana sa:
jeJ

(ﬂ I;)(P)=1 akoisamoako I;(P)=1, zasve j&J.
JjeJ

Kazemo da je skup formula S zatvoren na proizvoljne presjeke ako
za proizvoljnu familiju totalnih interpretacija {I; : j € J}, takvih da
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je I;(S) = 1 za sve j € J, vrijedi ([ I;)(S) = 1. Kazemo da je skup
jeJ

formula S zatvoren na konacne presjeke ako je zatvoren na proizvoljne

parove totalnih interpretacija. Odredite primjere skupova formula koji su

zatvoreni, odnosno nisu zatvoreni, na konaé¢ne presjeke.

Dokazite da je skup formula S zatvoren na konacne presjeke ako i samo
ako za svaki konacan skup totalnih interpretacija {I1,...,I,}, za koji je
n

Ij(S)=1zasve j=1,...,n, vrijedi () I;)(5) = 1.
j=1

Dokazite da je skup formula zatvoren na konaéne presjeke ako i samo ako
je zatvoren na proizvoljne presjeke. (Iz tog razloga u daljnjim zadacima
govorimo jednostavno da je skup zatvoren na presjeke).

Rjesenje: Pretpostavimo da je skup formula S zatvoren na kona¢ne pres-

jeke, te neka je {I; : j € J} familija interpretacija koja ima svojstvo
I;(S) =1, za sve j € J. Radi kratkoce zapisa ozna¢imo I = ﬂJ ;.

Jj€
Neka je

Y ={P: P je propozicionalna varijabla i I(P) =1} U
{=Q : Q@ je propozicionalna varijabla i I(-Q) = 1}.

Tvrdimo da je skup S UY ispunjiv. Iz teorema kompaktnosti slijedi da je
dovoljno dokazati da je dani skup konacno ispunjiv. U tu svrhu uzmimo
proizvoljan konacan podskup od S U 3. Oznacimo ga sa Sy U g, gdje je
So € S'i ¥y C X. Promotrimo prvo skup ¥g. Neka su =Py, ..., =P, sve
”negativne” formule iz Y. Promotrimo dva slucaja obzirom na broj n :
n=01n>0.

Ako je n = 0 tada su sve formule u X "pozitivne”. Posto je 3y C 3, tada
je I;(30) = 1, za sve j € J. Posto je So € S1I;(S)=1,tadazasveje€J
vrijedi I;(Sp) = 1. Dakle, za sve j € J vrijedi I;(3¢ U Sp) = 1, tj. skup
So U X je ispunjiv.

Neka je sadan > 0. Tada je ocito I(P;) = 0 zasvei = 1,...,n. Iz definicije
presjeka interpretacija slijedi da za svaki i € {1,...,n} postoji j; € J tako
da vrijedi I;,(P;) = 0. Tada je ocito (I;, N... NI; )(=P) = 1. Ako je
P € ¥y ?pozitivna” formula, tada iz definicije skupa ¥ slijedi I(P) = 1,
a onda vrijedii (I;; N ... NI;,)(P) = 1. Iz svega ovog slijedi da imamo
(I, N ... NI, )(X0) = 1. Po pretpostavci skup S je zatvoren na konacne
presjeke, tj. S je zatvoren na proizvoljne parove totalnih interpretacija, a
onda po prethodnom zadatku slijedi da je skup S zatvoren na proizvoljne
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n-clane skupove totalnih interpretacija. Posebno tada imamo (I;, N ... N
I;,)(S) = 1. Naravno, tada vrijedi i (I;, N ... NI; )(So) = 1. Dakle,
dokazali smo da je i u ovom sluc¢aju skup Sp U g ispunjiv.

Iz teorema kompaktnosti slijedi da je skup ¥ U S ispunjiv. No, oc¢ito je I
jedina interpretacija za koju su istinite sve formule iz ¥. To znaé¢i da mora
vrijediti i I(S) = 1.

Neka je G proizvoljan konacan ili prebrojiv skup, te R irefleksivna i
simetri¢na relacija na G. Tada uredeni par (G, R) nazivamo graf. Ele-
mente grafa nazivamo ¢évorovi. Ako je G CGi R' = RN (G’ x G') tada
(G', R') nazivamo podgraf od (G, R) generiran sa G’.

Kazemo da je graf (G, R) k—obojiv (k € N) ako postoji particija B, ..., B
(dopustamo da su neki skupovi B; prazni) skupa G tako da ne postoje
a,be G 1 je{l,...,k} za koje vrijedi (a,b) € G ia,b € B;. Dokazite
da je graf (G, R) k—obojiv ako i samo ako je svaki konac¢an podgraf od
(G, R) k-obojiv. ¢

Za graf kazemo da je planaran ako se graficki moze predociti tako da se
svi njegovi bridovi sijeku samo u vrhovima. Poznati problem cetiri boje
tvrdi da je svaki planarni graf 4-obojiv. Problem cetiri boja je pozitivno
rijesen 1976. uz veliku pomoé ragunala.'”

Prije rjesavanja zadatka promotrimo jedan primjer 3—obojivog grafa.

Neka je G = {a,b,c,d} i R = {(a,b), (b,a), (b;c), (¢,b), (b,d), (d,b),
(¢c,d), (d,c)}. To prikazujemo na sljededoj slici.

16Danu tvrdnju su dokazali de Bruijn i P. Erdés 1951. godine. Koritenje teorema kom-
paktnosti zamjenjuje dosta slozenu primjenu teorema Tychonoffa ili Konigove leme. Teorem
Tychonoffa govori da je produkt proizvoljne familije kompaktnih topoloskih prostora ponovo
kompaktan topoloski prostor. O dokazu tog teorema mozete Citati npr. u J. L. Kelly, General
Topology, Springer—Verlag, Graduate Texts in Mathematics, 1991. O Koénigovoj lemi mozete
Citati u [25] 1 [1].

170 problemu &etiri boje mozete &itati npr. u knjizi D. Veljan, Kombinatorika s teorijom
grafova, Skolska knjiga, Zagreb, 1989.
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AN

c— d

Particija By = {a,d}, Bs = {b}, Bs = {c} pokazuje da je dani graf
3-obojiv. To ilustriramo sljede¢om slikom.

Kao primjer podgrafa generiranog skupom istaknimo npr. da za G’ =
{a,b,d} dobivamo R’ = {(a,b), (b,a), (b,d), (d,b)}.

Rjesenje: Ako je graf (G, R) k—obojiv tada je o¢ito i svaki konacan podgraf
od (G, R) k-obojiv.

Dokazimo obrat. Pretpostvimo da je svaki konac¢an podgraf od (G, R)
k—obojiv. Promotrimo logiku sudova ¢iji je skup propozicionalnih varijabli
jednak {1,...,k} x G. Uocite da je to konacan ili prebrojiv skup, jer je
po pretpostavci skup G konacan ili prebrojiv. Ozna¢imo sa S skup koji
sadrzi sljedec¢e formule:
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(1) (i,a) = —(j,a),zasvei# jisvea € G
(uocite da ova formula izrazava uvjet da je svaki ¢vor grafa obojen
najvise jednom bojom);

(2) 1,a)V (2,a) V...V (k,a),zasvea €@
(ova formula izrazava uvjet da je svaki évor grafa obojen barem s
jednom bojom);

(3) (i,a) — —(i,b), za sve i < k isve (a,b) € G
(ovom formulom je izre¢eno da povezani ¢vorovi ne mogu biti obojeni
istom bojom).

Posto je po pretpostavci svaki konacan podgraf od (G, R) k-obojiv tada
je svaki konac¢an podskup od S ispunjiv. Tada iz teorema kompaktnosti
slijedi da je i skup formula S ispunjiv. Neka je I interpretacija takva da
je I(S) = 1. Sada definiramo trazenu particiju By,..., By skupa G sa:
a € B; akoisamo ako I(i,a)=1.

(Preporucamo da svakako procitate ¢lanak V. Kovac¢, Kromatski broj rav-
nine — nerijeSeni problem o bojenju, Hrvatski matematicki elektronski
¢asopis math.e, 6 (2005). )

Formulu nazivamo kondicionalnom ako je oblika F} A ... A F,, gdje je
svaka od formula F; jednog od sljedeceg oblika:

(1) propozicionalna varijabla,;
(2) =Py V...V =Py, gdje su P; propozicionalne varijable;
(3) Py V...V =P,V Py,11, gdje su P; propozicionalne varijable.

Dokazite da je svaki skup kondicionalnih formula zatvoren na presjeke.

Uputa: Za kondicionalnu formulu F' ¢emo reéi da je 1-kondicionalna ako je
jednog od oblika (1), (2) ili (3) kao §to je navedeno u iskazu zadatka. Ako
je kondicionalna formula F' oblika F} A...AF,, gdje su F; 1-kondicionalne,
tada kazemo da je formula F' n-kondicionalna. Indukcijom po n lako se
dokaze da je svaka n-kondicionalna formula zatvorena na presjeke. Iz toga
ocito slijedi da je svaki skup kondicionalnih formula zatvoren na presjeke.

Neka je S skup formula. Za skup formula S’ kazemo da je skup aksioma
za S ako S i S’ imaju iste logicke posljedice, tj. za sve formule F vrijedi:
S | F ako i samo ako S’ = F. Kazemo da je S konaéno aksiomatiza-
bilan ako postoji konac¢an skup aksioma za S. Dokazite:

a) skup formula S’ je skup aksioma za S ako i samo ako za sve inter-
pretacije I vrijedi: I(S) =1 ako i samo ako I(S") = 1.



1.6. RACUN SUDOVA (FREGE-LUKASIEWICZEV SISTEM) 71

b) skup S je kona¢no aksiomatizabilan ako i samo ako postoji jednoé¢lan
skup aksioma za S.

19. Dokazite da je skup formula S zatvoren na presjeke ako i samo ako za S
postoji skup aksioma koji sadrzi samo kondicionalne formule.
Rjesenje: Ako za skup S postoji kondicionalan skup aksioma tada prim-
jenom zadataka 17 i 18 a) lako slijedi da je skup S zatvoren na presjeke.

Dokazimo obrat. Pretpostavimo da je S skup formula koji je zatvoren na
presjeke. Oznacimo sa S’ sljedeéi skup formula

{F : F je kondicionalna formula i vrijedi S }= F'}.

Primjenom zadatka 18 dokazujemo da je S’ skup aksioma za S. Ako je I in-
terpretacija tako da vrijedi I(S) = 1 tada iz definicije skupa S’ o¢ito slijedi
I(S") = 1. Neka je I interpretacija takva da vrijedi I(S’) = 1. Promotrimo
prvo situaciju kada je I #Z 1. Oznacimo sa I~ skup svih propozicionalnih
varijabli P za koje vrijedi I(P) = 0. Za P € I~ definiramo skup formula

Sp={F : F=P A...AP,A=P, n>0, I(F) =1} U{=P}.

Neka je F proizvoljna formula skupa Y p. Tada je formula —F ekvivalentna
kondicionalnoj formuli G koja je oblika P ili pak =Py VP, V...V—=P,VP.
No, ocito je I(G) = 0, pa imamo G ¢ S’. To znaéi da vrijedi S }£ —F, tj.
skup formula S U {F'} je ispunjiv.

Neka je ¥’ = {F1,... F,,} proizvoljan konacan podskup od Xp. Iz defini-
cije skupa X p slijedi da postoji formula F' € ¥p tako da vrijedi (F1 A...A
F,) < F. Prije smo dokazali da je skup S U {F'} ispunjiv. Iz toga slijedi
da je skup SUY' ispunjiv, odnosno da je skup SUX p konacno ispunjiv. Iz
teorema kompaktnosti slijedi da postoji interpretacija Ip tako da vrijedi
Ip(SUXp) = 1. Sada je lako provjeriti da vrijedi

() Ip) =1

Pecl—

Iz dokazane €injenice Ip(S U Xp) = 1 posebno slijedi Ip(S) = 1, za sve
P € I~. Posto je po pretpostavci skup S zatvoren na presjeke tada slijedi
da vrijedi

() 129 =1,

pel-
aonda i I(S) =1, sto smo i trebali dokazati.

Preostalo je promotriti slucaj kada je I = 1. Neka je 3 skup svih for-
mula oblika P; A ... A P,. Na isti na¢in kao prije dokazali bi da je skup
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3 U S konacno ispunjiv. Iz teorema kompaktnosti tada slijedi da postoji
interpretacija J takva da vrijedi J(X U S) = 1. No, iz J(2) = 1 slijedi
J=1

Dokazite da je neka formula zatvorena na presjeke ako i samo ako je ek-
vivalentna nekoj kondicionalnoj formuli.

RjeSenje: 1z zadatka 17 znamo da je svaka kondicionalna formula zatvorena
na presjeke. Ocito je tada i svaka formula, koja je ekvivalentana nekoj
kondicionalnoj formuli, zatvorena na presjeke.

Dokazimo obrat. Neka je F' formula koja je zatvorena na presjeke. Iz
prethodnog zadatka slijedi da postoji skup kondicionalnih formula S’ koji
je skup aksioma za {F}. Tada vrijedi S" = F. Iz teorema kompaktnosti
slijedi da postoje formule Fy, ..., F, iz S’ tako da vrijedi {Fy,..., F,}
F. Ocito tada vrijedi i (Fy A ... A F,) = F, te je formula F; A ... A F,
ekvivalentna nekoj kondicionalnoj formuli. Neka je I interpretacija za
koju vrijedi I(F) = 1. Posto je S’ skup aksioma za {F'} tada iz zadatka
18 slijedi I(S’) = 1. Tada posebno vrijedi I(F} A ... A F,) = 1. To znaci
da vrijedii F = (Fy A ... A Fp).

Za skup formula S kazemo da je nezavisan ako ne postoji formula A € S
tako da vrijedi S\{A} E A. Dokazite da je skup S nezavisan ako i samo
ako je svaki konac¢an podskup od S nezavisan.

Dokazite da svaki konacan skup formula S sadrzi podskup S’ koji je neza-
visan i ujedno je S’ skup akioma za S. Vrijedi li tvrdnja za prebrojiv skup
formula?

Rjesenje: Tvrdnja ne vrijedi opcéenito za prebrojive skupove formula. Npr.
neka je S = {P;, P\ A Po, P, A Po A Ps,...}. Lako je dokazati da svaki
nezavisan podskup od S ima samo jedan element. No, u drugu ruku niti
jedan jednoc¢lan podskup od S ne moze biti skup aksioma za S.

Dokazite da za svaki skup formula postoji nezavisan skup aksioma.
Rjesenje: Ako je S konacan tada tvrdnja slijedi po prethodnom zadatku.
Neka je S = {41, Az, ...} prebrojiv skup formula. Ako je svaka formula
iz S valjana tada je prazan skup trazeni nezavisan skup aksioma.

Promotrimo sada slucaj kada S sadrzi i oborivu formulu. Definirajmo
induktivno niz formula (B,,). Neka je A; prva (u smislu indeksa) formula
iz S koja je oboriva. Tada definiramo By = A;. Za veé definiranu formulu
B,, promatramo postoji li formula F € S takva da B,, &£ F. Ako takva
formula F' postoji neka je A; prva (u smislu indeksa) formula iz S koja nije
posljedica od B,,. Tada definiramo B, +1 = B,AA;. Ako pak takva formula
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24.

F' ne postoji tada definiramo B, 1 = B,, (uocite da je tada By = B, za
sve k > n).

Ocito vrijedi S | By, za sve i € N, te iz definicije niza (B,,) imamo da je
{B; :i € N} skup aksioma za S. Uocite da skup {B; : i € N} ne mora biti
nezavisan. Pomoc¢u niza (B,,) definiramo nezavisan skup aksioma za S.

Promotrimo prvo slucaj kada postoji n € N takav da je By = B,, za
sve k > n. Neka je n najmanji prirodni broj s tim svojstvom, tj. neka je
B,_1 # B,,. Ako bi formula B, bila valjana, tada bi o¢ito i formule By,
Bs, ..., B,—1 morale biti valjane. Iz toga slijedi da je svaka formula iz S
valjana, §to se protivi pretpostavci s pocetka dokaza. To znaéci da formula
B, nije valjana, a onda je skup {B,} nezavisan. O¢ito je onda {B, } jedan
trazeni nezavisan skup aksioma za S.

Pretpostavimo sada da je skup {B, : n € N} beskonac¢an. Definirajmo
niz formula (C,,) ovako:

C1
CnJrl

By;
Bn — Bn+1.

Indukcijom po n lako se dokaze da je svaka formula C,, oboriva. Dokazi-
mo sada da je skup C = {C,, : n € N} nezavisan. U tu svrhu izaberimo
proizvoljan m € N, i dokazimo da C\{C,,} £ C,,. Posto formula C,, nije
valjana, tada postoji interpretacija I takva da je I(C,,) = 0. Iz definicije
formule C,, dobivamo I(B,,—1) = 11 I(By,) = 0. Iz definicije niza formula
(B) tada slijedi da je I(B;) = 1 za sve j < m — 1, te I(By) = 0 za sve
k > m. Sada iz definicije niza (C},) slijedi da je I(C\{Cy,}) = 1.

Lako je provjeriti da je C' skup aksioma za S.

Za dani skup formula S skup totalnih interpretacija Is = {I : I(S) =1}
nazivamo karakteristican skup interpretacija za S. Neka su S; i S5
skupovi formula za koje vrijedi Is, = (Is,)¢. Dokazite da su tada skupovi
S1 1 .55 kona¢éno aksiomatizabilni.

Rjesenje: Primijetimo da skup S7 U Sy nije ispunjiv, pa iz teorema kom-
paktnosti slijedi da dani skup nije ni kona¢no ispunjiv. Dakle, postoje
konaé¢ni skupovi A; C 571 Ay C Sy, tako da skup Ay U As nije ispu-
njiv. Ovdje promatramo samo slucaj kada su Ay i Ay neprazni skupovi.
Ostale slucajeve prepustamo ¢itaocu. Tvrdimo da je Ap, odnosno A,
skup aksioma za skup formula S;, odnosno za Ss. Iz zadatka 18 slijedi
da je dovoljno dokazati da su skupovi A; i S; (i = 1,2) istiniti za iste
interpretacije. Za ilustraciju promatramo slucaj kada je ¢ = 1. Ako je [
interpretacija za koju vrijedi (A1) = 1, tada nije I(S2) = 1. Inace bismo
imali I(A1UA3) = 1, to je suprotno s pretpostavkom da skup A;UAs nije
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ispunjiv. Dakle, I € (Ig,)¢. No, po pretpostavci zadatka je Is, = (Ig,),
§to znaci da je I(S7) = 1.

Neka je {I1, ..., I,} proizvoljan konacan skup totalnih interpretacija.
Dokazite da postoji skup formula S tako da vrijedi {I3, ..., I,} = Is.
Rjesenje: Za j € {1,...,n} i k € N definiramo literale Q;; ovako

Qi = Py, ako je I;(Py) = 1;
k= =P, akoje I;(Py) = 0.

n

m
Neka je skup formula S zadan sa S = {\/ ( A Q;x) : m € N}. Lako je
j=1 k=1

provjeriti da skup S ima trazena svojstva.

Odredite neki prebrojiv skup interpretacija koji nije karakteristican skup
interpretacija niti jednog skupa formula. Zatim, odredite neki prebrojiv
skup interpretacija Z za koji postoji skup formula S, tako da je upravo 7
karakteristican skup interpretacija za S.

Za interpretacije I i J pisemo I C J ako za sve propozicionalne varijable
P vrijedi da iz ¢injenice I(P) = 1 slijedi J(P) = 1. Kazemo da je skup
formula S rastuéi ako za sve interpretacije I i J, takve da je I C J, iz
¢injenice I1(S) = 1 slijedi J(S) = 1. Dokazite da je skup formula rastuéi
ako i samo ako za njega postoji skup aksioma koji sadrzi samo pozitivne
formule. (Pojam pozitivne formule je definiran u zadatku 4).

Dokazite da je formula F rastuéa ako i samo ako vrijedi barem jedno od
sljedeceg:
a) formula F je ekvivalentna nekoj pozitivnoj formuli;
b) formula F' je valjana,
c¢) formula F' je antitautologija.
Za skup formula S kazemo da je maksimalno konzistentan ako je
konzistentan, i svaki njegov pravi nadskup je inkonzistentan. Dokazite da
za maksimalno konzistentan skup formula S i sve formule A i B vrijedi:
a) A€ S ako isamo ako S F A;
b) (AAB) € S akoisamo ako A€ SiBe€ S,
c) (AV B) € S ako i samo ako A € S'ili B € S;
)

d) =A € S ako i samo ako A & S.
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Rjesenje Za ilustraciju dokazujemo samo jedan smjer tvrdnje a). Pret-
postavimo da vrijedi S F A. Ako A ¢ S tada je skup S U {A} inkonzis-
tentan. U drugu ruku iz pretpostavke S F A i zadatka 4 slijedi da je skup
S U {A} konzistentan.

Dokazite da je skup formula S maksimalno konzistentan ako i samo ako
je maksimalno konacno ispunjiv (vidi zadatak 2).

Postoji li maksimalno konzistentan nezavisan skup formula? (Definicija
nezavisnog skupa formula je dana u zadatku 21).

Rjesenje: Ne. Neka je S proizvoljan maksimalno konzistentan skup for-
mula. Lako je pokazati da S mora sadrzavati barem dvije razli¢ite formule
A i B (dokazite!). Lako je vidjeti da tada imamo {A, B,AA B} C S. No,
skup formula { A, B, AAB} o¢ito nije nezavisan, a onda ni S nije nezavisan.

Je li skup svih teorema od RS maksimalno konzistenatan skup formula?
Rjesenje: Ne. Oznacimo skup svih teorema od RS sa S. Neka je F' propozi-
cionalna varijabla. PoSto F nije valjana formula tada nije ni teorem od
RS (uocite da ne vrijedi ni - —F.) Iz propozicije 1.43. slijedi da je skup
S U {-F} konzistentan. Dakle, S U {—-F} je konzistentan pravi nadskup
od S.

Dokazite da je svaki maksimalno konzistentan skup potpun.

Neka je S skup formula. Dokazite da je S potpun skup formula ako i samo
ako postoji najvise jedna interpretacija I za koju vrijedi I(S) = 1.

Neka je S skup literala, pri ¢emu za svaki k € N to¢no jedan od literala
Py i =P pripada skupu S. Dokazite da je S potpun skup formula, ali nije
maksimalno konzistentan.

Neka je A proizvoljna antitautologija. Oznaimo sa R ra¢un sudova koji
je dobiven dodavanjem formule A kao aksioma sistemu RS. Je li skup svih
teorema racuna R potpun skup formula?

Rjesenje: Da. Sistem R je inkonzistentan, tj. u njemu je dokaziva svaka
formula.

Neka alfabet logike sudova sadrzi i logicke konstante L i T. Oznacimo
sa RS’ sistem za logiku sudova koji je dobiven prosirenjem sistema RS sa
sljedece dvije nove sheme aksioma za logicke konstante:

A—T i 1 — A

Za formulu kazemo da je zatvorena ako ne sadrzi propozicionalne vari-
jable. Dokazite da je RS’ potpun sistem u odnosu na zatvorene formule.
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Uputa: Modificirajte dokaz teorema potpunosti za RS kako bi dobili teo-
rem potpunosti za sistem RS’. Tada tvrdnja zadatka odmah slijedi jer je
svaka zatvorena formula valjana ili pak antitautologija.

Neka je P beskonacan skup (ne nuzno prebrojiv!), ¢ije elemente nazivamo
propozicionalne varijable. Za alfabet A = P U {—-,V,A,—,<,(,)} na
uobi¢ajan nacin definiramo pojam formule, tautologije, formalnog izvoda
(aksiomi su sve tautologije, a jedino pravilo izvoda je modus ponens),
konzistentnog i potpunog skupa formula. Dokazite da za svaki konzisten-
tan skup formula S postoji potpun konzistentan nadskup.

Uputa: Neka je E skup i J klasa podskupova od F. Kazemo da je J
konac¢nog karaktera ako za svaki podskup A od F vrijedi: A € J ako i
samo ako svaki konacan podskup od A pripada J. Teichmiiller-Tukeyeva
lema'® glasi:

Ako je J neprazna klasa podskupova od E koja je konacnog
karaktera tada J sadrzi maksimalan element.

Primjenom dane leme dokazujemo tvrdnju zadatka. Oznacimo sa E skup
formula alfabeta A. Neka je J klasa svih podskupova A od E koji imaju
svojstvo da je skup S U A konzistentan. Dokazite da je klasa J kona¢nog
karaktera. Posto je J neprazna klasa (prazan skup pripada J) tada iz
Teichmiiller-Tukeyeve leme slijedi da postoji maksimalan element A u J.
Dokazimo jos da je SUA potpun skup formula. Neka je F' formula tako da
vrijedi SU A I/ F. Tada je skup S U AU {—F} konzistentan po propoziciji
1.43. a). (Primijetite da tvrdnja propozicije vrijedi i za ovaj neprebrojivi
alfabet.) To znaé¢i da je AU {-F} € J. Zbog maksimalnosti skupa A
vrijedi =F € A. Dakle, vrijedi SU A F —F), §to smo i trebali dokazati.

18 Teichmiiller-Tukeyeva lema je ekvivalentna aksiomu izbora (vidi npr. [35] ili [19]).
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1.7 Prirodna dedukcija

U tocki pod naslovom Testovi valjanosti proucavali smo kako se ispituje valja-
nost neke formule. Zatim, u toc¢ki Racun sudova vidjeli smo da je svaka valjana
formula teorem Frege-Lukasiewiczevog sistema. Svakako je za sistem R.S zanim-
ljivo da su tri sheme aksioma i jedno pravilo izvoda dovoljni za dobivanje svih
valjanih formula. No, sigurno je nejasno (barem na prvi pogled) zasto su tako
odabrane sheme aksioma dobre za dobivanje svih valjanih formula.

Vidjeli smo da su dokazi u sistemu R.S prili¢no slozeni i neprirodni. Sjetimo
se npr. dokaza da je formula A — A teorem sistema RS (vidi lemu 1.30.). U
ovoj tocki definiramo sistem prirodne dedukcije, u kojem ¢e dokazi biti jasniji i
u veéini slucajeva prirodniji.

Sistem RS, kao i svi sistemi iz sljedece tocke 1.8 Alternativne aksiomatizacije
logike sudova, su hilbertovski, tj. zadani su s nekoliko shema aksioma i jednim
pravilom izvoda. Za razliku od hilbertovskih sistema, sistem prirodne dedukcije
zadan je s nekoliko pravila izvoda i ne sadrzi uopce niti jednu shemu aksioma.

U ovoj tocki smatramo da alfabet sadrzi logicke veznike =, A, V, — 1 <> .
Simbol L koristit ¢emo kao pokratu za antitautologiju (npr. za P A =P). To
znac¢i da sada posebno ne zahtijevamo da alfabet sadrzi logicke konstante T i
1.

Izvodi u sistemu prirodne dedukcije ¢e se sastojati od vrlo jednostavnih
koraka kao $to je npr. ”iz A i B zaklju¢ujemo A A B”, to zapisujemo s

A B
ANB

Formule napisane neposredno iznad crte (u ovom sluc¢aju to su A i B) nazi-
vamo premise, a formulu napisanu ispod crte (u ovom slucaju to je A A B)
nazivamo konkluzija.

Dani primjer je pravilo izvoda koje ¢emo nazivati introdukcija veznika A, i
oznacavati ga sa (AI). Prije popisa svih pravila izvoda koja ¢ine sistem prirodne
dedukcije, te definicije dokaza i izvoda, dajemo nekoliko primjera.

Primjer 1.54. Primjenom neposredno jasnih pravila pokazZimo da iz skupa for-
mula {P,Q, (P A Q) — R} 7slijedi” formula R. To éemo kratko oznacavati sa
P,Q,(PANQ)— RE R.

Ocito iz skupa formula {P,Q} slijedi formula P A Q. Primijetimo da smo
prethodnu ¢injenicu dobili uvodenjem konjunkcije,tj. introdukcijom veznika A.
To pravilo éemo oznacavati sa (AI). Zatim, iz skupa formula {PNQ, (PAQ) —
R} slijedi formula R, i to primjenom veé poznatog pravila izvoda modus ponens.
U ovoj tocki ¢emo radi sustavnosti naziva to pravilo nazivati eliminacija kondi-
cionala, i oznacavat éemo ga s (— E).
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Opisani izvod éemo shematski zapisivati ovako:

P Q
— (A])
PAQ (PANQ)— R

(— E)
R

Primjer 1.55. PokaZimo da vrijedi P — (Q — (R — S)), RA(PAQ)FE S.
Ovdje éemo napisati samo kratki shematski izvod bez komentara.

RA(PAQ)
(AE)
PAQ RA(PAQ)
(AE) —— (AB)
P P—(Q—(R—9)) PAQ
(—E) (AE)
Q—(R—S) Q RA(PAQ)
(—E) — (AE)

R—S

(—E)
s

U prethodnom primjeru smo koristili i pravilo eliminacije konjunkcije, koje
oznacavamo sa (AFE). Uocite da smo u prethodna dva primjera koristili samo
sljedeéa tri pravila izvoda: (AI), (AE) i (— E).

Primjer 1.56. Za ilustraciju jos dokazujemo da vrijedi P+ (PV Q) A (PV R).
(vI) &
PvQ PV R

(PVQ)AN(PVR)

U ovom primjeru smo wveli i pravilo introdukcije disjunkcije koje oznacavamo
sa (VI).

(VI)
(A)

Sva pravila izvoda mozemo podijeliti obzirom na logicke veznike na koje se
odnose, a zatim na pravila introdukcije i eliminacije veznika.

Uocite da za veznik A postoje dva pravila eliminacije: lijevo i desno (iz
formule A A B slijedi formula A — lijevi dio konjunkcije, te iz formule A A B
slijedi formula B — desni dio konjunkcije). Za veznik V postoji lijevo i desno
pravilo introdukcije, te za veznik < imamo lijevo i desno pravilo eliminacije. Sva
ta pravila ¢emo to¢no zapisati prilikom zadavanja sistema prirodne dedukcije.

Pravilo dvojne negacije, tj. pravilo koje oznacavamo sa (DN), je jednostavno
prirodno pravilo koje nam omogucéava ”kraéenje” parova negacije. Shematski
ga zapisujemo ovako:
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Sva pravila sistema prirodne dedukcije nisu na prvi pogled tako jasna i
prirodna kao do sada navedena. U sljede¢em primjeru zelimo objasniti pravilo
introdukcije kondicionala koje ozna¢avamo sa (— I).

Primjer 1.57. U ovom primjeru Zelimo pokazati da formula A — C 7slijedi”
iz skupa formula S = {A — (B — C), B}. Primijetimo da bi bilo dobro da
formula A pripada skupu pretpostavki S (tada bismo uzastopnom primjenom
pravila (— E) dobili da vrijedi B — C, odnosno C). No, formula A ne pripada
skupu pretpostavki.

Kako bismo proveli dokaz mi pretpostavljamo da je formula A dana kao neka
vrsta pretpostavke. Naravno, ne moZemo reéi da je A pretpostavka. Zbog toga
éemo formulu A nazivati privremena pretpostavka, i prilikom uvodenja u
dokaz oznacavat éemo je sa A "

LA i pretpostavke A — (B — C) primjenom pravila (— E) slijedi B —
C. Iz B — C i pretpostavke B ponovnom primjenom pravila (— E) slijedi
formula C. Time smo primjenom privremene pretpostavke A =~ dokazali da iz
skupa formula S slijedi formula C. (Nadamo se da se slaZete da to zapravo
znaci da je iz skupa S izvediva formula A — C). Reéi éemo da je primjenom
pravila (— I) zatvorena privremena pretpostavka A, te zavrien izvod formule
A — C iz skupa S. Za pravilo (— I) redi éemo da je hipoteti¢ko. Na kraju
dajemo kratki zapis gore opisanog izvoda.

A4' A= (B-0)

(— E)
B B—-C
C
— (=)
A—-C
Shematski zapis pravila introdukcije kondicionala, tj. pravila oznacenog sa
(— 1), izgleda ovako:

(—
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Uocite da je shematski zapis pravila (— I) nesto kompliciraniji od zapisa do
sada uvedenih pravila. Shematski zapis pravila (— I) ne pokazuje samo kako se
iz premisa dobije konkluzija, veé¢ i kako od nekog izvoda dobijemo novi izvod.

U prethodnom primjeru prilikom primjene pravila introdukcije kondicionala
pisemo 1(— I) kako bismo naglasili da je primjenom pravila (— I) zatvorena
prije uvedena privremena pretpostavka oznacena s 1. Ako ¢emo u nekom izvodu
koristiti vige razli¢itih privremenih pretpostavki oznac¢avat ¢emo ih s razlicitim
prirodnim brojevima. Kada primjenjujemo hipoteticko pravilo oznacavat ¢emo
koju privremenu pretpostavku zatvaramo.

Pravilo introdukcije kondicionala nije jedino hipoteticko pravilo sistema pri-
rodne dedukcije. Takva su jos pravila eliminacija disjunkcije i introdukcija ne-
gacije. Sva ostala pravila sistema prirodne dedukcije nazivat éemo prirodna
pravila.

Eliminacija disjunkcije je hipoteticko pravilo. Ono nam jednostavno govori
da ako iz oba ¢lana disjunkcije A V B mozemo izvesti neku formulu C, tada tu
formulu C' mozemo izvesti iz A V B bez privremenih pretpostavki. To je na-
jkompliciranije pravilo sistema prirodne dedukcije. Uocite da je to jedino pravilo
¢ijom primjenom zatvaramo dvije razli¢ite privremene pretpostavke. Shematski
zapis tog pravila je dan sa:

n m

A" B
AV B C c
C

Hipoteticko pravilo introdukcije negacije je zapravo pravilo kontradikcije. To
pravilo nam govori da ako iz privremene pretpostavke A dobijemo kontradikciju
tada zaklju¢ujemo da vrijedi —A. Pravilo introdukcije veznika — zapisujemo
ovako:

nm(VE)

Z n
L
A n (_‘I )
Sada konacno strogo definiramo sistem prirodne dedukcije, tj. toéno navo-
dimo sva pravila izvoda koja definiraju sistem.
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Definicija 1.58. Sistem prirodne dedukcije PD zadan je sljedeéim pravilima
1zvoda:

AANB (AE AANB 5 A B s
— (A — (A — (A
7 5 (B ——— ()
A" B"
AV B C C 5 A s B s
—an(VE) o (VD) (D)
Zn
A A 5 -—A e 1 ;
— (- TN (D)
Zn
A A—>B( E) B 1)
- (— 7ﬂ*}
B A— B
A< B 5 A< B 5 A— B B— A I
Ao oA d poa D

Vazno je istaknuti da hipotetickim pravilima zatvaramo samo one privremene
pretpostavke koje su uvedene prije primjene danog pravila, odnosno ne mozemo
zatvarati s hipotetickim pravilom one privremene pretpostavke koje su uvedene
nakon primjene tog hipotetickog pravila. Primjenom nekog hipotetickog prav-
ila ne moramo zatvoriti sve uvedene privremene pretpostavke, ve¢ samo neke
odabrane. No, tada moramo to¢no odrediti skup pretpostavki, tj. koju tvrdnju
smo zapravo dokazali.
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Primjer 1.59. Prije definicije izvoda u sistemu prirodne dedukcije dajemo jos
neke primgjere izvoda kako biste lakse razumjeli definiciju 1.62.

1. PVP, P—(QARFR

pvp P' P’
12(VE)
P P— (QAR)
(= E)
QAR
(AE)
R
2.F=(PAN-Q)— (P—Q)
P’ Q°
(AD)
SPA-Q) 1 PA-Q
(-E)
1
— 3(=1)
—=Q
(DN)
2(—1)
P—Q
1(=1)
~(PA=Q)—(P—Q)
3. PA(QVR)F(PAQ)V(PAR)
PA(QVR) PA(QVR)
(nE) . —— (AE)
P Q P R
(AI) —_—(AD)
PA(QVR) PAQ PAR
(ANE) — (VI) — (VI)
QVR (PAQ)V(PAR) (PAQ)V(PAR)
112(\/E)
(PAQ)V(PAR)

4. Nadamo se da se slazete da formula PV Q nije teorem sistema PD (iz
teorema adekvatnosti slijedit ée da su teoremi od PD wvaljane formule). U
sljedecem izvodu

5!
PVQ
uwvedena privremena pretpostavka P nije zatvorena. To znaci da je ovo

izvod za P+ PV Q, ali nikako ne za - PV Q.

(VI)
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Iz svih prethodnih primjera mozemo uociti da izvodi imaju oblik stabla.
Kao jedan primjer zapisa izvoda u obliku stabla navodimo drugi izvod iz prim-
jera 1.59.

P? -Q°
SPAQ) PA-Q
1
--Q
Q
P—Q

o 7(PA-Q)— (P —Q)

Sada dajemo definiciju stabla. Zeliom istaknuti da mi promatramo samo
konacna stabla.

Definicija 1.60. Stablo je konacan parcijalno ureden skup (S, <) (tj. binarna
relacija < je irefleksivna i tranzitivna) koji ima sljedeca dva svojstva:

a) postoji najmanji element sy € S (taj element nazivamo korijen);

b) za svaki s € S, s # sg, postoji jedinstveni konacni niz s1, ..., S, € S,
tako da vryedi

Sp <851 <8< ... <85, =8,
te za svet =0,...,n — 1 vrijedi da je s;+1 neposredni sljedbenik od s;.

(Za y € S kazemo da je neposredni sljedbenik elementa x € S ako vrijedi
x <y imne postoji z € S takav da vrijedi x < z < y).
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Elemente stabla obic¢no nazivamo €évorovi. List je ¢vor za koji ne postoji sljed-
benik. Put je svaki niz ¢vorova s1, ..., Sp pri ¢emu je za svei=1,...,n—1
cvor s;+1 neposredni sljedbenik od s;. Za svaki s € S parcijalno ureden skup
{r € S : s < x} nazivamo podstablo. Po definiciji smatramo da je visina
korijena jednaka jedan. Visina €vora s je duljina jedinstvenog puta od s do ko-
rijena. Visina stabla je maksimum skupa svih visina ¢vorova, odnosno duljina
najduzeg puta u stablu.

Neka je S’ podstablo od S, te neka je s korijen od S’, a sy korijen od S.
Kazemo da je S’ neposredno podstablo od S ako je s, neposredni sljedbenik
od sg.

ne bi bilo to¢no re¢i da su évorovi stabla formule jer se u izvodu jedna formula
moze pojaviti vise puta.

Definicija 1.61. Oznaceno stablo je uredena trojka (S, <, f) gdje je (S, <)
stablo, a -
f:8 - FU{F'":FeF, neN}u{L}

(Sa F smo oznacili skup svih formula logike sudova). Funkciju f nazivamo
funkeija oznadavanga, i govorimo da je évor s € S oznacen sa f(s).

Pojmovi vezani uz stabla kao sto su: korijen, list, put, podstablo, visina
¢vora, visina stabla, neposedno podstablo, ... koriste se i za oznacena stabla.
Tako npr. korijen oznacenog stabla (S, <, f) je onaj ¢vor koji je korijen stabla
(S, <).

Kako bismo mogli navesti definiciju izvoda u sistemu prirodne dedukcije
moramo prvo vrlo pazljivo uvesti oznake koje ¢emo koristiti za oznacena stabla.
Najcesée ¢emo oznacena stabla oznacavati sa D, D’ i D”. Ako je A formula i
n € N tada oznake A i A" oznacavaju stabla koja se sastoje samo od jednog
¢vora.
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Sada redom navodimo oznake za oznacena stabla i pripadna objasnjenja.

D Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo ¢iji korijen je oznacen

A s formulom A. Smatrat ¢emo da ova oznaka i oznaka D oznaca-
vaju isto oznaceno stablo. Razlika je jedino $to navedena oznaka,
za razliku od oznake D, isti¢e da je korijen oznacen sa A.

D Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo ¢iji je korijen oznacen
A sa B, te je jedino neposredno podstablo oznageno sa .
B
D D Ovu oznaku koristimo za oznac¢eno stablo s korijenom ozna-
A B ¢enim formulom C| te ima to¢no dva neposredna podstabla
-~ . ~ D . D/
C koja su oznacena sa 4 i 5 .
D D D" Ovo je oznaka za oznaceno stablo s korijenom ozna-
A B C ¢enim formulom F, te ima to¢no tri neposredna pod-
. o D D/ . D//
F stabla koja su oznacena sa 4, 5 i¢& -

A Ovo je oznaka za oznaceno stablo s korijenom oznacenim s for-
D mulom B, koje moze, ali ne mora, imati jedan ili vise listova
B oznacenih formulom A. Smatrat ¢emo da ova oznaka i oznaka
D oznacavaju isto oznaceno stablo.
A Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo &iji je korijen ozna-
D ¢en sa C, te ima jedno neposredno podstablo. Neki listovi (mo-
B zda niti jedan, a mozda svi) su oznaceni formulom A.
C
A" Ovu oznaku koristimo za oznaceno stablo koje je kao stablo jedna-
D ko onom koje smo oznacili s prethodno navedenom oznakom.
B Razlika je samo da su neki listovi (mozda niti jedan, a mozda svi)
C oznadeni formulom A"

Prvo ¢emo definirati skup X svih izvoda sistema prirodne dedukcije. Nakon
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toga ¢emo jednostavno reéi da je izvod svaki element skupa X.

Definicija 1.62. Skup X swih izvoda sistema prirodne dedukcije je najmangi
skup koji sadrzi sva oznacena stabla s tocéno jednim cvorom, te je skup X
zatvoren na sljedece operacije:

D D’

(1) Ako A i B pripadaju X, tada i oznaceno stablo

B pripada skupu X.

(2) Ako ANB pripada X, tada i oznacena stabla

D D
ANB i AAB pripadaju skupu X;
A B
D D
(8) Ako oznaceno stablo A  pripada X, tada i A pripada X.
AV B
D D
Ako oznaceno stablo B  pripada X, tada i B pripada X.
AV B
(4) Ako oznacena stabla
A B
D D’ D" pripadaju skupu X
AV B, C, C,
tada i oznaceno stablo
A" B"
D D/ D//
AV B C C pripada skupu X;

C
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D D’
(5) Ako oznacena stabla A i

D D’
A A— B
B

pripada skupu X;

(6) Ako oznaceno stablo

—Nn

A
A D
D pripada skupu X tada i B
B A— B
D D
(7) Ako —--A pripada X tada i -—A
A

(3) D D’
Ako A i —-A pripadaju X tada i
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A — B pripadaju skupu X tada i

pripada skupu X;

pripada skupu X;

D D’
A —-A pripada X;
1
Zn
(9) a D
Ako D pripada X tadai L pripada X;
€ -A
D D D
(10) Ako A<~ B pripade X tadai A<~ B A< B
A— B B — A pripadaju X,
(11) D D'
Ako A—B 1 B— A pripadaju X tada i
D D'
A— B B— A pripada skupu X.

A~ B

Svako oznaceno stablo D € X nazivamo izvod.
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Skup S svih formula kojima su oznaceni listovi izvoda D, koje nisu privremene
pretpostavke zatvorene nekim hipotetickim pravilom, nazivamo skup pretpo-
stavki izvoda D.

Ako je korijen izvoda D oznacen s formulom F, a S je skup pretpostavki, tada
govorimo jo$ da je formula F izvediva iz skupa pretpostavki S. To oznacavamo
sa S tpp F. Obicno éemo kratko pisati S+ F ako nema mogucnosti zabune.

Ako vrijedi S = F, te je S' neki nadskup od S tada po definiciji smatramo
da vrijedi S’ + F.

Za formulu F kaZemo da je teorem sistema prirodne dedukcije ako je izve-
diva iz praznog skupa. To éemo zapisivati kao Fpp F, tj. kratko - F. Tada dani
1zvod nazivamo © dokaz u sistemu prirodne dedukcije.

Napomena 1.63. Ako prilikom koristenja nekog hipotetickog pravila zatvaramo
neku privremenu pretpostavku nije nuzno zahtijevati da je neki list izvoda oznacen
s tom privremenom pretpostavkom. Promotrimo tu situaciju prilikom koristenja
pravila (— I).

Neka je B neki izvod formule B iz skupa pretpostavki S. Pomoéu tog izvoda
moZemo konstruirati izvod za formulu A — B iz skupa S. Neka je n najmangi
prirodan broj koji je veci od svih brojeva koji oznacavaju privremene pretpostavke
w 1zvodu D. U izvodu D uz korijen B dodajemo sljedece:

D

B
(AT)
ANB
—(AE)
B
n(— 1)
A— B
Ovaj primgjer nam ilustrira da je u izvodima dozvoljeno zatvaranje privremene

pretpostavke iako ta pretpostavka nije prije uvedena. Odnosno navedeni izvod
mozemo kraée zapisati kao:

D
_ B
A— B

Na analogan nacin bi postupili i kod preostala dva hipoteticka pravila, tj. kod

(VE) i (~I).

Sada nam je cilj dokazati prvo teorem adekvatnosti, tj. da je svaki teorem
sistema prirodne dedukcije valjana formula. Za ra¢un sudova dokaz teorema
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adekvatnosti je jednostavno slijedio iz ¢injenice da je svaki aksiom valjana for-
mula, te da pravilo izvoda modus ponens ¢uva istinitost. 1z toga je jednostavno
slijedilo da je u svakom dokazu svaka formula valjana. U sistemu prirodne de-
dukcije to nije slucaj. U nekim izvodima koristimo i simbol L, odnosno antitau-
tologiju P A =P. Zatim, u izvodima se mogu pojaviti privremene pretpostavke
koje nisu valjane formule. Iz tih razloga dokaz teorema adekvatnosti za sistem
prirodne dedukcije ¢e biti nesto kompliciraniji.

Teorem 1.64. (teorem adekvatnosti za sistem prirodne dedukcije)

Neka je S skup formula, © F' neka formula. Ako vrijedi S Fpp F tada vrijedi
S | F. Posebno imamo da je svaki teorem sistema prirodne dedukcije valjana
formula.

Dokaz.  Za proizvoljni izvod D sa Sp ozna¢avamo pripadni skup pretpostavki,
a sa Fp formulu kojom je oznacen korijen stabla. Indukcijom po visini stabla
dokazujemo da za svaki izvod D vrijedi Sp = Fp.

Ako je visina stabla D jednaka jedan tada se stablo D sastoji od samo jednog
¢vora, tj. vrijedi Sp = {Fp}. Tada ocito vrijedi Sp | Fp.

Neka je n € N, n > 1, koji ima svojstvo da za svako stablo izvoda visine
strogo manje od n vrijedi tvrdnja. Neka je D neko stablo ¢ija je visina to¢no
n. Promatramo slucajeve obzirom na pravilo izvoda pomoc¢u kojeg je dobiven
korijen Fp.

Promotrimo prvo prirodna pravila. Za ilustraciju raspisimo tvrdnju za prav-
1"

ilo (AI). Tada stablo D ima toéno dva neposredna podstabla oblika 2, i B,
te je Fp = A A B. Shematski stablo D izgleda ovako:

D' D"
A B
ANB

Iz pretpostavke indukcije slijedi Spr = A 1 Sp» | B. Ocito je Spr USpr =
Sp, paimamo Sp EF A i Sp E B,aondai Sp E AA B. Sasvim analogno
dokaz izgleda za ostala prirodna pravila.

Posvetimo malo vise paznje hipotetickim pravilima, i to prvo pravilu (— I).
Tada je izvod D moguce shematski zapisati u obliku:
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—n

A
D/
_ B
A— B

Iz pretpostavke indukcije slijedi Sp/ = B. O¢ito vrijedi Sp U {A} = Sp.
Time imamo Sp U {A} E B. Lako je vidjeti da iz toga slijedi Sp = A — B.

Promotrimo sada pravilo (—I). Izvod D je tada oblika:

-A

Iz pretpostavke indukcije slijedi Spr = L (tj. skup Spr nije ispunjiv). Oéito
je Sp U{A} = Spr. To znadi da skup Sp U {A} nije ispunjiv. Iz toga odmah
slijedi Sp = —A.

Preostalo je jos raspisati slu¢aj kada je formula Fp dobivena pravilom (VE).
Tada je izvod D oblika:

A" B
D, D, Ds
AV B C C

Iz pretpostavke indukcije slijedi Sp, E AV B, Sp, EC i Sp, = C. Oc¢ito
vrijedi: SD1 C Sp, SD2 Cc Spu {A} i SD3 C Spu {B} Ako skup Sp nije
ispunjiv skup formula tada ocito vrijedi Sp | C. Razmotrimo slucaj kada je
Sp ispunjiv skup. Neka je I interpretacija takva da vrijedi I(Sp) = 1. Tada iz
¢injenica Sp, E AV Bi Sp, C Sp slijedi I(AV B) = 1. Radi odredenosti neka
je I(A) = 1. Tada iz I(Sp U{A}) =1, Sp, € SpU{A} i Sp, E C slijedi
I(C)=1. O

Kao i za sistem R.S, tako i ovdje za sistem PD, teorem adekvatnosti povlaci
konzistentnost sistema PD. To isticemo u sljede¢em korolaru.

Korolar 1.65. Sistem prirodne dedukcije je konzistentan, tj. ne postoji formula
A tako da su A i = A teoremi sistema prirodne dedukcije.
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Sada nam je cilj dokazati teorem potpunosti za sistem prirodne dedukcije,
odnosno da je svaka valjana formula teorem sistema prirodne dedukcije. U tu
svrhu dokazujemo prvo sljedece tri leme. Leme jednostavno iskazuju da je svaki
od aksioma sistema RS teorem sistema prirodne dedukcije.

Lema 1.66. Za proizvoljne formule A i B vrijedi Fpp A — (B — A).

Dokaz.
1 — 2
B
(AD)
ANB
(AE)

4 2(— 1)
B— A (=D

A— (B— A

A

Lema 1.67. Za proizvoljne formule A, B i C vrijedi

Dokaz.
A8 A-(B-0) ' A°® A=B°?
(=E) ——(—=E)
B—C B
(—E)
3(—1)
A—=C
2(—=1)
(A—B)—(A—C)
1(—1)

(A= (B—=C))—((A=B)—(A—0))
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Lema 1.68. Za sve formule A i B formula (-B — —A) — (A — B) je teorem
sistema PD.

Dokaz.
B — — 3
. (— E)
A -A
(—E)
1
3(~1)
_\_|B
(DN)
B
2(—) I)
A— B
1(— 1)

(~B — —4) — (A — B)

Teorem 1.69. (teorem polpunosti za sistem prirodne dedukcije)
Ako je A wvaljana formula tada je A teorem sistema PD.

Dokaz. Ako je A valjana formula tada iz teorema potpunosti za sistem RS
slijedi Frg A. Reéi éemo da je formula F' n-dokaziva ako u sistemu RS postoji
dokaz za nju duljine n. Indukcijom po n dokazujemo da je svaka n-dokaziva
formula teorem sistema prirodne dedukcije.

Ako je n =1 tada je F' aksiom sistema RS. Iz prethodnih triju lema slijedi
da je tada F' teorem sistema PD.

Pretpostavimo da za neki n € N, za sve k < n i sve k-dokazive formule
G, vrijedi da je G teorem sistema PD. Neka je F' neka n-dokaziva formula,
te neka je niz formula Fy, ..., F, neki dokaz u RS za F. Iz definicije dokaza
u sistemu RS slijedi da je F' aksiom ili je dobivena primjenom pravila modus
ponens. Ako je F' aksiom od RS tada trazena tvrdnja slijedi iz prethodnih
triju lema. Razmotrimo jo§ slucaj kada je F' dobivena iz nekih formula F; i Fj
pomocu pravila izvoda modus ponens, gdje su ¢,j < n. Neka je F; = F; — F.
Iz pretpostavke indukcije slijedi da su formule F; i F} teoremi sistema PD. To
znaci da postoji oznaceno stablo D koje je izvod za formulu F;, odnosno stablo
D’ koje je izvod za F;. Spajanjem tih dvaju izvoda, i primjenom pravila (— E),
dobivamo izvod za formulu F' u sistemu prirodne dedukcije. Sljede¢om slikom
prikazujemo opisanu konstrukciju.

D D’
F; F;
F
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Iz teorema adekvatnosti i potpunosti za sisteme RS i PD dobivamo sljedeéi
korolar.

Korolar 1.70. Za sve formule F vrijedi:
Frs F' ako i samo ako +Fpp F.
Sumirajmo na kraju dosadasnje rezultate u sljede¢em korolaru.

Korolar 1.71. Za sve formule F' i skupove formula S sljedeée tvrdnje su ekvi-
valentne:

a) SE=F;
b) S"pDF;
C) S"RsF.

Napomena 1.72. Na kraju ove tocke kratko ¢emo opisati pojam normalizacije
izvoda sistema prirodne dedukcije. Neéemo nista strogo definirati, veé¢ éemo
najvaznije stvari pokusati objaniti navodeéi primjere. Promotrimo prvo sljedeci
1zvod.

ArC' ANC
(AE) (AE)

A A-B’ c
—————(=E) —— (=)
B B—C

(—E)
C
(—=1)
(A—B)—C
(—=1)
(ANC)—((A—B)—C)

Posebno uocite formulu B — C u prethodnom izvodu. Ta formula je prvo
konkluzija jednog pravila introdukcije, a onda je odmah premisa pravila elimi-
naciyje. Takve situacije bi svakako Zeljeli izbjeéi u izvodima.

Za formulu F u izvodu kaZemo da je formula reza ako je F' prvo konkluz-
1ja jednog pravila introdukcije, a onda je odmah premisa pravila eliminacije.
Kazemo da se u nekom izvodu pojavijuje rez ako postoji u tom izvodu barem
jedna formula reza. Za izvod D kaZemo da je u normalnoj formi ako ne
sadrzi niti jedan rez.
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Jedan izvod formule (ANC) — ((A — B) — C) moZe se bez reza zapisati ovako:

ANC
c
(A—B)—>C

(NE)

(ANC) = (A= B) = C)

Teorem o normalizaciji govori da se svaki izvod moZe normalizirati. Pos-
ljedica toga je da za svaki izvod postoji jedinstvena mormalna forma. Iako se
na prvi pogled tvrdnja teorema normalizacije moze ciniti ocita, njen dokaz je
relativno zahtjevan. Sve detalje o normalizaciji mozete pronaéi u [33], [42], [43]

i [14].

Zadaci:

1. Odredite izvode u sistemu prirodne dedukcije za sljedeée tvrdnje:

) AAA— B,B—CFC,

) (PAQ) = (RAS),=P,QFS;
c) P.m=(P = Q)F (RAS)VQ;
d) P—(QAR), P-PAQ;
e) P — -=Q, ~—PF Q;
)
)
)
i) P

a
b

f

g
h

1

(PAQ)ARF PA(QAR);
P—Q, (P-Q)—(Q—P)FPQ;
—~(@Q—=(R—8)), RA(PAQ)F S.

Uputa: koristite samo prirodna pravila.

2. Primjenom prirodnih pravila i hipotetickog pravila (— I') dokazite sljedede
tvrdnje:
a) b P— (PVQ);
b) P —((P—Q)— Q)
¢c) (PVQ)— RFP — R;
d) PN\QFP— Q;
e) P, (PANQ)— —-R, "R— -SFQ — —S;
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fy PEH(P—Q)— @
g) (P/\Q)—>R|—P—>(Q—>R);

Rjesenje:

R
Q—R

2(— 1)

— (=)
P—(Q@—R)

h) (PAQ)— REQ— (P — R);
i) P=(Q—R)FQ—(P—R);
i) -P (PVQ) = REQ—R;
k) P~ Q, Q RFP <R

)

1 - (Q@—-R)FQ—(PANQ)— R).

T v

RjeSenje:

3. Odredite izvode za sljedece tvrdnje:

a) (P A-P);
b) P, -PF Q;

¢) "P— Pk P;
d) =(=PA=Q), ~PF Q;
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e) P->QF-PVQ;

RjeSenje:
P—Q P2
(—E)
Q
(vI)
“=PvQ) | -PVQ
(-E)
2(=I)
‘VP
(vI)
Eeval ~PVQ
(—E)
1
1(=1)
—=(=PVQ)
(DN)
-PVQ
f) (=PAQ)— -R, R, QF P;
) P—Q, -QF —P.
Rjesenje:
P—-qQ Pl
(— E)
Q -Q
(—E)
L
1(=1)
-P

Uputa: u svim izvodima od hipotetickih pravila upotrijebite samo pravilo
(=1).
4. U sistemu prirodne dedukcije odredite izvode za:

a) (PANQ)V(PAR)F P;

RjeSenje:

(NE)

(PAQ)V(PAR) P P
172(\/E)
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b) PVQFQV P;

¢) (PVQ)VRFPV(QVR);

d) (PANQ)V(PAR)FPA(QVR);

e) (PVQ)AN(PVR)FPV(QAR);

) PV(QAR)F(PVQ)A(PVR);

g) (PVQ)ARERA(QVP);

Rjesenje:
(PVQ)AR P! ?
(AE) (vI) (vI)
(PVQ)AR PvQ QVP QVP
(AE) 1,2(VE)
R QVP
(AT)
RA(QVP)

h) (PANQ)AR)V(PAR)F(PV-Q)AR.
5. Odredite izvode u sistemu PD za sljedece tvrdnje:

a) "PA=QF =(PVQ);

RjeSenje:
—“PA-Q —PA=Q
(AE) (AE)
P2 -p -Q Q°’
(-E) (-E)
PVt 1 1
2 3(\/E)
1
1(=I)
-(PVQ)
b) =PV -QF =(PAQ);
Rjesenje:
PrQ PAQ°
(AE) (AE)
P i Q Q"
(ﬂE) (_‘E)
1 1
1(=1) 3(—I)
-PV-Q —(PAQ) =(PAQ)
2 4(\/E)

=(PAQ)

97
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¢) ~(PAQ)F —~PV-Q;
d) PVQF ~(~PA-Q).

6. Primjenom prirodnih pravila izvoda i dva hipoteticka pravila odredite
izvode za sljedece tvrdnje:

a) b (P — Q) —~(PA=Q);

RjeSenje:
PA-Q °
(AE)
P=qQ " P PA-Q *
(—E) (AE)
Q -Q
(—E)
1L
2(=1)
~(PA-Q)
(=1)
(P=Q)—==(PA-Q)
b) F PV —P;
Rjesenje:
ﬁ 2
(vI) )
PV-P ~(PV-P)
(-E)
1
2(=1)
-P
(vI) §
PV-P ~(PV=P)
(=E)
1
1(=1)
ﬁ‘\(P\/‘VP)
(DN)
PV-P
c) "(PAQ)F P — —Q;
d) PvQ, P+ Q;
¢) P QF —P o —Q;
f) F P < ——P;
g) F(P—=Q) = ~(PA-Q).
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7. Dokazite da su sljede¢a pravila izvoda dopustival® u sistemu PD :
a) hipoteticki silogizam

P—qQ Q— R

b) konstruktivna dilema

PVQ poR Q—S

(kon dil)
RvVS
¢) modus tolens
(PVQ)— R ——R
(mod tol)
—~(PVQ)
d) disjunktivni silogizam
PvQ -P
(dis sil)
Q
e) obrat po kontrapoziciji
P—-Q
(kontra)
f) apsorpcija
P—-Q
— (aps)
P— (PAQ)
8. Primjenom nekog od pravila izvoda iz prethodnog zadatka odredite izvode

za:
a) " A— B, C— D, “AvVC, -BF D;
Rjesenje:
-AvC -A—-B (C—=D
-B Bv D
D

19Pojam dopustivog pravila je definiran na strani 49 za sistem RS. U istom smislu koristimo
taj pojam za sistem PD.

(kon dil)

(dis sil)
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b) A— B, (AANB) — C, -CF —A4;
c) (AVB) — -CF —--C — =(AV B).

9. Ispitajte jesu li sljedeéa pravila izvoda dopustiva u sistemu PD :

a)

AV B B—C
-AvC
b)
A—B B
A
c)
(AVB)—C
C—B
d)
A— (B—C) B
B—-C
e)
A (AAB)—=-C - -D
B—D
Uputa: ako je neko pravilo izvoda Al'éA" dopustivo u sistemu PD, i sve
formule A1, ... A, su valjane, tada je i formula B valjana.

10. Koristedi sva tri hipoteticka pravila odredite izvode za sljedeée tvrdnje:
a) (PVQ)A(PVR)F-P— (QAR);
b) " PVQF P — Q;
c) k(P < —P).
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Rjesenje:
Po-pP "
(—~E)
Po-pP ! =P’ PP
(—E) ——(—F)
P>  PoaP =P’ P
(—E) ————— (=E)
P’ -P i
(—E) —s(=I)
1 -
2(=1) (DN)
-P P
(=E)
1
1(=I)
- (P—-P)

11. Ispitajte jesu li sljedeée formule teoremi sistema prirodne dedukcije. Za
formule koje su teoremi odredite dokaze.

a) (P—Q)— (PVR)—(QVR));

b) (P — Q) — Q;

¢) (P—Q)A(Q— R))A(PA=R);

d) (PVQ)V (R~ P))— ((PV=P)— ((RA=P)A-Q)).

Uputa: pomoéu glavnog testa provjerite je li dana formula valjana, pa
primijenite teorem adekvatnosti.

12. Odredite $to je dokazano sa sljedeéim izvodima.

a)
1 —2
& (AT)
PAQ
(NE .,
PvQ Q
LQ(\/E)
Q
b)
—1 -2
(VI) ¢ (VI)
PvQ’® PVQ PVQ
112(\/E)
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1.8 Alternativne aksiomatizacije logike sudova

U prethodnoj tocki razmatrali smo sistem prirodne dedukcije. Kao $to smo
veé bili istaknuli u tom sistemu su izvodi prirodniji nego u prije definiranom
hilbertovskom Frege-Lukasiewiczevom sistemu. Razlog detaljnog proucavanja
hilbertovskog sistema je taj sto ¢emo kasnije upravo tako zadavati teorije prvog
reda kao Sto su Peanova aritmetika i Zermelo—Fraenkelova teorija skupova.

U ovoj tocki navodimo neke alternativne aksiomatizacije logike sudova. Osim
§to se sistemi razlikuju po izabranim shemama aksioma, razlikuju se i po iz-
abranim primitivnim logickim veznicima, te sadrzi li njihov alfabet logicke kon-
stante T i L. Za svaki od tih sistema mogu se dokazati metateoremi kao i za RS.
No, najvaznije je istaknuti da su svi navedeni sistemi medusobno ekvivalentni,
tj. ako su 77 i1 75 sistemi tada za sve formule F iz zajednickog jezika vrijedi

W+ F ako i samo ako T+ F.

Prvo navodimo Hilbert-Bernaysov?? sistem za veznike A, V, —, <> i —, bez
konstanti. Sheme aksioma su podijeljene u grupe obzirom o kojem vezniku
govore:

I. Sheme aksioma za kondicional

1. A— (B— A);

2. (A— (A— B)) — (A— B);

3. A-B)—=((B—=C)— (A—0)).
II. Sheme aksioma za konjunkciju

1. (AAB) — A4;

2. (AAB) — B;

3. A= B)—=((A—=C)— (A= (BAN(O))).
III. Sheme aksioma za disjunkciju

1. A— (AV B);

2. B— (AV B);

3. A—-C)—=((B—C)— ((AVvB)—C0)).
IV. Sheme aksioma za bikondicional

1. (A< B) — (A — B);

2. (A— B) — (B — A);

3. (A—-B)— ((B— A) — (A< B)).

20p. Bernays, 1888.—-1977.
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V. Sheme aksioma za negaciju
1. (A— B) — (=B — —A);
2. A — A,
3. =—A— A

Jedino pravilo izvoda je modus ponens.

Asserov sistem za logiku sudova bez konstanti ima, kao i Hilbert-Bernaysov
sistem, sheme aksioma podijeljene u grupe obzirom na logicke veznike. Jedino
pravilo izvoda je takoder modus ponenes. Za veznike A, V, = i «<» sheme aksioma
su iste. Za kondicional je umjesto sheme (A — (A — B)) — (A — B) uzeta
shema ((A — B) — A) — A.

Sada navodimo sistem od Devidéa koji ima aksiome i za obje logicke konstante
T i L. Sheme aksioma za —, A, V i < su iste kao kod Asserovog sistema. Sheme
aksioma za negaciju i konstante su sljedece:

V. Sheme aksioma za negaciju
1. A— (-A — B);
2. (A= B) = ((A— ~B) — ~A);
3. (A—-B)— ((wA— B) — B).
VI. Sheme aksioma za konstante
1. A—T,;
2. 1L — A.

Jedino pravilo izvoda je modus ponens.

Novikovljev?! sistem za logiku sudova s veznicima A, V, — i =, bez konstanti,
ima samo dvije sheme aksioma za kondicional: A — (B — A) i (A — (B —
) — ((A — B) — (A — ()). Sheme aksioma za ostale veznike su iste kao
kod Asserovog sistema.

Kleenijev?? sistem za logiku sudova s veznicima A, V, — i -, bez konstanti,
ima iste sheme aksioma za kondicional kao Novikovljev sistem. Za veznik V ima
iste sheme aksioma kao i svi prethodni sistemi. Za veznike A i — sadrzi sljedece
sheme aksioma:

II. Sheme aksioma za konjunkciju
1. (AAB) — A4

21y, Novikov, 1901.-1975.
223, C. Kleene, 1909.-1994.
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2. (ANB) — B;
3. (A= (B—(AAB)).
V. Sheme aksioma za negaciju
1. (A= B) = ((A— ~B) — -A);
2. =—A — A.

Jedino pravilo izvoda je modus ponens.?3

Rosserov sistem za logiku sudova s veznicima A i =, bez konstanti, sadrzi samo
sljedece tri sheme aksioma:

1. A— (AN A);
2. (AAB) — 4
3. (A= B) = (=(BAC)— =(CAA)).

Naravno, A — B je pokrata za —~(A A —B). Kao i svi prethodni sistemi sadrzi
modus ponens kao jedino pravilo izvoda.

Hilbert—-Ackermannov??  sistem sadrzi samo V i - kao primitivne veznike.
Veznik — se promatra samo kao pokrata. Sheme aksioma su sljedece:

. (AVA) — 4

. A— (AV B);

. (AVB) — (BVA);

(B—-C)— ((AvB)— (Av()).

=W Ny =

Jedino pravilo izvoda je modus ponens.

U Whitehead—Russellovom sistemu promatraju se samo veznici V i —. Kondi-
cional, tj. formula A — B, je pokrata za formulu —A V B. Sheme aksioma su
sljedece:

1. (AV A) — 4

2. A— (AV B);

3. A= B)— ((C—A) — (C— B)).

Jedino pravilo izvoda je modus ponens.

23 Ako u Kleenijevom sistemu umjesto sheme aksioma ——A — A uzmemo shemu —A —
(A — B) dobivamo intuicionisti¢ku logiku sudova, odnosno Brouwer-Haytingov sistem.
U tom sistemu formule -—A4 — A, AV-A, (-B — —-A) - (A — B)i—~(AAB) — (mAV-B)
nisu teoremi. O tome mozete vise saznati u tocki 1.9.

24W. Ackermann, 1896.-1962.
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U Waysbergovomsistemu promatraju se samo formule koje sadrze veznik — i
konstantu L. Pravilo izvoda je modus ponens. Sheme aksioma su sljedece:

1. A— (B — A);
2. (A= (B—=0)) = (A= B) = (A= 0));
3. (A—-1)—1)— A

U Mereditovom sistemu promatraju se samo veznici — i —. Uz modus ponens
kao pravilo izvoda sadrzi samo sljede¢u shemu aksioma:

(A= B) = (=C = =D)) = C) = E) = ((E = A) = (D — A4)).

Svakako je posebno zanimljiv Nicodov?® sistem u kojem se promatraju formule
izgradene samo pomocu veznika 1 (Shefferova operacija). Nicodov sistem sadrzi
samo jednu shemu aksioma:

ATBITONT(DT@DID)TUETB)T(ATE)T (AT E))),
a jedino pravilo izvoda je
A AT (B1C)
C

Za svaki od sistema moze se postaviti pitanje nezavisnosti aksioma. Nas
osnovni sistem kojeg promatramo, tj. Frege—Lukasiewiczev sistem, ima nezav-
isan skup aksioma (vidi zadatak 13 na strani 52).

Zadaci:

1. Dokazite teorem adekvatnosti za svaki od sistema definiran u ovoj tocki.
Uputa: Dokazite da je svaki aksiom promatranog sistema tautologija.
Posto znamo da pravilo modus ponens ¢uva istinitost, tada tvrdnja za-
datka slijedi indukcijom po duljini dokaza proizvoljnog teorema u proma-
tranom sistemu.

Ovdje dajemo dokaz adekvatnosti Nicodovog sistema. Dokazimo prvo da
je svaki aksiom Nicodovog sistema tautologija. U tu svrhu pravila glavnog
testa proSirimo sa sljedeé¢im pravilima za veznik T:

418 (D) 418 @

/ \ AT
Al B 1 BT

257J. Nicod, 1893.-1924.



106

POGLAVLJE 1. LOGIKA SUDOVA

(Dokazite da dana pravila ¢uvaju istinitost.) Primjenom tih pravila lako
je dokazati da je svaki aksiom Nicodovog sistema tautologija.

Dokazimo sada da pravilo izvoda Nicodovog sistema ¢uva istinitost. Neka
je I interpretacija za koju vrijedi: I(A) = I(A 1 (B 1 C)) = 1. Tada po
definiciji operacije 1 slijedi I(B 1 C) =0, aondaiI(C)=1.

Za formulu F kazemo da je n—dokaziva (n € N) ako postoji neki dokaz

u Nicodovom sistemu duljine n. Indukcijom po n dokazite da je svaka
n-dokaziva formula tautologija.

2. Dokazite teorem potpunosti za Devideov sistem s logickim konstantama.

3. Dokazite da je svaki od definiranih sistema konzistentan.

4. Dokazite da za svaki od definiranih sistema vrijedi teorem dedukcije.

5. Za svaki sistema definiran u ovoj tocki komentirajte:

a) Vrijede li za sistem sva svojstva konzistentnosti kao i za RS? (Npr.
skup je konzistentan ako i samo ako je svaki njegov konacan podskup
konzistentan).

b) Vrijedi li Lindenbaumova lema za sistem?
c¢) Je li skup svih teorema maksimalno konzistentan?

d) Vrijedi li (generalizirani) teorem potpunosti?

6. Dana je sljedeca aksiomatizacija ra¢una sudova :

A— (B — A);

(A—B) = (A—(B—C)) = (A—0));
(A N B)— A;

(A A B)—)B;
(A—=B)— (A= C)—= (A= (B A C));
A— (AV B);

B — (AV B);

(A—=C) = (B—C) = ((AVB) = C));
(A ~B) — (B — ~A);

-—A — A.

© O XN O WD

—_

Jedino pravilo izvoda je modus ponens. Oznac¢imo ovako dobiveni sistem
racuna sudova sa IB (dokaz i izvod su definirani uobi¢ajno). Dokazite
da u sistemu IB vrijedi teorem dedukcije.

Rjesenje: Uocite da se prvi aksiom sistema I B podudara s aksiomom (A1)
sistema RS. Lako je dokazati da za proizvoljne formule F, G i H vrijedi
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Fip (F — (G — H)) - (G — (F — H)) (dokazite!). Neka su A, B i
C proizvoljne formule. Oznac¢imo sa F' formulu A — B. Zatim, neka je
G=(A—- (B—-()iH=A— C. Tada iz prije navedene €injenice
slijedi
Fip (F — (G — H)) — (G — (F — H)),
tj.
Fip ((A—=B) = (A= (B =)= (A4-0))) =
(A-(B—-0)—((A—=B)—=(A—0))).

Sada primjenom drugog aksioma sistema I B i pravila modus ponens slijedi
Fris (A—(B—C))— ((A— B) — (A — ().

Dakle, i aksiom (A2) sistema RS je jedan od teorema sistema I B. Koristeéi
napomenu iza teorema dedukcije na strani 47 slijedi da za sistem I B vrijedi
teorem dedukcije.
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1.9 Neke neklasi¢ne logike sudova

U razmatranjima koja slijede logiku sudova koju smo do sada bili promatrali
nazivat ¢emo klasiéna logika sudova, kako bismo je mogli razlikovati od
drugih logika sudova. Mi ¢emo ovdje navesti osnovne informacije o dvjema
neklasi¢nim logikama sudova: intuicionistickoj i modalnoj. Postoje i druge
neklasi¢ne logike sudova, kao $to su npr. viSevaljana logika, vjerojatnosna logika,
fuzzy logika, ... Obi¢no se ne promatraju u udzbenicima iz logike, ve¢ su svakoj
od njih posveéene posebne monografije.

1.9.1 Intuicionisticka logika

Osniva¢ima intuicionizma se smatraju L. Kronecker i L. E. J. Brouwer. Prije
nego Sto definiramo intuicionisticku propozicionalnu logiku i pripadnu seman-
tiku, promotrimo prvo dva primjera.

Primjer 1.73. Dokazimo da postoje iracionalni brojevi a,b € R\ Q takvi da je

a’ € Q. Znamo da je V2 € R\ Q. Ako je \@ﬁ € Q dokaz je gotov, tj. nasli
smo iracionalne brojeve a i b (a = b= +/2) takve da je a® racionalan broj.

Ako pak \/5\/5 Z Q, t. \@ﬂ € R\ Q, tada definiramo a = \/i\/5 i b=+2.
Tada je ocito ab € Q.
Time smo dokazali da postoje a,b € R\ Q takvi da je ab € Q.

Postavlja se pitanje koji su to konkretni ractonalni brojevi koji zadovoljavaju
trazeni uvjet. Iz gornjeg dokaza se to ne moze iscitati.

Intuicionisti dokaz iz prethodnog primjera ne smatraju dokazom jer nije
konstruktivan. Uo¢imo da smo do zakljucka o egzistenciji trazenih iracionalnih
brojeva dosli primjenjujuéi zakon o iskljucéenju treéeg, tj. tautologiju A VvV —A.
To znaci da se u intuicionistickoj logici formula A V =A ne smatra valjanom
formulom.

Primjer 1.74. U klasi¢noj logici sudova znamo da za sve formule A 1 B vrijedi
(A — B) & (—AV B). Sljededim primjerom Zelimo ilustrirati da prethodna
logicka ekvivalencija formula ne vrijedi w intuicionistickoj logici. Neka je za
svakin € N, n >0, sa ¢, oznacena formula koja izraZava sljedecu ¢injenicu:

"u decimalnom prikazu broja m pojaviljuje se n uzastopnih sedmica.”
Ocito je formula w100 — @og istinita. No, to isto ne mozemo turditi za formulu

“p100 V wo9. To znadi da formula (100 — ©99) — (T@100 V Yo9) nije istinita,
odnosno imamo (A — B) ¢ (mAV B).
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U prethodna dva primjera smo naveli neke valjane formule klasi¢ne logike
sudova za koje ne zelimo da budu valjane formule intuicionisticke logike sudova
(to su formule AV -4 i (A — B) < (-AV B) ). Postavlja se pitanje koji su
nam kriteriji kada neku formulu smatramo valjanom formulom intuicionisticke
logike. Mi se nec¢emo detaljno baviti formalnim sistemima za intuicionisticku
logiku.

Alfabet, te pojam formule se definira sasvim isto kao kod klasi¢ne logike
sudova. Spomenimo samo da se sistem prirodne dedukcije za intuicionisiticku
logiku I L dobiva iz sistema PD izostavljanjem pravila dvojne negacije (pojam
dokaza i izvoda se definira na sasvim isti nacin).

Spomenimo vezu izmedu klasi¢ne i intuicionisticke logike sudova. U tu svrhu
prvo definiramo Gdédelovu translaciju. Oznacimo sa F skup svih formula logike
sudova. Godelova translacija je funkcija g : F — F koja je induktivno definirana
sljede¢im pravilima:

g(P) = —-=P, gdjeje P proizvoljna propozicionalna varijabla;
g(ANB) = g(A)Ag(B),
9(AV B) = =(=g(A) A~g(B)),

g(A— B) = g(A) — g(B),

gdje su A1 B proizvoljne formule. Ako je S skup formula tada sa g(.5) oznacavamo
skup {g(A4): A€ S}.

Sada isti¢emo dva teorema koji govore o vezi intuicionisticke i klasi¢ne logike
sudova. Dokaze tih teorema mozete pogledati u knjizi [43].

Teorem (K. Godel)
Neka je S neki skup formula, a F' neka formula. Tada vrijedi:

Stpp F ako i samo ako g(S) Frr g(F).

Teorem (V. Glivenko)
Neka je F' proizvoljna formula logike sudova. Tada vrijedi:

Fpp F ako i samo ako Frp ——F.

Sva dosadasnja razmatranja nam nisu dala kriterije za odredivanje je li neka for-
mula valjana u intuicionistickoj logici. U tu svrhu moramo definirati semantiku
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za intuicionisticku logiku. To, naravno, ne mogu biti funkcije sa skupa varijabli
u skup {0,1}, jer onda opet ne bismo mogli zakljuciti da npr. formula PV - P
nije valjana u intucionistickoj logici, tj. nije teorem sistema IL. Sada defini-
ramo pojam Kripkeovog okvira, odnosno Kripkeovog modela za intuicionisticku
logiku.

Definicija 1.75. Kripkeov okvir § je proizvoljan neprazan parcijalno ureden
skup (W, <). Elemente skupa W obicno nazivamo svijetovi. Relacija < se
naziva relacija dostizivosti. To znaci da ako za neke svijetove w,v € W
vrijedi wRv tada jos kaZemo da je svijet v dostiZiv iz svijeta w.

Definicija 1.76. Kripkeov model 9 je uredena trojka (W, <,b), gdje je
(W, <) proizvoljni Kripkeov okvir, a & je relacija izmedu svijetova iz W i for-
mula, koju nazivamo relacija forsiranja. Relacija forsiranja mora zadovolja-
vati sljedece uvjete:

w L
wkHAV B  ako i samo ako whk A ili wl B;
wHAANB  ako i samo ako wkA i wl B;

wh-A — B ako i samo ako Yv(w <wv i vk A poviaci vk B),

gdje je w € W proizvoljan, te su A i B proizvoljne formule. Ako vrijedi wh A
tada jos kazemo da je formula A istinita na svijetu w.

Formulu —A promatramo kao pokratu formule A — 1. Lako je vidjeti da
vrijedi:

wk-A ako i samo ako Vo(w < v povlaci v - A).

Uocite da je relacija forsiranja zadana sa svojim djelovanjem na propozi-
cionalnim varijablama.

Ako je M = (W, <,F) Kripkeov model i F' neka formula za koju vrijedi
whk F, za sve w € W, tada to kratko oznacavamo sa 9t F.

Navodimo bez dokaza dva najvaznija teorema koji povezuju sintaksu i se-
mantiku intuicionisticke logike. Prvi teorem je lako dokazati indukcijom po
slozenosti formule. Dokaz drugog teorema je dan u [43], odnosno u A. Dobi,
Intuicionisticka logika, diplomski rad, PMF-MO, Zagreb, 2000.
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Teorem 1.77. Za sve formule F vrijedi:

ako Frp, F tada za sve Kripkeove model M vrijedi M- F.

Teorem potpunosti za sistem IL. Za sve formule F vrijedi:

ako za sve Kripkeove model 9t imamo M F' tada vrijedi k7, F.

Zadaci:

1. Dokazite da su za sve formule A i B sljedete formule teoremi sistema IL:

a) A— —-—A

b) (A— B) — (-B — ~4)
) mA — —-——A

) (AA-B) = ~(A— B)
)

)

[oFNe)

g) ﬁﬁ(A/\B) > (ﬁﬁA/\ﬁﬁB)

—

2. Dokazite teorem adekvatnosti za sistem IL.
Uputa: Dokaz provedite indukcijom po visina stabla izvoda slicno kao
dokaz teorema adekvatnosti za sistem PD.

3. Dokazite da sljedece formule nisu teoremi sistema IL:
a) Pv-P
b) -—P — P
c) (P AQ) — (=P Vv =Q)
d) (P—Q)— (=PVQ).

Uputa: Ako zelimo dokazati /;;, F iz teorema adekvatnosti slijedi da je
dovoljno definirati Kripekov model 91 takav da vrijedi 9t f F. Npr. za
tvrdnju a) definiramo redom: W = {w,v}, w < v, te 2 P ako i samo
ako x = v. Tada imamo w - P i w }-—P. To znaci w - PV —P.

4. Dokazite teorem supstitucije za sistem IL, tj. ako su A, B i F formule, te
je P propozicionalna varijabla, tada vrijedi:

Fiz (A & B) = (F(A/P) — F(B/P)).
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1.9.2 Modalna logika

Sjetimo se prvo kako je definirana interpretacija kondicionala u klasi¢noj logici
sudova. Zapisimo je tablicom:

|

[Q[[P— Q]

Q
0 1
1
0
1

P
0
0 1
1 0
1 1

Prilikom definicije interpretacije kondicionala bili smo spomenuli da je u prvi
mah pomalo ¢udan uvjet da iz I(P)=0 i I(Q) =1 slijedi I(P — Q) =1,
odnosno da iz "1azi” slijedi ”sve”. Obi¢no se ta situacija naziva paradoks ma-
terijalne implikacije. U sljedeé¢im primjerima zelimo naglasiti da u klasi¢noj
logici sudova to ne mozemo popraviti. Promatramo binarne logicke veznike o
za koje vrijedi 100 =0 i 1ol =1.

Primjer 1.78. Oznacimo sa impy binarni logicki veznik ¢ija je interpretacija
zadana sljedecom tablicom:

(Pl @] Pimp Q]
010 1
0|1 0
1|0 0
1] 1 1

Lako je provjeriti da vrijedi (P imp; Q) < (Q impy P). To bi znadilo da je
svaka tvrdnja ekvivalentna sa svojim obratom. Nadamo se da se slaZete da ne
zelimo da veznik kondicional ima to svojstvo. Dakle, impy ne moZemo uzeti
umjesto kondicionala.

Na slican nacin bi vidjeli da i druge kombinacije imaju nedostatke (vidi
zadatak 1). To znaci da u klasi¢noj logici sudova ne mozemo ispraviti nedostatke
kondicionala. U tu svrhu promatraju se operatori na sudovima. Promotrimo
prvo nekoliko primjera iz prirodnog jezika u kojima se pojavljuju operatori:

”"Nuzno ¢e danas padati kisa.”
”"Mogucée ¢u danas doéi na posao.”
” Ako gledam televiziju tada nuzno zmirkam i zijevam.”

U prethodnim recenicama pojavljuju se dva operatora: "nuzno” i ”moguce,”
koje redom oznacavamo sa » 1 [ . Ti operatori su primjeri tzv. modalnih
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operatora, pa se iz tog razloga pripadne logike nazivaju modalne logike.
Vazno je reé¢i da modalni operatori ¢ i O nisu bulovski logi¢ki veznici, a to
znaéi da ni njihova interpretacija ne moze biti zadana pomocu neke istinosne
funkcije.

Pomodéu modalnih operatora moze se definirati tzv. striktna implikacija, koja
se oznacava sa <, na sljedeéi na¢in: A < B =0 (A — B). Osnovno je pitanje
koja svojstva ima upravo definirana striktna implikcija. Mi se ovdje neé¢emo
baviti striktnom implikacijom ve¢ éemo promatrati modalne logike.

U razvoju modalne logike postojale su tri faze: sintakticka (Lewisovi prvi modalni
sistemi, 1918.), klasi¢cna (Kripkeova semantika; teoremi potpunosti) i moderna
("modalna logika je sredstvo za opis relacijskih struktura”). O tome mozete
vise ¢itati u knjizi [3].

Pojam nuznosti i mogucnosti je u nekim situacijama nejasan u intuitivhom
smislu. Npr. hoéemo 1i formulu 0 A — OO A uzeti kao aksiom u modal-
nim sistemima ili ne? Upravo to je bio razlog da su pocetkom XX. stoljeca
definirani mnogi modalni aksiomatski sistemi. Radi ilustracije mi ¢emo ovdje
definirati sintaksu i semantiku jednog od najjednostavnijih modalnih sistema
koji se obi¢no oznacava sa K (u cast S. Kripkeu).

Definicija 1.79. Alfabet modalnog sistema K sadrzi alfabet klasicne logike su-
dova i logicku konstantu L, te jedan unarni modalni operator 0 . Pojam formule
se definira standardno, pri cemu se jos dodaje: ako je A formula tada je i O A
formula.

Koristimo i unarni modalni operator &, pri cemu je A pokrata za formulu
-0 -A.

Sistem K sadrzi sljedece aksiome:

A0)  sve tautologije (u novom jeziku!)
Al) 0(A—-B)—(0OA—0OB)

Pravila izvoda sistema K su:

A A— B

5 (nuznost)

(mod pon) i DAA

Sasvim analogno kao za sistem RS definiraju se pojmovi dokaza, izvoda i teo-
rema.

Napomena 1.80. U iskazu aksioma AO) smo naveli da su sve tautologije ak-
siomi, ali promatrane u novom jeziku. To znaci da ne uzimamo samo valjane
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formule klasicne logike sudova veé i modalne formule koje supstitucijom "modal-
nih potformula” s propozicionalnim varijablama postaju tautologije. Takve su
oditoDAV-0A OOCODA—-DOCOA i (CAA-DOA)—-0OA.

Radi ilustracije u sljedec¢oj propoziciji navodimo nekoliko teorema sistema K.

Propozicija 1.81. Neka su A i B proizvoljne formule. Tada su sljedeée
formule teoremi sistema K :

a) O(AAB) — (0 AAD B)
b) (0 AADOB)—0O(AAB)
¢) DAvOB)—0O(AVB)
d) 0(A< B)— (0 A~0OB)
e)DL—0A

Za ilustraciju piSemo niz formula koji je jedan dokaz za a):

1. (AANB)—A (A0)

2. O{(AAB)— A (nuznost: 1.)

3. O(AAB)—A)— 0O (AAB)—0OA) (A1)

4. O(AANB)—0OA (mod pon: 2., 3.)
5. (ANB)— B (A0)

6. O((AANB)— B) (nuznost: 5.)

7. O(AAB)— B)— (O0(AAB)—0OB) (A1)

8. O(AAB)—UB (mod pon: 6., 7.)
9. O(AAB)—D0A) — (O(AAB)—0B)—

— (O(AAB)— (0 AAOB))) (A0)

10. @(AAB)—0OB)— (@O(AAB)— (d0AAOB)) mod pon: 4., 9.
11. O(AAB)— (OAAOB) mod pon: 8., 10.

Sada definiramo semantiku modalnih logika. U prethodnoj tocki o intuicioni-
stickoj logici smo definirali pojam Kripkeovog okvira i modela. Ovdje takoder
imamo te pojmove.

Definicija 1.82. Neka je W neki neprazan skup, te R C W x W proizvoljna
binarna relacija. Tada uredeni par (W, R) nazivamo Kripkeov okvir ili kratko
okvir. FElemente skupa W nazivamo svijetovi, a relaciju R nazivamo relacija
dostizivosti.
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Kripkeov model 9 je uredena trojka (W, R,I\), gdje je (W, R) okvir, a  je
binarna relacija izmedu svijetova i formula, koju nazivamo relacija forsiranja,
te ima sljedeca svojstva:

w L

wh—-A ako i samo ako w A

wkAAB ako i samo ako wkA i wkB

wk AV B ako i samo ako wk A ili wkB

whkA— B ako i samo ako w F-A ili wk B

whHA «— B ako i samo ako wk A je ekvivalentno sa wk B
whkO A ako i samo ako Yv(wRv povlaci vl A)

Primijetimo da relacija forsiranja - komutira s bulovskim veznicima, a defini-
cija istinitosti formula oblika [J A je analogna definiciji istinitosti formula oblika
A — B u intuicionistic¢koj logici.

Definicija 1.83. Neka je M = (W, R,F) Kripkeov model. KaZemo da je neka
formula F istinita na modelu 9 ako za sve svijetove w € W vrijedi M, wl- F.
To kratko oznac¢avamo sa M |= F.
Kazemo da je formula F valjana ako za sve Kripkeove modele M vrijedi
Neka je F = (W, R) neki Kripkeov okvir, te F neka formula. KaZemo da je
formula F istinita na okviru F ako za svaku relaciju = na okviru F vrijedi da
za model M = (W, R, ) vrijedi M = F. To oznacavamo sa F |= F.

Kao i obi¢no teorem adekvatnosti se lako dokazuje indukcijom po duljini dokaza.
Teorem 1.84. Ako je F' formula takva da b F tada je F valjana.

Ovdje ¢emo samo iskazati teorem potpunosti. Dokaz tog teorema mozete
pogledati npr. u knjizi [3].

Teorem potpunosti za sistem K. Ako je F' valjana formula tada je F' teorem
sistema K.

Za razliku od klasi¢ne logike sudova za modalnu logiku ne postoji samo jedan
istaknuti sistem (kojemu su drugi sistemi ekvivalentni). Ovdje navodimo jos
nekoliko najcesée razmatranih prosirenja sistema K. Sistem 7T dobivamo kada
sistemu K dodamo jo$ kao novu shemu aksioma [0 A — A. Sistem S4 dobivamo
kada sistemu 7' dodamo jos kao novu shemu aksioma [0 A — 00 A. Konaéno,
sistem S5 se dobije dodavanjem sistemu 7" nove sheme aksioma ¢A — [0 $A.

Pri¢u o modalnim logikama poceli smo s paradoksom materijalne implikacije,
odnosno uvodenje modalnih logika motivirali smo promatranjem operatora
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"nuzno” i "mogucée”. Tako je i iSao povijesni razvoj. Danas se promatraju
razni modalni operatori. Npr. u temporalnoj logici se promatraju operatori
“uvijek ¢e biti da ...” 1 ”uvijek je bilo da ...”. Zatim, u logikama znanja i
vjerovanja promatraju se operatori oblika ”"on zna da ...” i ”on vjeruje da ...” U
logikama dokazivosti za formule oblika (JA promatra se interpretacija ”formula

A je dokaziva”. Velike su primjene modalnih logika u ra¢unarstvu.

Zadaci

1. Ozna¢imo sa imps, odnosno imps, binarne logicke veznike ¢ije su inter-
pretacije zadane sljede¢om tablicom:

’P\QHPimeQ\Pimng‘
010 0 0
0|1 1 0
110 0 0
1)1 1 1

Provjerite da za i = 2, 3 vrijedi ((P imp; Q) A (Q imp; P)> & (P < Q).

2. Dokazite da je svaka tautologija klasi¢ne logike sudova valjana modalna
formula.
Uputa: Pretpostavimo da je F' formula klasi¢ne logike sudova koja nije
valjana modalna formula. Tada po definiciji postoji Kripkeov model 97 i
svijet w takav da 9, w J- F. Definiramo interpretaciju I sa: I(P) =1 ako
i samo ako wl P. Indukcijom po slozenosti formule F' lako je dokazati da
vrijedi I(F) = 0.

3. Neka je F = (W, R) proizvoljni okvir. Za okvir F kazemo da je tranzi-
tivan (refleksivan; simetrican) ako je relacija R tranzitivna (refleksivna;
simetri¢na). Dokazite:

a) FE(OOP — OP) ako i samo ako F je tranzitivan okvir.
Zatim, dokazite da postoji okvir F koji nije tranzitivan, relacija
forsiranja F na F i w € F tako da za model M = (F,F) vrijedi
MmwkGOP — OP.

b) Fl(P — {P) ako i samo ako F je refleksivan okvir.
Zatim, dokazite da postoji okvir F koji nije refleksivan, relacija for-
siranja F na F i w € F tako da za model M = (F,F) vrijedi
M wkp — SP.
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¢) FH(P — 0O<$P) ako i samo ako F je simetrican okvir.
Zatim, dokazite da postoji okvir F koji nije simetrican, relacija for-
siranja F na F i w € F tako da za model M = (F,F) vrijedi
MmwkP —040OP.

4. Za binarnu relaciju R kazemo da je inverzno dobro fundirana ako ne pos-
toji niz (z,) takav da je x1RxoRxs ... Za okvir F = (W, R) kazemo da
je inverzno dobro fundiran ako je relacija R inverzno dobro fundirana.
Dokazite:

FEO@OP—P)—0OP akoisamoako okvir F je
inverzno dobro fundiran.

(Formula [0 (O P — P) — 0O P se naziva Lobov aksiom. Promatra se u logici
dokazivosti koja je modalni opis predikata dokazivosti u Peanovoj aritmetici).

5. Dokazite da su sljedeée formule teoremi sistema K :

a) OPADQ)—O(PAQ) e) O(PVQ) <~ (OPVOQ)
b) O(P-Q)— OP«-0Q) fy OPvOQ)—-0O(PVQ
c) OL—0OP g) (P AOQ) = G(PAQ)
d) 01— @P—3P)

6. Primjenom teorema adekvatnosti dokazite da sljedece formule nisu teoremi
sistema K : P—0P, O(PVQ)— (OPVIOQR), IP—-0Q)—0O(P —
Q)1 @P<0Q) —~0FP<Q).

7. Dokazite da sljedece formule nisu teoremi sistema K :

a) O(PVQ)— (OPVOQ) d) OOP — OP
b) @P—-0Q)—0O(P —Q) e) P—OP
) @P<~0Q)—0(P<Q) f) P—-0O%P

8. Neka su MM = (W, R,l-) i 9 = (W', R',I) Kripkeovi modeli. (Relacije
forsiranja jednako oznacavamo iako se nuzno ne radi o istim relacijama).
Za relaciju Z C W x W' kazemo da je bisimulacija izmedu modela 90t i
M’ ako ispunjava slijedeéa tri uvjeta:

(at) za sve (w,w’) € Z i sve propozicionalne varijable P vrijedi:
M, w- P ako i samo ako 9, w'I- P.
(forth) za sve (w,w') € Zisve v € W takve da vrijedi wRv postoji
v € W' takav da (v,v') € Z i w'R'v.

(back) za sve (w,w’) € Z isve v/ € W’ takve da vrijedi w'Rv’
postoji v € W' takav da (v,v’') € Z i wRuv.
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Ako je Z bisimulacija izmedu modela M 1 M’ tada to oznacavamo sa
Z : MM te umjesto (w,w’) € Z pisemo i Z : M, w=I', w’, odnosno
1 MM, we=M w'. Kazemo jos da su modeli 9 1 9 bisimulirani.

Dokazite sljedeée tvrdnje:

a) {(w,w):weW} : Mo

b) ako Z : M=M’ tada Z~1 : M <IN,

c) ako Zy : MM 1 Zy : M oM tada Z1 0 Zy : MoIM;

d) ako je {Z; : i € I} neka familija bisimulacija izmedu modela 9 i
M tada U,c; Zi : MM

e) za svaka dva Kripkeova modela postoji maksimalna bisimulacija.

Za svijetove w € W i w' € W' kazemo da su modalno ekvivalentni
ako za sve formule F' vrijedi:

M, wk F ako i samo ako 9, w'I-F.

Ako su w i w’ modalno ekvivalentni tada to oznacavamo sa 9, w
M’ w'. Dokazite da ako vrijedi Z : M, weIN' w' tada vrijedi i M, w
M, w'. (Obrat opéenito ne vrijedi; vidi [3]).

Definirajte izomorfizam izmedu dva Kripkeova modela. Dokazite da su
svaka dva izomorfna modela ujedno i bisimulirana.

Neka su 9 = (W, R,F) i 9 = (W', R',IF') Kripkeovi modeli. Kazemo
da je M’ generirani podmodel od M ako vrijedi:

(i) 0 £W' CW;

(ii) za sve w,v € W takve da je w € W’ i vrijedi wRv tada je v € W/;
(iii) relacija R’ je podskup od R, a relacija - je podskup od I-.

Neka je 9 generirani podmodel od M. Dokazite da je tada Z = {(v,v) :
v € W'} jedna bisimulacija izmedu modela 9 1 9M.

Neka su M = (W, R,}) i 9 = (W', R,IF) dva Kripkeova modela. Za
funkciju f : W — W’ kazemo da je ogranic¢eni morfizam ako vrijedi:

(i) za sve w € W i sve propozicionalne varijable p vrijedi: 9, wlk p ako
i samo ako 9, f(w)F p;

(ii) za sve w,v € W takve da je wRwv vrijedi f(w)R'f(v);
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(iii) zasvew € W i sve w’ € W' takve da f(w)R'w’ postoji v € W tako
dawRv i f(v) =w'

Dokazite da ako je f ograni¢eni morfizam izmedu Kripkeovih modela 9
i 9 tada za relaciju Z = {(w, f(w)) : w € W} vrijedi Z : M.

Za Kripkeov model I = (W, R,I-) kazemo da je slikovno konacan ako
je za sve w € W skup {v : wRv} konac¢an. Neka su 9 i M’ slikovno
konaéni modeli. Dokazite da tada vrijedi:

ako M, w =M, w tada M, w=M, w

(Hennessy—Milnerov teorem)
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Poglavlje 2

Logika prvog reda

2.1 Uvod

U prethodnom poglavlju prougavali smo klasiénu' logiku sudova. No, unatoé¢
dobrim svojstvima, kao $to su npr. teoremi kompaktnosti i potpunosti, logika
sudova je vrlo slaba teorija. I to u sljede¢em smislu: mnoga logicka zakljucivanja
koja koristimo bilo u svakodnevnom zivotu, bilo u matematici, ne mozemo izraz-
iti u logici sudova?. Pokusat éemo to ilustrirati sljede¢im primjerima. Promot-
rimo prvo jedno vrlo jednostavno zakljuc¢ivanje (iznad crte su navedene pret-
postavke, a ispod crte je zakljucak)

Svi ljudi su smrtni.
Grci su ljudi.
Grci su smrtni.

Lako je vidjeti da ovo jednostavno zaklju¢ivanje ne mozemo opisati propozi-
cionalnim formama, ve¢ moramo u obzir uzeti i sadrzaj recenica. Oznacimo
redom predikate: sa C(z) "z je ¢ovjek”, sa S(z) "z je smrtan” i sa G(x) "x je
Grk”. Tada gornji primjer mozemo zapisati u obliku:

ve(C(x) — S(x))

Vz(G(z) — C(z))
Vr(G(r) — S(z))

Sljedeéi primjer je bio nerjesiv za srednjovjekovne logicare, tj. pomoéu Aris-
totelovih silogizama nisu uspjeli zapisati ovo oc¢ito valjano zaklju¢ivanje.

INeklasi¢ne logike su npr. modalne logike, visevaljane logike, linearna logika, ...
2U okvire logike sudova ne uklapa se ni Aristotelova teorija silogizama, a ni najjednostavnija
zaklju¢ivanja iz aritmetike i geometrije.

121



122 POGLAVLJE 2. LOGIKA PRVOG REDA

Sve elipse su krivulje.
Svatko ko crta elipsu crta krivulju.

Ako sa E(x) oznacimo predikat 7z je elipsa”, a sa K(x) predikat "z je
krivulja”, te sa C(z,y) predikat "y crta ”, tada formalno zapisan gornji primjer
izgleda

Vr(E(x) — K(z))
Vy(Cla,y) N E(x) — Clz,y) A K(2))

Pokusajte sami formalno zapisati (i uocite da to ne mozete napraviti u logici
sudova) sljedeéi primjer:
Svi Jjudi su zivotinje.
Glava ¢ovjeka je glava zivotinje.

Logika sudova ne samo da ne moze opisati jednostavna zakljucivanja, vec
je pomocu nje nemoguce formalno zapisati i neke osnovne matematicke poj-
move. Jedan takav pojam je neprekidnost funkcije u toc¢ki. Neka je f: R — R
neprekidna funkcija u tocki x., tj. istinita je formula

VeV (|z—ao|<d — | flz)— f(zo) |< €).
Negacija gornje tvrdnje, tj. formula
VeI Ve (|z—ao|<d — | flx) = fzo) |<e),

je formalni zapis ¢injenice da funkcija f ima prekid u nekoj tocki x,. Primjenom
pravila prijelaza za kvantifikatore (sistematski ¢emo ih proucavati u tocki 2.4)

dobivamo
FeViTr (|z—ao|<d A | flz)— flzo) |> ).

Vazno je uocCiti da u prethodnim primjerima istinitost zakljucka ne ovisi
samo o istinitosti dijelova koji su dobiveni samo rastavljanjem obzirom na logicke
veznike. To znaci da za opis takvih zakljuc¢ivanja moramo prije svega promatrati
giri jezik. Tako éemo u logici prvog reda3 kao osnovne znakove alfabeta imati
i varijable za objekte ili individualne varijable, relacijske simbole, funkcijske
simbole i konstantske simbole, te kvantifikatore: ¥V i 3. Logika sudova se moze
shvatiti dijelom logike prvog reda ako propozicionalne varijable poistovjetimo s
nul-mjesnim relacijskim simbolima.

3Kao alternativni nazivi za logiku prvog reda u literaturi se jos koriste predikatna logika
ili kvantifikacijska logika.
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Prethodnim primjerima i razmatranjima zeljeli smo naglasiti da logika su-
dova ima premalu izrazajnu mo¢ i da ne moze opisati cak ni neka jednostavna
svakodnevna zaklju¢ivanja. No, prelaskom na opsezniji alfabet neka dobra svo-
jstva se gube. Jedno takvo svojstvo koje ima logika sudova, ali ne i logika prvog
reda, je odluéivost. Definiciju pojma odlucivosti moguée je dati tek nakon
proucavanja pojma izracunljivosti (npr. rekurzivne funkcije, Turingovi* stro-
jevi, A—racun, ...; vidi npr. [7] ili [27]). Pokusat éemo ovdje intuitivno objasniti
§to to znaci da je logika sudova odluciva, a logika prvog reda nije.

Za svaku formulu logike sudova mozemo u kona¢no mnogo koraka provjeriti
je li valjana, tj. je li istinita za svaku interpretaciju. To mozemo napraviti
pomocu nekog od testova valjanosti kao sto su npr. semanticke tablice, rezolucija
ili glavni test. To nije moguée napraviti za sve formule logike prvog reda, tj. ne
postoji algoritam koji bi primijenjen na proizvoljnu formulu u kona¢no mnogo
koraka davao odgovor je li dana formula valjana.

Sada ¢emo pokusati objasniti sto znaci rije¢ ”prvog” u nazivu ”logika prvog
reda”. U tu svrhu promotrimo sljede¢a dva primjera formula.

VeaR3f(R(z) — f(z) = x) (1)
VRIAPYg(R(z,y) — g(P, R) = y) (2)

U primjeru (1) je dana formula logike drugog reda jer kvantificiramo po
relacijama i funkcijama koje se odnose na individualne varijable. U primjeru
(2) je formula logike treceg reda jer kvantificiramo po funkciji g ¢iji su argumenti
funkcije i relacije. Primjer formule logike drugog reda je i aksiom matematicke
indukcije:

VP((P(0) A Vz(P(z) — P(z+1))) — VzP(z)),

jer kvantificiramo po svim svojstvima P prirodnih brojeva.

Cak i u logici prvog reda ne mozemo izraziti sve osnovne matematicke poj-
move kao Sto su npr. konac¢an skup ili pak prebrojiv skup (o tome ée biti rijeci u
tocki 2.7.3). Iz tog razloga promatraju se jaci sistemi od logike prvog reda, kao
sto su logika drugog reda, slaba logika drugog reda, beskonac¢ne logike, ... (vidi
npr. [12]). Logika prvog reda ima istaknuto mjesto medu svim tim sistemima. O
tome govore Lindstromovi teoremi. Pojmovi i sadrzaj tih teorema pripada dijelu
matematicke logike koji se naziva apstraktna teorija modela. Ovdje ne dajemo
sve potrebne definicije za izreku teorema. O Lindstrémovim teoremima mozete
na primjer ¢itati u [12] ili u D. Ferberus, Lindstréomov prvi teorem, diplomski
rad, PMF-MO, Zagreb, 1999.

Lindstromov prvi teorem
Logika prvog reda je jedinstvena logika zatvorena za veznike A i —, te kvantifika-

4A. Turing, 1912.-1954.
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tor 3, i za koju vrijedi teorem kompaktnosti i Léwenheim-Skolemov® teorem.

Vazno je jos re¢i da u ovom drugom poglavlju ne proucavamo samo jednu
teoriju — logiku prvog reda, ve¢ opcenito teorije prvog reda.

2.2 Jezik teorija prvog reda

U c¢itavoj ovoj tocki govorimo teorija prvog reda iako taj pojam nismo definirali
(i jos ne mozemo!). Da bi se zadala teorija prvog reda treba definirati pripadni
alfabet i skup aksioma. U ovoj tocki definiramo alfabet, odnosno jezik, a u
sljede¢im tockama ¢emo definirati aksiome.

Definicija 2.1. Alfabet neke teorije prvog reda je unija skupova Ay, ..., Asg

gdje su redom skupovi A; definirani sa:

Ay = {xg, 1, ...}, prebrojiv skup Ccije elemente nazivamo individualne
varijable.

As ={—, A, V, —, <, V, 3}, skup logiékih simbola, koje redom nazivamo:
negacija, komjunkcija,  disjunkcija, kondi-
cional, bikondicional, univerzalni i egzisten-
cijalni kvantifikator.

Az ={R;* : k eI}, skup ¢ije elemente nazivamo relacijski simboli. Skup
I je neki podskup N. Prirodan broj ny se naziva mjesnost
relacijskog simbola. Pretpostavljamo da ovaj skup sadrzi
barem jedan dvomgesni relacijski simbol.

Ay ={f"" : ke J}, skup cije elemente nazivamo funkcijski simboli. Skup
J je neki podskup N, mozZda i prazan. Prirodan broj my
se naziva mjesnost funkcijskog simbola.

As ={er : k€ K}, skup ¢ije elemente nazivamo konstantski simboli.
Skup K je neki podskup N, moZda i prazan.

As ={() ,}, skup pomoénih simbola (lijeva i desna zagrada, te zarez).

Naveli smo da elemente skupa A; nazivamo individualne varijable. To znaci
da Ce te varijable poprimati vrijednosti nekih individua, odnosno objekata. To
mogu biti brojevi, vektori, pravci, rije¢i nekog alfabeta, ...

Umjesto skupa As, sli¢no kao u logici sudova, dovoljno je uzeti za skup lo-
gickih simbola npr. {—, —, V}. Ostali veznici i kvantifikator 3 tada se mogu
uvesti kao pokrate. Tako ¢emo i postupiti prilikom dokaza teorema potpunosti.

5L. Léwenheim, 1878.-1957.; T. Skolem, 1887.-1963.
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Upravo definirani alfabet je prebrojiv. Moze se promatrati i neprebrojiv
alfabet (to je razuman zahtjev kada prou¢avamo neku neprebrojivu strukturu).

U definiciji smo naveli da pretpostavljamo da skup As sadrzi barem jedan
dvomjesni relacijski simbol (rezerviran je za relaciju jednakosti). Skupovi funk-
cijskih i konstantskih simbola mogu biti i prazni. Obi¢no se unija skupova
relacijskih, funkcijskih i konstantskih simbola naziva skup nelogickih simbo-
la ili signatura. Nadalje éemo obi¢no skup nelogickih simbola oznacavati sa o.

Uocite da su za razli¢ite teorije prvog reda skupovi nelogickih simbola upravo
ono po ¢emu se razlikuju pripadni alfabeti. To je razlog da usvajamo sljedece:

smatrat ¢emo da je definiran alfabet neke teorije prvog reda ako smo
zadali skup nelogickih simbola.

Logika prvog reda je jedna istaknuta teorija prvog reda. Sada definiramo
njenu signaturu.

Definicija 2.2. Skup nelogickih simbola logike prvog reda je unija prebrojivo
mnogo relacijskih simbola, prebrojivo mmnogo funkcijskih simbola i prebrojivo
mnogo konstantskih simbola. Stovise, smatramo da za svaki k € N postoji pre-
brojivo mnogo relacijskih i funkcijskih simbola mjesnosti k.

Za Peanovu aritmetiku® skup nelogi¢kih simbola je {=,0,,+,-, =}, gdje je
0 konstantski simbol, ’ je jednomjesni funkeijski simbol (interpretira se funkci-
jom sljedbenika), a + i - su dvomjesni funkcijski simboli ¢ije su standardne
interpretacije jasne.

Skup nelogickih simbola Zermelo-Fraenkelove teorije skupova uz simbol za
jednakost sadrzi jos§ samo jedan dvomjesni relacijski simbol. Obi¢no se taj simbol
oznacava sa € .

Prilikom pisanja raznih rijeci alfabeta neke teorije prvog reda necemo se
strogo drzati samo simbola iz alfabeta. Tako ¢emo obi¢no umjesto individualnih
varijabli x; pisati znakove z, y, z, ... Umjesto relacijskih simbola pisat ¢emo
znakove P, @, R, ..., umjesto funkcijskih simbola pisat ¢emo f, g, h, ...
Mjesnost ¢emo obi¢no ispustati ako ¢e se iz samog zapisa modi lako odrediti.

U daljnjem tekstu smatramo da je fiksiran neki skup nelogickih simbola o.
To znaci da sljede¢e pojmove definiramo za proizvoljnu teoriju prvog reda, a
ne samo za logiku prvog reda. Prije definicije najznacajnijih rije¢i alfabeta, tj.
formula, definiramo rijeci koje se nazivaju termi.

Definicija 2.3. o—term, odnosno kratko term, je rije¢ definirana sljedecom
induktivnom definicijom:

6Peanova aritmetika je jedna teorija prvog reda koju éemo definirati u tocki 2.8
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a) svaka individualna varijabla i@ svaki konstantski simbol koji pripada o su

termi;
b) ako je f neki n—mjesni funkcijski simbol iz o i ty, ..., t, o-termi, tada
je rige¢ f(t1, ..., tn) term;

¢) rijeé je o-term ako i samo ako je nastala pomocu konacno mnogo primgjena
pravila a) i b).

Uocite da ¢e interpretacija svakog terma biti neki objekt skupa u kojem
valuiramo individualne varijable. Sada dajemo definiciju formule.

Definicija 2.4. Ako je R neki n—mjesni relacijski simbol iz o, te suty, ..., t,
termi, tada rije¢ R(t1, ..., t,) nazivamo atomarna formula.

Pojam o-formule, odnosno kratko formule, definiran je sijedec¢om induktivnom
definicijom:

a) svaka atomarna formula je formula;

b) ako su A i B formule tada su (mA), (AANB), (AVB), (A— B) i
(A < B) takoder formule;

¢) ako je A formula, a x varijabla, tada su rije¢i (VxA) i (IzA) takoder
formule;

d) rije¢ je o-formula ako i samo ako je nastala primjenom konacno mnogo
puta pravila a), b) i c).

Uocimo da svaka teorija prvog reda sadrzi atomarne formule jer smo u defini-
ciji alfabeta zahtijevali da je skup relacijskih simbola neprazan.

U uvjetu ¢) ne zahtijevamo da formula A sadrzi varijablu z. Npr. rije¢
Jz(P(y, z) — Q(z)) je formula.

Ovdje ¢emo upotrebljavati istu konvenciju za ispustanje zagrada kao kod
logike sudova, tj. prioritet logickih veznika i kvantifikatora je od najveéeg do
najmanjeg dan sljedec¢om slikom:

v 3 -
NV
—

U isti redak su stavljeni simboli koji imaju isti prioritet. Radi izbjegavanja
zabune (kad npr. u formuli dolaze simboli s istim prioritetom) ponekad ¢emo
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pisati zagrade. Kod formula oblika VxA i1 JzA formulu A nazivamo doseg
kvantifikatora Vz, odnosno Jzx.

Slozenost formule je broj kvantifikatora i logickih veznika koji se u njoj
javljaju. Potformula dane formula je podrije¢ formule koja je i sama formula.
Shema formule je rije¢ sagradena od meta-varijabli za formule (A, B, C,...)
pomocu pravila koja vrijede za formule. Uvrstavanjem u shemu formule umjesto
meta-varijabli konkretnih formula dobiva se formula koju nazivamo instanca.
Shema formule je zapravo oznaka za odredeni skup formula.”

Definicija 2.5. U svakoj atomarnoj formuli svaki nastup varijable je slobo-
dan. U formulama oblika YxA i Jx A svaki nastup varijable x je vezan. Ako
varigjabla x ima slobodan (vezan) nastup u formuli A, i B je proizvoljna for-
mula, tada je taj nastup varijable x slobodan (odnosno vezan) i u formulama
-A, ANB, AVB, A— B, A~ B,VyA i GyA, gdje je y varijabla razlic¢ita od
x.

U formuli P(x,y) — VYxR(z) imamo tri nastupa varijable . Prvi nastup je
slobodan, a sljedec¢a dva su vezana. Nastup varijable y je slobodan. U formuli
Va(P(z,y) — VxzR(z)) svi nastupi varijable x su vezani, a nastup varijable y je
slobodan.

Za neku varijablu x kazemo da je slobodna varijabla u formuli A ako
postoji barem jedan njezin nastup u formuli koji je slobodan. Inace kazemo da
je to vezana varijabla u formuli. Po dogovoru smatramo da je svaki nastup
varijable u proizvoljnom termu slobodan.

Formula koja ne sadrzi slobodne varijable naziva se zatvorena formula ili
recCenica.

Formula koja ne sadrzi kvantifikatore naziva se otvorena formula.

Za formulu A sa A(zy, ..., x,) oznacavamo da varijabe x1, ..., x, mogu
doéi slobodne u formuli A. To ne znaci da svaka od varijabli z1, ..., z, dolazi
slobodna u formuli A, niti zna¢i da se u nizu z1, ..., x, nalaze sve slobodne
varijable formule A. Oznaka A(z1, ..., x,) sluzit ée nam da nakon supstitucije
neke varijable z; s termom t piSemo

A(lev sy Ti—1, t/m“ Tit1ly, «-+» xn)

Sada zelimo definirati supstituciju varijable u formuli s danim termom. No,
moramo postaviti jo§ jedan uvjet da bi nam supstitucije bile ispravne, tj. da
¢uvaju istinitost. U vezi toga promotrimo sljede¢i primjer.

"Prilikom zadavanja formule vazno je definirati formule na naéin da ih mozemo ”prepoz-
navati” u skupu svih rije¢i alfabeta. Malo tocnije: vazno je da postoji algoritam koji za
proizvoljnu rije¢ izabranog alfabeta moze odrediti je li ta rije¢ formula ili ne. No, takvim
pitanjima ne mozemo se ovdje baviti, jer treba prvo definirati pojam algoritma, te razviti
pripadnu teoriju (vidi npr. [35]).
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Primjer 2.6. Neka je A(x) formula Vy3xzR(y,z) — JyR(y,x), a term t neka
je wvarijabla y. Potformula Yy3xR(y,x) od A(x) se posebno moze promatrati
kao zapis o funkcionalnosti relacije R. Promotrimo §to dobivamo supstituci-
jom varijable y s termom t. Nakon supstitucije dobivamo formulu A(t/x), tj.
VydzR(y,z) — JyR(y,y). Ova posljednja formula posebno izraZava da svaka
funkcija ima fiksnu tocku, §to naravno nije istina. To znacdi da me moZemo
dozvoliti proizvoljne supstitucije terma u formulu. Uocimo da je drugi nastup
varijable © u pocetnoj formuli bio slobodan, a varijabla y iz terma t nakon sup-
stitucije postaje vezana. Tocan opis te situacije dan je sljedecom definicijom.

Definicija 2.7. KaZemo da je term t slobodan za varijablu x u formuli A
ako niti jedan slobodan nastup varijable x ne lezi u dosegu kvantifikatora Yy ili
dy, gdje je y proizvoljna varijabla terma t. Ako je term t slobodan za varijablu
x u formuli A tada pod supstitucijom wvarijable x termom t podrazumijevamo
zamjenu svakog slobodnog nastupa varijable x termom t. Ako formula ne sadrZi
slobodnih nastupa varijable x smatramo da je supstitucija moguca, ali je nakon
supstitucije pocetna formula nepromijenjena.

Primjer 2.8.

a) Term f(x1,23) je slobodan za wvarijablu x1 w formuli VeoP(x1,22) —
R(z1), ali nije slobodan za x1 u formuli JxsVroP(x1,x2) — R(z1).

b) Svaki term koji ne sadrZi varijable, tj. izgraden je samo iz konstantskih i
funkcijskih simbola, slobodan je za svaku varijablu u svakoj formuli.

¢) Promotrimo na kraju jedan primjer iz matematicke analize. Neka je fun-
1
keija F : R — R definirana sa F(z) = [(z + y)dy. Lako je vidjeti da je
0
1
Fz)=z+ % Ako bismo varijablu x zamijenili sa y dobili bismo [ 2y dy,
0

tj. 1. Naravno, takvu supstituciju ne bismo nikada napravili, jer “term y
nije slobodan za varijablu x u formuli F(x).”

Zadaci:

1. Neka je zadan alfabet A = {(, )}. Pravilno pridruzenje zagrada je svaka
bijekcija IT koja svakom nastupu lijeve zagrade u nekoj rijeci a alfabeta A
pridruzuje jedan nastup desne zagrade tako da vrijedi:

a) svaki nastup lijeve zagrade stoji lijevo u rije¢i a od njoj pridruzene
desne zagrade;
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b) ako se neki nastup lijeve ili desne zagrade nasao u rije¢i a unutar para
zagrada pridruzene obzirom na II, tada se i njoj pridruzena zagrada
nalazi unutar tog para.

Dokazite da rije¢i u alfabetu A dopustaju najvise jedno pravilno pridru-
zenje zagrada.

. Jesu li sljedece rijeci termi logike prvog reda: vs, a, B, as, f(x, f(y,x, x), 2)

Lh(z, g(h(z, f(2), 2), F(f (), x)?

. Jesu li sljedece rijeci formule logike prvog reda: A)AB), P(x) — 3xP(y),

AA-((BV = (C < ~(=AV B)))) ?

. Dokazite da termi logike prvog reda dopustaju to¢no jedno pravilno pri-

druzenje zagrada.

. Dokazite da formule logike prvog reda dopusStaju to¢no jedno pravilno

pridruzenje zagrada.

. Jesu li termi f(vs), g(va, v1) 1 g(c1, va) slobodni za varijablu ve u

formuli

Ju1Vus(g(vi, f(v2)) = f(vs)) 7
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2.3 Interpretacije i modeli

U ovoj tocki éemo definirati semantiku za jezik proizvoljne teorije prvog reda.
Interpretacija svakom nelogickom simbolu pridruzuje neki objekt: konstantu,
relaciju ili funkciju. Pomoc¢u pojma interpretacije definirat ¢emo istinitost for-
mule. To viSe neée biti jednostavno kao kod logike sudova jer ée istinitost
formule ovisiti i o valuaciji slobodnih varijabli. Na kraju ¢emo definirati pojam
ispunjive, oborive i valjane formule.

U ¢itavoj ovoj tocki sa o oznacavamo proizvoljan, ali fiksiran, skup nelogickih
simbola (za neku teoriju prvog reda).

Definicija 2.9. o-struktura, odnosno kratko struktura, je uredeni par 9 =
(M, ¢), gdje je M neprazni skup koji nazivamo nosac, a ¢ je preslikavanje sa
skupa nelogickih simbola o koje ima sljedeca svojstva:

a) svakom relacijskom simbolu R}* iz o pridruzuje se ny-mjesna relacija
©(Rp*) na M;

b) svakom funkcijskom simbolu f,"* iz o pridruzuje se my-mjesna funkcija
o(fi"*) sa M™k w M;

¢) svakom konstantskom simbolu cy iz o pridruzuje se neki element o(cy) iz

M.

Ako je M = (M, ¢) struktura obi¢no ¢emo umjesto M koristiti oznaku | 90 | .
Zatim, umjesto ¢(R), ¢(f) i p(c) éemo redom koristiti oznake R™, f™ i ™.

Za teoriju PA (Peanovu aritmetiku), ¢iji je skup nelogickih simbola {0, s,
+, -, =}, jedna struktura je (N, ¢), gdje je ¢(0) broj nula, ¢(+) je zbrajanje na
skupu N, ¢(-) je mnozenje na skupu N, ¢(s) je funkcija sljedbenika, a binarni
relacijski simbol = se interpretira relacijom jednakosti na N. Tu strukturu za
teoriju PA oznacavamo sa w.

Kardinalitet strukture 9 je kardinalni broj skupa | 9|, pa ¢emo
tako govoriti o kona¢nim i beskona¢nim, odnosno o prebrojivim i neprebrojivim
strukturama.

Za danu strukturu 97 svaku funkciju sa skupa individualnih varijabli u nosac¢
strukture nazivamo valuacija.
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Lema 2.10. Neka je M neka o-struktura i v neka valuacija. Postoji jedinstveno
prosirenge v’ od v koje je definirano na skupu svih terma, koji odreduje dani skup
nelogickih simbola o, te v' ima sljedeéa svojstva:

v(xg) = wv(xg),

v'(e) = ™,

V' (f(tr, s ) PR (), oo, (),

za sve varijable xy, sve konstantske simbole c i sve funkcijske simbole f iz o, te
za sve o-terme t;.

Dokaz. Zadanim uvjetima ocito je definirano prosirenje od v. Dokazimo da je
to proSirenje jedinstveno. Pretpostavimo da su v’ i v” prosirenja od v koja
imaju trazena svojstva. Indukcijom po duljini terma ¢ (tj. po broju simbola
iz kojih je izgraden term) dokazujemo da vrijedi v/(¢) = v”(t). Ako je t term
duljine jedan tada je on individualna varijabla ili konstanski simbol. No, iz
zadanih uvjeta imamo v'(zx) = v(xy) = v”(zx), te v'(c) = ™ = v"(cy). Pret-
postavimo sada da se funkcije v’ 1 v” poklapaju na svim termima ¢ija je duljina
strogo manja od m (m > 1). Neka je ¢ term ¢ija je duljina m. Tada je ¢ oblika

f(t1, ..., tn). Primijetimo da je duljina svakog terma t; strogo manja od m,
pa po pretpostavcei indukeije vrijedi v'(¢;) = v”(t;), za sve i € {1,..., n}. Tada
imamo v'(t) = fM(V'(t1), ..., V' (tn)) = [P (t1), ..., V"(tn)) =v"(t). O

U daljnjem tekstu smatramo da je svaka valuacija definirana na skupu svih
terma, i to na nacin kao Sto je navedeno u iskazu prethodne leme. Ako je 90t
strukura, v valuacija na 90 i ¢ term, tada éemo obiéno umjesto v(t) pisati t™[v].

Odnosno, ako je sa t(x1,...,2,) oznacen term ¢iji je skup varijabli podskup
od {z1,...,2,}, te su ay,...,a, € |M|, tada sa t™[ay,...,v,] oznacavamo
valuaciju terma pri ¢emu vrijedi v(z;) = a;, zasve i =1,...,n.

Definicija 2.11. Neka su 9 i N dvije o-strukture. Funkciju h :| M |—| N |
naziwvamo homomorfizam ako redom vrijedi:

a) za sve relacijske simbole R € o i sve aq,...,ay iz | M | vrijedi da

(a,...,a,) € R™  poviaci  (h(a1),...,h(a,)) € R

b) za sve funkcijske simbole f € o i sve ay,...,a, iz | M| vrijedi

h(f™(ay,. .. an)) = [ (h(ar), ... h(an));
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¢) za sve konstantske simbole ¢ € o vrijedi
h(c™) = ™.
Indukcijom po duljini terma lako je dokazati da vrijedi sljedeéa lema.

Lema 2.12. Neka je h homomorfizam struktura M + N. Tada za sve terme
t(x1,...,x,) 1 sVE Q1,...,a, € |IM| vrijedi

R(t™[ay, ..., a,]) = t"[h(ar), ..., hlay,)).
Posebno, ako je t zatvoreni term tada vrijedi h(t™) = t™.

Sada nam je cilj definirati istinitost formule. No, prije te definicije moramo
definirati pojam interprtacije.

Definicija 2.13. Svaki uredeni par neke o-strukture MM i proizvoljne valuacije
v na M nazivamo o-interpretacija, ili kratko interpretacija.

Uocite da je sa zadavanjem interpretacije odredena ”vrijednost” svakog sim-
bola u proizvoljnoj formuli, pa sada mozemo definirati istinitost formule u
odnosu na interpretaciju.

Za danu valuaciju v i varijablu z sa v, oznacavamo svaku valuaciju koja se
podudara sa v na svim varijablama osim mozda na varijabli x.

Definicija 2.14. Neka je (9, v) neka o-interpretacija. Istinitost c—formule
F za danu interpretaciju, u oznaci M =, F, definiramo induktivno po sloZenosti
formule F ovako:

a) ako je F atomarna formula, tj. F' je oblika R(ty, ..., t,), tada definiramo:

M =, F ako i samo ako (tT[v], ..., t7[v]) € R™,

n

b) ako je F formula oblika =G tada definiramo:

M =, F ako i samo ako ne vrijedi M =, G;

¢) ako je F formula oblika A \ B tada definiramo:

M =, F ako i samo ako M=, A i M, B;
d) ako je F formula oblika AV B tada definiramo:

M =, F ako i samo ako M=, A ili M, B;
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e) ako je F formula oblika A — B tada definiramo:

M =, F ako i samo ako ne vrijedi M |=, A ili vrijedi M =, B;
f) ako je F formula oblika A < B tada definiramo:

M =, F ako i samo ako vrijedi da je M =, A ekvivalentno sa M =, B;

g) ako je F formula oblika YxG tada definiramo:

M =, F ako i samo ako M =, G za sve valuacije vy;
h) ako je F formula oblika 3xG tada definiramo:

M =, F ako i samo ako M |=,, G za neku valuaciju v,.

U daljnjem tekstu umjesto "ne vrijedi 9 =, F” pisat éemo kratko 9 &, F,
i govorit ¢emo da je formula F' neistinita za danu interpretaciju.

Ako je F(xy,...,x,) formula, te v valuacija na 91, tada umjesto M =, F
koristimo i oznaku M = Flaq,...,a,], gdje je a; = v(x;), zasve i =1,...,n.

Uocimo da definicija istinitosti formule oblika Va F'(z) ne moze biti: ”za sve
m € |M| vrijedi M = F(m)”. Problem je u tome da elementi nosaca 9 nisu
nuzno elementi alfabeta, tj. rije¢ F(m) opéenito nije formula.

Neka je T" skup formula, te 9 struktura za I" i v valuacija na M. Sa 9 =, T
kratko oznacavamo da za sve F' € T vrijedi M |=, F.

Definicija 2.15. KaZemo da je formula F ispunjiva (oboriva) ako postoji
interpretacija (MM, v) tako da vriedi M =, F (M =, F).
Kazemo da je struktura 9t model za formulu F ako je to struktura za F i
vrijedi M =, F za sve valuacije v. Tu ¢injenicu oznacavamo sa M |= F.
Kazemo da je formula valjana ako je istinita za svaku interpretaciju.

Primjer 2.16. Sada cemo na konkretnim formulama ilustrirati pojmove defini-
rane u prethodnoj definiciji. Atomarna formula R(x) (R je jednomjesni relacij-
ski simbol) je ispunjiva, jer je istinita npr. za interpretaciju koju éini struktura
M = (N, @) i valucija v(z) = 2, gdje je R™ jednomgjesna relacija na N definirana
sa: n € R™ ako i samo ako je n paran. Ocito vrijedi M |=, R(z). No, ta
ista formula je i oboriva. Formula je neistinita npr. za tu istu struktury 9 i
valuaciju w(z) = 3. To znaci da struktura M = (N, ) nije model za formulu
R(z), pa dana formula nije valjana.

Lako je provjeriti da je formula ~VxQ(z, z) — Jz(—-Q(z, z)) valjana. Dakle,
istinita je za svaku interpretaciju u kojoj je interpretiran dvomgjesni relacijski
simbol Q).
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Formula —=(3zR(z,z,y) — JzR(x,x,y)) nije ispunjiva. Uocite da to slijeds
jos iz ”"sudovnog nivoa”, tj. dana formula je "slicna” antitautologiji ~(Py — Py).

Indukcijom po slozenosti formule lako je dokazati sljede¢u propoziciju koja
jednostavno govori da istinitost formule ovisi samo o varijablama koje imaju
slobodan nastup.

Propozicija 2.17. Neka je M neka o—struktura i F neka o—formula. Neka su
1, ..., Ty Sve varijable koje imaju slobodan nastup u formuli F, te neka su v
1w valuacije za koje vrijeds

v ‘{301, vy Tp} T L |{7:17 vy T}t

Tada vrijedi
M=, F ako i samo ako M =, F.

Ako su x1, ..., x, sve varijable koje imaju slobodni nastup u formuli F'
tada je zatvorenje od F formula Vz; ... Vz,F. Zatvorenje formule F' kratko
oznacavamo sa F.

U sljedeéoj propoziciji istiCemo vazno svojstvo zatvorenja formule. Tu ¢i-
njenicu ¢éemo Cesto koristiti (neki put ¢ak i bez posebnog isticanja). Tvrdnja
propozicije odmah slijedi iz definicije istinitosti.

Propozicija 2.18. Neka je I neka o—struktura i F neka o—formula. Tada
vrijeds

ME=F ako i samo ako M F.
U sljedecoj propoziciji isticemo vezu izmedu istinitosti formula i homomor-
fizma. Tvrdnju propozicije je lako dokazati indukcijom po sloZenosti formule.

Propozicija 2.19. Neka je h homomorfizam struktura M ¢ N. Tada za sve
formule F(x1,...,x,) bez kvantifikatora i sve aq,...,a, € |M| vrijedi:

ako M E= Flay,...,a,] tada N Flh(ar),...,h(ay)].

Napominjemo da tvrdnja prethodne propozicije opéenito ne vrijedi za for-
mule koje sadrze kvantifikatore.

Pojmovi podstrukture i prosirenja strukture trebat ¢e nam u sljede¢im to-
¢kama pa ih ovdje definiramo.
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Definicija 2.20. Neka su 9 i N o-strukture. KaZemo da je MM podstruktura
od N, odnosno da je N proSirenje strukture M, ako vrijedi sljedece:

a) [ C N;

b) za sve relacijske simbole R € o vrijedi:
R™ = R™ |jonjn;
¢) za sve funkcijske simbole f € o vrijedi:

=" oy
d) za sve konstantske simbole ¢ € o vrijedi:

CSm = Cm.

Ako je M podstruktura od N tada to oznacavamo sa M C N.
Sljedeca propozicija izrice osnovna svojstva podstruktura.

Propozicija 2.21. Neka je M C N, i aqy,...,a, € |M| proizvoljni. Tada za
sve terme t(x1, ..., xy) i sve formule F(xy,...,x,) koje ne sadrze kvantifikatore
vrigedi:

a) t™May,. .. a,) =tMay, ..., a,);
b) M = Flay,...,an) ako i samo ako N = Flaq, ..., ay].

Dokaz. Posto je inkluzija, tj. preslikavanje h : |9 — |0 definirano sa h(m) =
m, homomorfizam tada iz leme 2.12. slijedi tvrdnja a). Tvrdnja b) se lako dokaze
indukcijom po slozenosti formule. O

Tvrdnja b) iz prethodne propozicije opéenito ne vrijedi za formule koje
sadrze kvantifikatore (odredite neki primjer).

Definicija 2.22. KaZemo da su o—strukture 9 i D1 elementarno ekviva-
lentne ako za sve zatvorene o—formule F wvrijedi: MM = F ako i samo ako
N = F. To oznacavamo sa M = N.

Lako je provjeriti da je = relacija ekvivalencije.

Definicija 2.23. Neka je h homomorfizam struktura 9 i M. Ako je funkcija
h bijekcija, te je funkcija h™' takoder homomorfizam, tada kaZemo da je h
izomorfizam struktura, te govorimo da su strukture 9 i N izomorfne.
Koristimo oznaku h : 9 = N, odnosno M = N.
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Izomorfizam struktura povla¢i njihovu elementarnu ekvivalentnost, tj. is-
tinitost recenica je saCuvana na izomorfnim strukturama. PoSto se dokaz te
¢injenice provodi opet indukcijom po slozenosti formule ovdje ga ispustamo.

Propozicija 2.24. Ako vrijedi M = N tada vrijedi i M = N.

Napominjemo da obrat prethodne propozicije opéenito ne vrijedi. Za to
vidite zadatak 9 iz tocke 2.8

U sljedeéim tockama éemo definirati racun logike prvog reda. Tada ¢emo
jedan od glavnih ciljeva biti dokazati da je svaka valjana formula teorem danog
racuna. U tom dokazu é¢emo koristiti teorem potpunosti rac¢una sudova. U tu
svrhu definiramo pojam sudovno valjane formule.

Definicija 2.25. Neka je F(Py,..., P,) valjana formula logike sudova. Zami-
jenimo svaku propozicionalnu varijablu P; s proizvoljnom formulom logike prvog
reda (naravno, istu varijablu mijenjamo istom formulom). Lako je dokazati
(dokazite!) da je dobivena formula valjana.

Reéi éemo da je valjana formula logike prvog reda sudovno valjana ako
je dobivena iz neke valjane formule logike sudova na gore opisani nacin.

Primjer 2.26. Formula VzP(z,y) — VzP(x,y) je sudovno valjana jer supsti-
tucijom propozicionalne varijable Py u valjanu formulu Py — Py s formulom
VaP(x,y) dobivamo poéetnu formulu.

Formula (3zVyQ(z,y) — VzR(2)) « (=IxVyQ(z,y) V VzR(2)) je takoder
sudovno valjana. Supstitucijom varijable Py s formulom 3xVyQ(x,y), te varija-
ble Py s formulom VzR(z), u valjanu formulu (Py — Py) < (=P V Py) dobivamo
pocéetnu formulu.

Sljedece formule su valjane, ali nisu sudovno valjane.

VaVyP(z,y) — JudyP(z,y);
VeA(x) — A(t), gdje je term t slobodan za varijablu x u formuli A(zx);
Vz(A — B) — (A — VaB), gdje A ne sadrzi slobodnih nastupa varijable x.

Na kraju ove tocke definiramo relaciju logicke posljedice i logicki ekvivalentne
formule.

Definicija 2.27. Neka je F o—formula i T skup o—formula. Kazemo da formula
F logicki slijedi iz skupa formula T' ako za svaku o-strukturu M vrijedi da
M =T povladi M = F. To kratko oznacavamo sa T' = F. Relaciju = nazivamo
relacija logicke posljedice. Ako je skup T jednodlan, tj. T = {A}, tada
umgesto {A} = B pisemo i A = B.

Kazemo da su o—formule F i G logicki ekvivalentne ako vrijedi F' = G
1 F = G. Tu ¢&injenicu oznacavamo sa F < G.
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Sada navodimo teorem o zamjeni koji ¢emo kasnije Cesto koristiti, i to
najcescée bez posebnog isticanja. Ne dajemo dokaz tog teorema posto je analo-
gan dokazu teorema o zamjeni u logici sudova (vidi zadatak 5 iz tocke 1.3 u
prvom poglavlju).

Teorem 2.28. (teorem o zamjeni)

Neka je sa F(A) oznacena formula u kojoj je A mozZda potformula. Zatim,
neka je B neka formula koja ima svojstvo A < B. Oznacimo sa F(B) formulu
dobivenu zamjenom u F(A) svakog nastupa potformule A sa B. Tada vrijedi
F(A) & F(B).

Zadaci:
1. Dokazite lemu 2.12.

2. Dokazite da je formula A(z1,...,xz,) ispunjiva ako i samo ako je ispunjiva
zatvorena formula 3z ... 3z, A(z1, ..., z0).

3. Dokazite da je valjana svaka instanca sljede¢ih shema formula:

a) A— (B— A);

b) (A= (B—C)) = (A—B)—(4-0C));

¢) (-B—-4) = (A— B);

d) VzA(z) — A(t), gdje je term ¢ slobodan za varijablu x u formuli A;
)

e) Ve(A — B) — (A — VaB), ako formula A ne sadrzi slobodnih
nastupa varijable x.

4. Neka je A(u,z,y) formula logike prvog reda koja ne sadrzi drugih slobod-

nih varijabli osim w,x i y. Zatim, neka je R dvomjesni relacijski sim-
bol koji se ne pojavljuje u formuli A(u,z,y). Dokazite da je formula
F = FuVx3IyA(u,z,y) valjana ako i samo ako je valjana formula G =
Ju(Ve(JyA(u, z,y) — R(u,z)) — YeR(u,x)).
Rjesenje: Dokazujemo da iz valjanosti formule F' slijedi valjanost formule
G. Neka je M proizvoljna struktura za formulu G. Posto je ocito 9 struk-
tura i za formulu F, i po pretpostavci je formula F' valjana, tada imamo
M |= F. Po definiciji istinitosti formule slijedi da postoji mo € M tako da
vrijedi

M = VaIyA(u, x, y)[mo) (%)
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Pretpostavimo da 9t = G. Tada posebno:

(1) M = Va(IyA(u, z,y) — R(u, x))[mo]

(2) M = Ve R(u, x)[mo].
Iz (2) slijedi da postoji m; € M tako da vrijedi 9 b, R(u,x)[mg, m1].
Iz (1) slijedi M = (yA(u,x,y) — R(u,z))[mo, m1]. Iz prethodnih dviju
¢injenica slijedi MM = JyA(u, x, y)[mo, m1]. No, to je kontradikcija sa (x).
Dokazimo sada obrat, tj. da iz valjanosti formule G slijedi i valjanost for-
mule F. Neka je 9 proizvoljna struktura za formulu F. Posto se relacijski
simbol R po pretpostavci zadatka ne pojavljuje u formuli A(u,z,y) tada

mozemo strukturu 9t dopuniti do strukture 9 za formulu G. U tu svrhu
definirajmo R™ kao dvomjesnu relaciju na 9t za koju vrijedi:

N = VaVu(R(u, z) < FyA(u, z,y)) (%)

Posto je po pretpostavei formula G valjana tada posebno imamo 0N = G.
Tada postoji mg € M tako da vrijedi

N E (Vz(FyA(u, z,y) — R(u,z)) — VeR(u, z))[mo] (% % x)

Iz (xx) slijedi M E (JyA(u,x,y) — R(u,z))[mg]. Sada iz (* * *) imamo
N = VeR(u, x)[mo], tj. N E VaIyA(u, x,y)[mo]. Tada ocito vrijedi M =
VadyA(u, x,y)[mo], a onda po definiciji istinitosti formule imamo
M = JuVeIyA(u, z,y).
Za pravilo izvoda

Ay Ay

B

kazemo da €uva istinitost ako vrijedi

{Ala"'vAn} 'ZB
Dokazite da sljedec¢a pravila izvoda ¢uvaju istinitost:
a) modus ponens
A A— B
B I
b) generalizacija
A .
Yz A’
¢) V-introdukcija
A— B
A —VzB
gdje formula A ne sadrzi slobodnih nastupa varijable x;
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d) F-introdukcija
A— B

JxA — B
gdje formula B ne sadrzi slobodnih nastupa varijable z;

e) V-climinacija
A —VzB
A— B’

f) 3-eliminacija
JxA — B
A— B’

6. Dokazite propoziciju 2.17.
7. Dokazite propoziciju 2.18.

8. Dokazite propoziciju 2.24.
Rjesenje: Tustrirat éemo dokaz Cinjenice da MM E R(ty,. ..
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,tm) povlaci

N E R(t1,...,tm), pri cemu je R relacijski simbol, a ¢; su termi. Ozna¢imo
sa h neki izomorfizam danih struktura. Zatim neka su by,...,b, € |N|
proizvoljni. Zasvakii € {1,...,n} saa; ozna¢imo h=1(b;). Iz pretpostavke

M = R(t1,...,ty,) posebno slijedi

M ': R(th e ,tm)[al, . ,an].
Iz definicije istinitosti formule tada slijedi
tTay, ... an), .t as, . . ., an)) € R™.
Iz leme 2.12. znamo da vrijedi
Rt ay, ... a,]) =t by, ..., by).
Tada iz definicije izomorfizma slijedi
(b1, byl Ebr, o by]) € R

a to je upravo ono $to smo trebali dokazati.

9. Neka su M i N o-strukture u kojima je relacijski simbol = interpretiran
s relacijom jednakosti. Neka je 91 konac¢na struktura, te neka vrijedi

M = M. Dokazite da tada vrijedi M = N.
Uputa: Neka je |9 = {aq,. .., a,}. Definiramo recenicu
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Fnzﬂml...ﬂxn(( N wi# ) A vy \/ xizy)).

1<i<j<n 1<i<n
Ocito vrijedi M | F,. Iz pretpostavke M = N tada slijedi N | F,, tj.
9% = {b1,...,bn}.

Neka je ¢ novi konstantski simbol. Ako je 2 neka o—struktura i a € ||

tada sa (2, a) oznacavamo o U {c}-strukturu kod koje je ¢™ = a.

Dokazite da za svaki a € |9| postoji b € |91 tako da vrijedi (9M,a) =
(9N, b).

Primjenom n-puta prethodno navedene tvrdnje dobivamo da postoji bi-
jekcija h: {a1,...,an} — {b1,...,b,} tako da vrijedi

(M, a1,...,an) = (O, h(ar),...,h(a,)).
Dokazite da je h izomorfizam.

Za proizvoljnu o—strukturu 9 definiramo skup recenica sa:
Th(M) ={F : F jeretenicai M = M}.

Skup recenica nazivamo teorija strukture 9. Neka su 9t i 9t o—strukture
za koje vrijedi Th(9) C Th(MN). Dokazite da je tada Th(9M) = Th(MN), tj.
vrijedi M = N.

Neka je R dvomjesni relacijski simbol. Dokazite da je svaka kona¢na {R}-
struktura model za formulu

Vo VaoVes(R(z1, x1) A (R(z1, x3) — (R(x1, 22) V R(x2,23)))) —

JyVzR(y, 2),

te da formula nije valjana.

Rjesenje: Oznac¢imo danu formulu sa G. Dokazimo prvo da je svaka kona-
¢na {R}-struktura model za formulu G. Neka je 9 struktura za formulu
G tako da vrijedi M £ G. Posto je G zatvorena formula tada MM = -G,
t].

M = Vo VaoVag(R(z1, 21) A (R(z1,23) — (R(x1,22) V R(22,23))))A

Vydz(—R(y, 2)).
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12.

(Tu koristimo pravila prijelaza za kvantifikatore. Npr. koristimo ¢injenicu
—(3yVzR(y, 2)) & Vy3z(—R(y, 2z)). U sljedeéoj tocki éemo detaljno razma-
trati pravila prijelaza. Naravno, tu koristimo i teorem zamjene.) Iz toga
slijedi da redom vrijedi:

a) (m,m) € R™, za sve m € |M|;

b) ako su my,mz € |M| takvi da je (my,m3) € R™ tada za
proizvoljni my € R™ vrijedi (m1,ms) € R™ ili (my, m3) €
R™,

c) za svaki m € |9 postoji barem jedan h(m) € || tako da
vrijedi (m, f(m)) ¢ R™.

Neka je m € |9 proizvoljan, ali fiksiran. Induktivno definiramo niz (my,)
u skupu |9] ovako:

mog = m
Mpt1 =  h(my).

Tvrdimo da za sve i # j vrijedi m; # m;. (Uocite da iz toga slijedi da
je nosac |91 beskonacan, pa smo time dokazali da je svaka kona¢na {R}-
struktura model za danu formulu).

U tu svrhu primijetimo da iz uvijeta c) slijedi (m;_1,m;) ¢ R™ za sve
§ > 0. Zatim, indukcijom po k dokazite da vrijedi (my, mg) € R™ za sve
keN.

Neka su i,j € N razli¢iti, te neka je ¢ < j. Tada iz prethodne ¢injenice
(dokazane indukcijom) slijedi (m;_1,m;) € R™. Sumirajmo:

(mj,l,mj) € Rm i (mj,l,mi) c Rim

Iz toga direktno slijedi m; # m;.

Preostalo je definirati neku beskona¢nu { R}-strukturu koja nije model za
G. Neka je 9 struktura s nosacem @ a R™ je relacija uredaja. Lako je
provjeriti da vrijedi 9 = G.

Neka je R dvomjesni relacijski simbol. Dokazite da je svaka { R}-struktura,
koja ne sadrzi vise od tri elementa, model za formulu

Aavy(R(z,y) — (~R(y, ) — (R(z,z) < R(y,y)))).

Rjesenje: Oznacimo danu formulu sa F. Neka je 9t proizvoljna struktura
za formulu F. Dokazat ¢emo da iz M (= F slijedi da nosac |91 ima barem
Cetiri elementa.
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Posto je F zatvorena formula tada iz pretpostavke 9t = F slijedi M = —F,
tj.

M = VaIy(R(z,y) A =Ry, z) A =(R(z,z) < R(y,y)))-

Iz toga zakljucujemo da za svaki m € |91 postoji neki element h(m) € ||
(barem jedan takav; izaberemo jedan) tako da vrijedi:

a) (m,h(m)) € R™,
b) (h(m),m) & R™;
c) (m,m) € R™ ako i samo ako (h(m), h(m)) ¢ R™.

Neka je mg € |9] proizvoljan, ali fiksiran. Oznacimo m; = h(mg), mq =
h(m1) 1 ms = h(ms). Time smo dobili podskup {mg,m1,ma, ms} od
|90t|. Da bismo dokazali da skup |9t| sadrzi vise od tri elementa preostalo
je dokazati da je m; # m; za sve i # j. Iz tvrdnje c) slijedi da je mg # m,
my # mo 1 mo # mg. Iz uvjeta a) i b) slijedi mg # mo 1 my # ms3.
Lako je vidjeti da mg # ms.

Neka je R dvomjesni relacijski simbol. Dokazite da je svaka kona¢na {R}-
struktura model za formulu

Javy3z((R(y, 2) — Rz, 2)) = (R(z,z) — R(y,©))),

te da formula nije valjana.

RjeSenje: Oznac¢imo danu formulu sa F. Neka je 9 struktura za F' tako
da vrijedi 9 [~ F. Posto je F zatvorena formula tada vrijedi 9 | —F.
Dakle,

M b Vadyv((R(y, ) — R(z,2)) A R(z,2) A ~R(y,2)).
To znadi da za svaki m € |9M| postoji neki h(m) € | tako da vrijedi:

a) ako je m’ € |9M| takav da (h(m),m’) € R™ tada vrijedi i
(m,m’) € R™,

b) (m,m) € R™;

c) (h(m),m) & R™.

Neka je mg € M proizvoljan, ali fiksiran. Definiramo niz u |9 sa m,+1 =
h(m,,). Dokazite da je m; # m; za sve i # j.
Definirajmo na kraju neku beskona¢nu strukturu koja nije model za F.

Neka je |9 = N, a R™ neka je relacija uredaja na skupu N. Ocito za
strukturu 9 vrijedi 9 = F.



2.3. INTERPRETACIJE I MODELI 143

14.

15.

16.

17.

Neka je R dvomjesni relacijski simbol. Dokazite da postoji beskonacan
model za formulu

Vavyz3ul R(z,z) A (~R(z,y) — (~R(y,2) — ~R(z,2) )) A ~R(z,u) .
Zatim dokazite da ne postoji konacan model za tu formulu.

Neka je R dvomjesni relacijski simbol. Dokazite da postoji beskonacan
model za formulu

VadyR(x,y) AVaVy(R(z,y) — ~R(y,x)) AVavyvz(R(z,y) —
(R(y,z) — R(z,2))).
Zatim dokazite da ne postoji konac¢an model za nju.

Neka je R dvomjesni relacijski simbol, te neka je formula F' zadana sa:
VaVyVz (R(:v,y) — (R(y, z) — R(x, z)) A Va(=R(z,z)) A VaIyR(z,y).

Dokazite da niti jedna konaé¢na struktura nije model za danu formulu, te
da je formula ispunjiva.

Neka su Ry, ..., R, jednomjesni relacijski simboli, te neka je 0 = {Ry, ...,
R, }. Dokazite da je o—formula F' ispunjiva ako i samo ako je F istinita za
neku interpretaciju koja ne sadrzi vise od 2" elemenata.

Uputa: Neka je 9 struktura za F. Na |9| definirajmo binarnu relaciju ~
ovako:

ai ~ as ako 1 samo ako

a1 € R™ je ekvivalentno sa ap € R, zasve i=1,...,n.

Lako je provjeriti da je ~ relacija ekvivalencije. Za svaki a € |9 sa
[a] ozna¢imo pripadnu klasu ekvivalencije. Ozna¢imo sa || kvocijentni
skup |9M|/ ~ . Ocito skup |91 ne sadrzi vise od 2" elemenata. Za svaki
i€{l,...,n}, te sve ar,as € |M| definiramo binarnu relaciju R' sa:

[a] € R™ ako i samo ako a € R™.

Time je definirana struktura 91 za formulu F. Zatim, neka je b : |9 — |N|
funkcija definirana sa h(a) = [a]. Lako je provjeriti da je h homomorfizama
struktura.
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Neka su 1 i N dvije o—strukture tako da vrijedi M C N. Kazemo da je M
elementarna podstruktura od N ako za sve o—formule F(vy,...,v,) i
sve a1, ..., a, € M| vrijedi

M = Flay,...,a,] akoisamo ako N = Flay,...,ay).
Ako je M elementarna podstruktura od DN tada to oznacavamo sa M < N,
te jos kazemo da je O elementarno prosirenje od .
Neka su M, M i A proizvoljne o-strukture. Dokazite da tada vrijedi:
a) ako M < N tada M =N,

b) ako 9t < 91 < A tada M < ;
c) ako M <A, N<A i MC N tada M < N.

Odredite primjere strukura 9t i 91 tako da vrijedi M C N i M =N ali
ne vrijedi M < N.

(Kriterij Tarskog za elementarne podstrukture)
Neka 9 C N, te neka za sve formule F(z1,...,2n, Tpt1) isveay,...,a, €
|90t] vrijedi:

ako M E z,41Faq,...,a,) tada postoji a € ||
takav da M = Flay,...,an,al.
Dokazite da tada vrijedi 99t < 9.
Primjenom kriterija Tarskog dokazite da vrijedi (®, <) < (R, <).

Neka je R dvomjesni relacijski simbol. Dokazite da niti jedna od sljede¢ih
formula nije logicka posljedica preostalih dviju:

VaVyVz(R(z,y) — (R(y, z) — R(x, 2)));

Vay(Riz,y) — (R(y,2) = 7 = y);
VzIyR(z,y) — FyVeR(z,y).

e

Rjesenje: U svim sljedeé¢im interpretacijama neka je simbol = interpretiran
relacijom jednakosti.

Neka je || = {a,b,c} i R™ = {(a,b), (b,c)}. Provjerite da vrijedi MM =
-Fy AN Fy A F3.

Neka je, zatim, |M| = {a,b} i R™ = {a,b}%. Lako je vidjeti da N |=
Fy N=Fy N\ Fs.

Na kraju definirajmo |2| = Z, a R* neka je relacija uredaja na skupu svih
cijelih brojeva, tj. <. Provjerite da vrijedi 9 = Fy A Fy A = Fj.
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22. Neka je T" neki skup formula, te F' neka formula. Definirajmo nesto
drugaciju relaciju logicke posljedice =* . Definiramo da vrijedi I' =* F
ako i samo ako za sve interpretacije (9%, v) vrijedi:

ako M, ' tada M =, F.

Dokazite da tada za sve formule F' i G vrijedi:

F =" G akoisamo ako formula F — G je valjana.

Odredite dvije formule F' i G takve da je F' — G valjana, ali ne vrijedi
F E=G.

23. Dokazite teorem o zamjeni.
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2.4 Preneksna normalna forma

U prvom poglavlju dokazali smo da za svaku formulu logike sudova postoji
konjunktivna i disjunktivna normalna forma. U ovoj toc¢ki cilj nam je dokazati
slican rezultat za teorije prvog reda. No, ovdje nas viSe zanimaju kvantifikatori,
tj. kako kvantifikatore staviti na pocetak formule. U ¢itavoj ovoj tocki smatramo
da je o neka proizvoljna, ali fiksirana signatura. U sljedecoj lemi dajemo pravila
prijelaza za kvantifikatore.

Lema 2.29. Neka su A, B i C o—formule, te neka formula B ne sadrzi slobodne
nastupe varijable x. Tada vrijedi:

1. =3zA & Vz(=A);

2. VzA & Jz(-A);

3. (YA — B) & 3a(A — B);
4. (3zA — B) & Va(A — B):
5. (B —=VzA) & V(B — A);
6. (B— JzA) & Fx(B — A);
7. (B A VzA) & Va(B AN A);
8. (VzA N B) & Vz(A A B);
9. (B AN JzA) & Jx(B A A);
10. (3zA N B) & Jz(A A B);
11. (B vV VzA) & V(B VvV A);
12. (VzA V B) & Vz(A V B);
19. (B v 3zA) < (B v A);
14. (3zA VvV B) & Fz(A Vv B);

15. (VzA A V() < V(A N O);

16. (3zA Vv 32C) < Fx(A Vv C).
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Dokaz. Pomocéu definicije istinosti i definicije ekvivalencija formula lako je
provjeriti svaku od navedenih ekvivalencija. O

Neka je R dvomjesni relacijski simbol. Oznac¢imo sa A formulu JzR(x,y).
Neka je zatim sa A’ oznacena formula koja je dobivena zamjenom vezane var-
ijjable x s varijablom z, tj. neka je A’ = JzR(z,y). Lako je provjeriti da su
formule A i A’ logicki ekvivalentne. Iz definicije istinosti i logicke ekvivalencije
formula lako je dobiti da ta ¢injenica vrijedi opéenito. Upravo to isticemo u
sljedecoj lemi.

Lema 2.30. Neka je A o—formula i x varijabla za koju postoji vezani nastup u
formuli A. Zatim, neka je y varijabla koja ne nastupa u formuli A. Oznacéimo
sa A" formulu dobivenu iz A zamjenom svakog vezanog nastupa varijable T sa
y. Tada vrijedi A < A'.

Prethodnu lemu ¢emo cesto koristiti prilikom odredivanja preneksne nor-
malne forme za neku formulu. Sada definiramo najvazniji pojam ove tocke —
preneksnu normalnu formu. Zatim dokazujemo teorem o egzistenciji preneksne
normalne forme.

Definicija 2.31. Za o—formulu Q11 ... Qunzm,A kaZemo da je u preneksnoj
normalnoj formi ako je A otvorena formula (tj. ne sadrZi kvantifikatore), a
Q; je simbol¥ ili 3, zai =1,...,m. Po definiciji smatramo da je svaka otvorena
formula u preneksnoj normalnoj formi.

Teorem 2.32. (teorem o preneksnoj normalnoj formi)

Za svaku o—formulu F postoji c—formula F' u preneksnoj normalnoj forms tako
da vrijedi F' < F'. Formulu F' nazivamo preneksna normalna forma za formulu
F.

Dokaz. Za svaki i € N za dani simbol Q; € {V,3} definiramo simbol @Q; sa

0= vV, ako je @; simbol 3;
71 3, ako je Q; simbol V.

Dokaz teorema provodimo indukcijom po slozenosti formule F, tj. po k(F).
Ako je k(F) = 0, tj. ako je F' atomarna formula, tada je ona po definiciji u
preneksnoj normalnoj formi. Pretpostavimo da za neki n € N (n > 0) vrijedi
da za svaku formulu G, ¢ija je slozenost strogo manja od n, postoji preneksna
normalna forma. Neka je, zatim, F' formula ¢ija je slozenost upravo jednaka n.
Razlikujemo slucajeve obzirom na oblik formule F.

a) Formula F je oblika —=G. Tada je k(G) < n pa po pretpostavci indukcije
postoji formula G’ u preneksnoj normalnoj formi za koju vrijedi G < G'.
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Neka je G' = Q1z1 ... Qmz,, A, gdje je A formula bez kvantifikatora, a
Q; je znak V ili 4. Primjenom pravila prijelaza 1 i 2 iz leme 2.29. slijedi
F & Qiz1 ... Quon(—A). Ocito je formula Qi1 ... Qumam(—A) u
preneksnoj normalnoj formi.

Formula F' je oblika G — H. Tada je k(G), k(H) < n pa po pretpostavci
indukcije postoje formule G’ i H' u preneksnoj normalnoj formi za koje
vrijedi G & G'1 H & H'. Neka je G' = Q171 ... Qur,,Ai H =
Qm+1y1 -+ QumaryrB (A1 B su otvorene formule). Neka su z1,. .., Zmak
varijable koje ne nastupaju u formulama G’ i H'. Po lemi 2.30. slijedi:

G & Qiz1 ... QumzmA(z1/T1, . 2m/Tm) i

H/ g Q?n-{—lan-i-l cee an+kz7rL+kB(Zm+1/ylv ey Zm-‘rk/yk)-

Primjenom pravila prijelaza 3, 4, 51 6 iz leme 2.29., i teorema o zamjeni
(vidi teorem 2.28. iz tocke 2.3), slijedi da je formula F' logicki ekvivalentna
s formulom

Q121 - QmzmQma1zma1 - QmakZmak (A(zl/:cl, ey Zm/Tm)

— B(Zm+41/Y1, -+ -5 Zm+k/yk)>-

Time je dobivena trazena preneksna normalna forma formule F' za ovaj
slucaj.
Kada je formula F' oblika FAG, FV G ili F « G dokaz je analogan kao

u slucaju b).

Formula F je oblika VaG (odnosno JzG). Posto je k(G) < n tada po
pretpostavei indukcije postoji formula G’ u preneksnoj normalnoj formi
koja je logicki ekvivalentna s G. O¢ito je VxG' (odnosno JxG’) trazena
normalna forma za F.

|

Dokaz prethodnog teorema nam daje postupak za odredivanje normalne
forme proizvoljne formule. To ilustriramo u sljede¢em primjeru.

Primjer 2.33. Neka je F = Va3yR(z,y) — —VzP(z), gdje je R dvomjesni, a
P jednomjesni relacijski simbol. Odredimo preneksnu normalnu formu formule
F. Uoc¢imo da nije potrebno mijenjati vezane varijable, tj. primjenjivati lemu

2.30.

Primjenom pravila prijelaza redom imamo ekvivalencije:

F & VedyR(x,y) — J2(—=P(2)) &
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Jz(FyR(z,y) — F2(=P(2))) &
J2Vy(R(z,y) — F2(=P(2))) &
AxVy3z(R(z,y) — (-P(2))).

Posljednja formula je u preneksnoj normalnoj formi i logicki je ekvivalentna s
formulom F.

Promotrimo jo$ jedan primjer. Neka je sada F = VxR(x) A VaxP(x), gdje
su R 1 P jednomjesni relacijski simboli. Primjenom pravila prijelaza 15 iz leme
2.29. slijedi F' < Yx(R(x) AP(x)), i to je jedna preneksna normalna forma za F.
To mozZemo napraviti i drugacije. Primjenom leme 2.30. imamo F < VzR(z) A
YyP(y). Tada primjenom pravila prijelaza imamo F < YaVy(R(x)AP(y)). Time
smo dobili jos jednu preneksnu normalnu formu formule F. Ovim primjerom
zeljeli smo istaknuti da preneksna normalna forma za zadanu formulu opéenito
nije jedinstvena.

U sljedecem primjeru zelimo istaknuti mjesta u nastavi matematike gdje je
potrebno znati pravila prijelaza za kvantifikatore.

Primjer 2.34. Napisimo prvo formalnu definiciju konvergencije® niza (a,) re-
alnih brojeva:

(3L € R)(Ve > 0)(Ino e N)(Vrn e N)(n > n, — | an — L |<e).

Zapisimo sada da je niz (ay) divergentan. Negacijom prethodne izreke dobivamo:

(VL eR)Fe>0)(Vno e N)(@n e N)(n>no A | a, — L |>¢).

Primjeri kod kojih bi se svakako trebalo takoder pazljivo raditi s kvantifikatorima
su:

a) tocéka (ni)je gomiliste niza realnih brojeva;

b) funkcija (ni)je neprekidna u tocki (na skupu);
¢) funkcija (ni)je derivabilna u tocki (na skupu);
d) red realnih brojeva (ni)je konvergentan;

e) kriteriji konvergencije redova realnih brojeva;

f) funkcija (ni)je Riemann integrabilna.

8U definiciji koristimo ograniéene kvantifikatore. To nisu novi simboli, veé¢ samo
pokrate. Tako npr. (3L € R)F(L) oznacava formulu 3L(L € R A F(L)), a (Ve > 0)G(e)
je pokrata za Ve(e > 0 — G(e)).
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Zadaci:

1. Odredite formule A i B tako da nisu logicki ekvivalentne sljedeée formule:

)

)

) A—VaB i Vz(A — B);
d) A— JzB i Jz(A — B);

) VA — B i Jz(A — B);

) A — B i Vz(A — B).

2. Odredite preneksne normalne forme sljedeé¢ih formula:

a) —JaVyIVuA(z,y, z,u);

b) JaVyA(z,y) A JaVyB(x,y);

¢) JaVyA(z,y) V IaVyB(x,y);

d) JaVyA(z,y) — JaVyB(z,y);

e) (FaVyA(z,y) A JxB(x)) — V2C(z);

f) (VaVyP(z,y) A JzyQ(z,y)) — VzR(2);

8) Va(P(z) — 32Q(x)) A Va(P(z) A VaQ(x));
)

h) (Va3yR(y,z) A IyVzP(y, z)) — JaVyQ(z,y).

3. Formulu u preneksnoj normalnoj formi kod koje je svaki kvantifikator
univerzalni nazivamo V-formula ili univerzalna formula. Ako je svaki
kvantifikator egzistencijalni tada formulu nazivamo 3-formula ili egzis-
tencijalna formula. Dokazite:

a) ako je M model za neku zatvorenu V-formulu F' tada je i svaka pod-
struktura od M model za F;

b) ako je M model za zatvorenu 3-formula G tada je i svako prosirenje
strukture M model za G;

¢) nadite primjer formule F' i strukture M tako da vrijedi M = F, te
postoji podstruktura i prosirenje strukture M koji nisu model za F.

(Napominjemo da vrijede i obrati tvrdnji a) i b). O tome mozete ¢itati u
[5], [7], 1 [10].)

4. Neka je G formula logike prvog reda koja ne sadrzi kvantifikatore, te kon-
stantske i funkcijske simbole. Zatim, neka je {z1,...,z,} skup svih va-
rijabli koje nastupaju u formuli G. Dokazite da je formula Vz;...Vz,G
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valjana ako i samo ako je svaka struktura za G, koja ima tocno n eleme-
nata, model za formulu G.

Rjesenje: Neka je o skup svih nelogickih simbola koji se pojavljuju u for-
muli G. Ozna¢imo sa F' formulu Vz; ...Vz,G. Ako je formula F' valjana
tada je svaka struktura za nju ujedno i model. Posebno je svaka struktura
s totno n elemenata model za formulu F.

Pretpostavimo sada da formula F' nije valjana. Konstruirat ¢emo o—
strukturu sa n elemenata koja neée biti model za formulu F. Posto F
nije valjana tada postoji o—struktura 9 tako da 9 £ F. Iz definicije is-
tinitosti formule slijedi da postoje ay,...,a, € || (koji nisu nuznu svi
razliciti!) tako da M }&, Glay,...,a,). Neka je M| = {a4,...,a,}. Ako
skup [91| ima toc¢no n elemenata tada trazeni model 91 definiramo kao
podstrukturu od 9t s nosacem |[N|. (Uocite da tu koristimo pretpostavku
zadatka da formula G ne sadrzi ni kontstantske, a ni funkeijske simbole).

Promotrimo sada slucaj kada skup |9| sadrzi manje od n elemenata. Pret-
postavimo da je a; # a; za sve i,j = 1,...k (k < n) kada je i # j. Bez
smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da a; ¢ N.

Neka je || = {a1,...,ar,k + 1,...,n}. Ocito skup || ima to¢no n ele-
menata. Neka je f: || — || funkcija definirana sa:

f(a:):{ z, akojex € {ay,...,ar};

a1, inace.

Za svaki relacijski simbol R € o sa R* ozna¢avamo relaciju na skup ||
definiranu sa:

(bi,...,by) € R* akoisamo ako (f(b1),...,f(by)) € R™,

za b; € |4]. Time je definirana neka o—struktura 2.
Indukcijom po slozenosti lako je dokazati da za sve o—formule B i sve
bi,...,bs € || vrijedi

A |= Blby,...,bs] akoisamo ako M = B[f(b1),..., f(bs)].

Sada iz te Cinjenice, te pretpostavke 9 = G, odmah slijedi A £~ G.

. Neka je G(z1,...,2zy) formula koja ne sadrzi kvantifikatore, te funkcijske

i konstantske simbole. Dokazite da je zatvorena formula

F=3x...32,G(x1,...,2m)
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valjana ako i samo ako je svaka jednoelementarna struktura za nju ujedno
i njen model.

Rjesenje: Neka je k kardinalni broj (konacan ili beskonacan) za koji vrijedi
k > 1, te neka je 9 struktura za F' kardinalnosti k. Pretpostavimo da
I nije model za formulu B. Posto je F' zatvorena formula, tada vrijedi
M = —F, tj. M = Vai...Vz,(-G). Neka je m € |9 proizvoljan, ali
fiksiran. O¢ito vrijedi MM = —G[m, ..., m]. Neka je M| = {m}. Za svaki
relacijski simbol R koji nastupa u formuli G definiramo

(m,...,m) € R™ akoisamo ako (m,...,m) e R™.

Ocito vrijedi M = =G[m,...,m], a onda i N |= Va1 ...Vz,(=G). Iz toga
slijedi 91 £ F.

Za formulu F kazemo da je monadska ako u njoj od nelogickih simbola
nastupaju samo jednomjesni relacijski simboli. Neka je F' monadska for-
mula za koju postoji model. Dokazite da tada postoji konacan model za
F.

Uputa: Za svaku monadsku formulu postoji preneksna normalna forma
koja je oblika Va1 ...Vz,3y; ... JynG.

Neka je Vzq ...Vz,3y1 ... Jym F neka o—formula (formula F' moguée sadrzi
kvantifikatore). Oznac¢imo kratko & = (z1,...,2,) 1 ¥ = (Y1, Ym)-
Neka su, zatim, f1,..., f, n—mjesni funkcijski simboli koji ne pripadaju
0. Dokazite da za svaku o-strukturu 99 postoji ekstenzija 91 koja je
o U{f1,..., fm}-struktura, tako da vrijedi

NEVE .. Ve,Fyr ... Iy F(Z,9) < F(Z, f1(Z),..., fm(Z))).

Neka je F' formula koja ne sadrzi kvantifikatore. Za n > 0 formulu oblika
dxy ... 32, YY1 .. . Yy, F nazivamo Skolemova normalna forma.

a) Dokazite da za svaku formulu F' postoji Skolemova normalna forma
F’ tako da vrijedi: F je valjana ako i samo ako je F”’ valjana. (Tada
kazemo da je F’ Skolemova normalna forma za formulu F').

b) Odredite Skolemovu normalnu formu za formule:
br) F2VyQ(z,y) — VoIyQ(z,y);
by) FxVyIVuR(z,y, z,v);
b3) VaxIyVzIvR(x,y, z,v).
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Uputa za by) : Jedna preneksna normalna forma dane formule je
V23uva3y(Q(z,u) — Q(z.y).

Tada je jedna Skolemova forma za danu formulu jednaka

VavVr(Q(z, f(2) — Q(z,9(2,))).
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2.5 Glavni test

Sada razmatramo jedan postupak koji moze posluziti prilikom rjesavanja slje-
deéih problema:

Ispitivanje valjanosti formule;

Ispitivanje ispunjivosti formule;

Ispitivanje oborivosti formule;

Odredivanje je li neka formula logicéka posljedica zadanog
konac¢nog skupa formula;

e QOdredivanje jesu li zadane dvije formule logicki ekvivalentne.

Postupak koji ovdje opisujemo naziva se glavni test za formule logike prvog
reda. Slicno kao i kod logike sudova glavni test se sastoji od razgradnje dane
formule i izgradnje stabla ¢iji su ¢vorovi oznaceni podformulama.

Gore navedenim problemima smo se bavili u tocki 1.5, ali za formule logike
sudova. Ovdje su problemi daleko slozeniji jer imamo kvantifikatore, relacijske,
funkcijske i konstantske simbole. Nije tesko vidjeti da se svi navedeni problemi
mogu svesti na ispitivanje valjanosti. To smo ve¢ komentirali na pocetku tocke
1.5 gdje smo se bavili testovima valjanosti za logiku sudova.

Kod logike sudova sva tri navedena testa valjanosti (semanticke tablice, re-
zolucija i glavni test) uvijek zavrSavaju u konaéno mnogo koraka i korektno
odgovaraju na postavljeno pitanje. Kod logike prvog reda to viSe nije slucaj.
U zadatku 11 iz tocke 2.3 naveden je primjer oborive formule F' za koju je
svaka kona¢na struktura model. To znaci da ¢e ponekad biti nemoguée odrediti
(beskona¢nu) strukturu u konaéno mnogo koraka.

U ovoj tocki promatramo samo zatvorene formule koje ne sadrze konstantske
i funkcijske simbole. Vidjet ¢emo da je i taj smanjeni alfabet dovoljan kako bi
se naglasila sva slozenost problema ispitivanja valjanosti u logici prvog reda.

Sada prvo navodimo pravila glavnog testa za propozicionalne veznike.
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BI BT
(A) Brc (T) Brc (O
BT /A
cT BL C1
v) Bvce (D) Bvce (L)
/A B
BT CT C 1
(=) B—>C@ B—>C®
/A BT
BL CT C L

Naravno, gornja pravila za propozicionalne veznike su sasvim ista kao i kod

logike sudova. Zaokruzivanje znakova T i L (npr. @ ) znaéi da je zahtjev
ispunjen novim zahtjevima koji ga slijede na svim granama koje su ispod tog
zahtjeva. Sljede¢im primjerom zZelimo naglasiti da nove zahtjeve moramo pisati
na svim granama koje su ispod.

Primjer 2.35. Slika 1 prikazuje izgled stabla u nekom trenutku testiranja. Is-
taknut je redak BV C' L. Time se Zeli naglasiti da taj redak jos nije analiziran,
tj. nije uzet u razmatranje.

Na slici 2 Zelimo istaknuti kako mora izgledati stablo neposredno nakon ana-
lize retka BV C' L.



156 POGLAVLJE 2. LOGIKA PRVOG REDA

Slika 1 Slika 2
BvC 1L Bve Q)
B L
C L
B L B L
C L C L

Preostalo je napisati pravila glavnog testa za kvantifikatore. No, opisimo
prvo sto zapravo znaci ispitati valjanost neke formule F' pomoc¢u glavnog testa.
Analogno zakljucujemo prilikom ispitivanja ispunjivosti, oborivosti i logicke
posljedice.

Ako ispitujemo je li neka formula F' valjana, tada je prvi redak testa oblika
F 1. To znac¢i da mi pokusavamo odrediti postoji li struktura koja nije model
za formulu F. Iz definicije strukture slijedi da moramo odrediti nosa¢ |9 i
preslikavanje .

Opisimo prvo na koji na¢in odredujemo nosa¢ |9, tj. navedimo u kojim
koracima ispitivanja ”punimo” nosac¢ s novim elementima. Postoje dva takva
osnovna oblika. To su: VzG(xz) L i JxG(x) T. Za svaki od ta dva navedena
oblika moramo u |9M| dodati novi element, jer npr. istinitost formule JzG(x)
znaci da postoji element u |91 koji je "svjedok” istinitosti. Nakon analize retka

oblika 3zG(z) T, prvo zaokruzujemo znak T, tj. piSemo @ , te u taj redak
dopisujemo (..a..). Element a mora biti novi, tj. ne smije biti uveden u nekom
prethodnom koraku. Oznaka (..a..) nam sugerira da smo element a upravo uveli
u tom koraku. Zatim, u (nekom) sljedeéem retku pisemo G(a) T. Analogno
postupamo za retke oblika VaG(z) L. Time smo opisali dva oblika pravila za
kvantifikatore.

Vazno je istaknuti da u ovoj tocki znakove a,b,c...,a1,as,... smatramo
elementima alfabeta, tj. to su konstantski simboli u jednu ruku. U drugu ruku
te oznake koristimo za elemente nosaca interpretacije.



2.5. GLAVNI TEST 157

Sada opisujemo pravila za slucajeve VoG (z) T i 3zG(z) L. Sto zapravo znaéi
istinitost formule oblika VaG(z) za neku interpretaciju? Po definiciji to znaéi
istinitost formule G(z) za svaku valuaciju. Malo neprecizno, ali krace zapisano,
to zapravo znaéi istinitost formule? G(m), za svaki element m € |90|. Dakle, za
svaki uvedeni element @ u nosa¢u mi moramo ispitati istinitost formule G(a).
Posebno to znaci da ispitujemo za elemente koji su uvedeni prije i poslije retka
VaxG(z) T. To pak povlaéi da redak oblika VzG(x) T mozda nikad neée biti do
kraja analiziran, jer se moguce poslije njega uvodi novi element u nosa¢. Analizu
retka oblika VxG(x) T u odnosu na element a oznacavamo sa VxG(z) T (@.
Zatim, u (nekom) sljede¢em retku pisemo G(a) T. Analogno postupamo za
retke oblika 3zG(x) L.

Sada navodimo pravila za kvantifikatore. Oznaka (T a | a) nam sugerira
da novo uvedeni element a moramo dopisati kod svih redaka oblika VoG (z) T
i JzG(x) L koji su bili prije i koji ée se pojaviti kasnije.

) VeB T @, ... vzB () (.a) (1 al a)
B(a) T B(a) L
@ 3B (O () al a) 2B L @,...
B(a) T B(a) L

Kada tijekom testiranja dobivamo da na nekoj grani stabla mora vrijediti

A @ i A @ tada zavrSavamo testiranje (na toj grani!), i stavljamo
oznaku X. To znadi da su zahtjevi za postojanje strukture kontradiktorni. Ako
sve grane zavrse sa X tada zaklju¢ujemo da trazena struktura ne postoji. Inace
s grana oc¢itavamo trazenu strukturu.

Nakon sljedeceg primjera ¢emo komentirati kako sa stabla glavnog testa
mozemo ocitati interpretacije nelogickih simbola.

Primjer 2.36. Ispitajmo valjanost formule
(VzA(z) — JzB(x)) — Jz(A(zx) — B(x)).

Na sljedecoj slici dano je jedno stablo glavnog testa za zadanu formulu.

9Ponovno isticemo da strogo govoredi rijec G(m) nije formula, jer m nije term. No, G(m) T
je kradi (i jasniji) zapis ¢injenice M |= G[m].
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(VzA(z) — JuB(x)) — J(A@@) — B(z) Q)
Ve A(z) — JzB(x)
)

(%) Jx(A(x) — B(z)) L

vrA(x) L) (.a.) B (T) (.b.)
B @O

Opisemo kratko provedeno ispitivanje. Pocetnu formulu oznacavamo sa F.
Posto se trebalo ispitati je li dana formula F valjana, test smo proveli trazeci
strukturu koja nije model za danu formulu. To znaci da je prvi redak oblika F 1.
Pocetna formula F je oblika G — H. Iz pravila za istinitost kondicionala slijedi
da se uvjet F' L svodi na dva nova uvjeta: drugi v treéi redak na prethodnoy slici.

Sada éemo objasniti zasto je ispred tredeg retka stavljena oznaka (x). Primi-
jetimo da je drugi redak oblika C — D T. Iz pravila za istinitost kondicionala
imamo da se taj zahtjev svodi na: C L ili D T. Dakle, na osnovu drugog retka
znamo da ée u stablu biti grananje. Posto je treéi redak oblika JxE(x) L
1z pravila za kvantifikatore znamo da éemo iza znaka L morati dopisivati sve
elemente nosaca koji su uvode. Kako bismo izbjegli da se uvedeni elementi
nosaca na lijevoj grani zabunom ne pojave na desnoj grani, ili obrnuto, treci
redak oznacavamo sa (x). Kasnije taj treéi redak prepisujemo na svakoj grani,
te ga analiziramo na svakoj grant posebno.

Opisimo jos samo provedeni test na lijevoj grani, jer je na desnoj grani sve
analogno. Prvi redak lijeve grane je VxA(xz) L. To je oblik pravila za kvantifika-
tore kod kojeg moramo uvesti novi element. To smo i uc¢inili u tom retku, te to
oznadili sa (..a..). Tredi redak na lijevoj grani ima oznaku (%), i to je jednostavno
prepisani treé¢i redak s pocetka. U tom retku je iza oznake 1 napisano jos (@.
To znaci da je taj redak analiziran obzirom na uwvedeni element a. Nakon toga
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sligedi jednostavna propozicionalna analiza.

Primijetimo da su lijeva i desna grana stabla zavrsile oznakom kontradik-
cije X. To znac¢i da ne postoji struktura koja nije model za formulu F. Time
zakljucujemo da je dana formula valjana.

Sljede¢im primjerom zelimo istaknuti nuznost uvodenja novih elemenata u
nosac prilikom analize formula oblika VzG(x) L i JzG(x) T

Primjer 2.37. Pomocu glavnog testa ispitajmo vrijedi li

VedyP(r,y) — V2Q(x) | Vavy(P(a,y) — Q(x)).

Ispitivanje pomocu glavnog testa kratko je zapisano u obliku sljedeceg grafa.

VaIyP(x,y) — VaeQ(x
VaVy(P(z,

Vy(P(a, (..b.)

) @

O (a)
@
©

(z))
a))
P(a, @
Pab) (T
/““) 3
vadyP(ry) L) ()  VaQ@) T @, b
WP(ey) L @, O © Q) @

Ple,a) L) X

P(e,t) O

Ple.c) O

Posto lijeva grana nije zavrsila oznakom za kontradikciju zakljucujemo da
dana tvrdnja nije istinita. S te lijeve grane moZemo procitati strukturu za koju
pocetna tvrdnja nije istinita. Nosac strukture je |9 = {a,b,c}, te je P™ =

{(a,0)} @ Q™ =0.

Uoc¢imo jo$ da na desnoj grani prvi redak oblika VxQ(x) T nismo analizirali
u odnosu na element b. To nije nuzno jer smo veé naisli na kontradikciju.
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Pogledajmo sada sto se dogada kada u rjesavanju gornjeg zadatka koristimo
”stare” elemente.

VoIyP(z,y) — VzQ(z) @
VaVy(P(z,

Vy(P(a,
P(a, Qa

(z))

a))

)
P (1)
Q) @
/N

Ve3yP(z,y) @ (l.a.) VzQx) T @, b

(..a..)

©
O (b
©

JyP(a,y) L a, ® Q(a) @
P Q) X
X

U sedmom retku smo sa (! ..a..) oznacili da ne uvodimo novi element veé
koristimo stari. Dani test je na svim granama zavrsio kontradikcijom, pa bi
brzopleto (i krivo) mogli zakljuciti da je dana formula valjana. Iz prethodnog
testa znamo da formula nije valjana. Koristenjem ”starog” elementa a mi smo
posljedngim testom zapravo dokazali da ne postoji strukura s toéno dva elementa
koja nige model za F.

U sljedeéem primjeru zelimo istaknuti kako se glavni test koristi za ispitivanje
je li neka formula F' oboriva. Pocetni redak u testu je oblika F'1. To znaci da
pokusavamo odrediti strukturu koja nije model za formulu F.

Primjer 2.38. Ispitajmo pomocu glavnog testa je li sljede¢a formula oboriva:

(avyR(z,y) VVy(IzP(y,x) — VeR(z,y))) — 3z(Q(z) V R(z, z)).
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(FzVyR(z,y) vV Vy(3zP(y, ) — VaR(z,y))) — Fx(Q(z) V R(z,x)) @
JeVyR(x,y) V Vy(3zP(y, ) — Ve R(z,y)) @
(%) Jz(Q(x) V R(x,x)) L

/ N

JxVyR(z,y) @ (.a..) Yy(BzP(y,z) — VeR(z,y)) T (..b..) ®

VyR(a,y) T @ JuP(b, 3) — VaR(z,b) (T)
R(a,a) (T) () 32(Q(2) V R(z,2)) L ®
(+) F2(Q(@) V R(z,2)) L @ Q) v R, ()

Q(a) V R(a,a) @ Q(b) @
Q) @ Ro,p) (O
©

R(aa) VAN
X JzP(b,z) L ® VeR(z,0) T ®
Py O Rob) ()
X

Zadana formula je oboriva. Struktura M koja to dokazuje je zadana sa:
M= {b}, te Q¥ = R™ = PM =.

Svakako treba istaknuti i nacin uvodenja elementa b u prvom retku na desnoj
grani. Primijetite da je taj redak oblika YxG(x) T. Iz pravila za kvantifikatore
znamo da to nije oblik kod kojeg se uvodi novi element. No, ni u sljedeéim recima
nema oblika s kvantifikatorima kod kojih se uvodi novi element. Radi provodenja

daljnje analize bili smo prinudeni u tom prvom retku na desnoj grani uvesti novi
element.

Sljededéi primjer pokazuje da nekad test ne mora zavrsiti, ali mi ipak mozemo
odrediti jednu trazenu (beskona¢nu) strukturu.
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Primjer 2.39. Ispitajmo je li formula Vx3IyA(z,y) — TyVzA(x,y) valjana.
Kao i obiéno, test cemo provesti zapisujuci ga u obliku stabla.

VedyA(z,y) — IyVzA(z,y) @

VadyA(z,y) T . . , 43,04,05, ..

Neka je |9 = {an : n € N}, te A™ = {(an,a2,) : n € N} Nije tesko vidjeti
da vrijedi M = VeIyA(z,y) — JyVaxA(x,y). To znaci da dana formula nije
valjana.

Prethodni primjer je prije svega vazan kako bi istaknuli da glavni test ne
mora uopée zavrsti.

Istaknimo samo da je moguce konstruirati kona¢nu strukturu koja nije model
za danu formulu (vidi zadatak 9).
Primjer 2.40. U zadatku 11 iz tocke 2.3 naveli smo primjer formule

V1 VaoVrs(R(z1, 1) A (R(z1, 23) — (R(z1,22) V R(x2,23)))) —

JyVzR(y, z)
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za koju je svaka konacéna struktura model, ali ona ipak nije valjana. Pokusajte

to dokazati pomocu glavnog testa. Analiza dosta brzo postaje jako sloZena. Nije

uopce jasna strategija kojom bismo konstruirali beskonacnu strukturu.
Pokusagte, zatim, pomocu glavnog testa ispitati slijeds li logicki formula

Vavy3z(R(z,y) — (R(z, z) — R(z,y))
1z skupa formula
{Vz3IyR(z,y), YaVy(R(z,y) — - R(y,x)}.
Analiza vrlo brzo postaje jako sloZena, te nije jasno hoce li glavni test uopce
zavrsiti.
Naravno, vrlo lako je napisati jo§ kompliciranije formule za koje ¢ée ispitivanje
valjanosti biti jako slozeno. No, to nije slucaj samo s glavnim testom, veé se isti

problemi javljaju kod svakog testa za ispitivanje valjanosti formula logike prvog
reda. To isticemo u sljedeéom Churchovom!? teoremu.

Teorem 2.41. Logika prvog reda je neodluciva, tj. ne postoji test kojim bi se
za svaku formulu u konacno mnogo koraka mogli ispitati je li valjana.

Za dokaz gornjeg teorema morali bismo prvo uvesti osnovne pojmove i rezul-
tate teorije izracunljivosti. No, to prelazi okvire ove skripte. Dokaz Churchovog
teorema mozete naéi u [12].

Rezimirajmo na kraju kako sve glavni test moze zavrsiti prilikom ispitivanja
valjanosti neke formule. Moguée su sljedece dvije situacije:

a) Test je zavrsio u kona¢no mnogo koraka i sve grane su zavrsile kontradik-
cijom. Takvu jednu situaciju prikazujemo sljede¢om slikom.

r

10A. Church, 1903.-1995.
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Tada zaklju¢ujemo da je dana formula F' valjana.

b) Postoji grana koja nije zavrsila kontradikcijom. Tu razlikujemo sljedeca
dva podslucaja.

b1) Postoji grana koja nije zavrsila kontradikcijom gdje je test proveden
do kraja (analiziran je svaki redak po svim uvedenim elementima).
Na sljedeéoj slici je prikazana jedna takva situacija.

rQ

Tada zaklju¢ujemo da je dana formula F' oboriva. S grane koja nije
zavr§ila kontradikcijom ¢itamo strukturu koja nije model za danu
formulu.

by) Test nije proveden do kraja i nije jasno hocée li zavrsiti u konaéno
koraka U nekim specijalnim sluc¢ajevima moguée je na osnovu peri-
odickog ponavljanja odrediti beskonaénu strukturu koja nije model za
danu formulu (vidi primjer 2.39.). No, ve¢inom u takvim sluc¢ajevima
ne mozemo nista zakljuciti.

Vazno je ipak istaknuti da je glavni test potpun i korektan test. Dokaz te
¢injenice dan je u [37] 1 [36].
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Zadaci:

1. Odredite preneksnu normalnu formu formule i ispitajte valjanost pomoéu
glavnog testa

(3zF(2) A (FyF(y) — VzG(x))) — Jw(F(w) A G(w))

Rjesenje:

Odredujemo prvo preneksnu normalnu formu dane formule:

(3zF(2) N (FyF(y) — VzG(z))) — Jw(F(w) A G(w)) <

Fz(F(z) A (JyF(y) — VzG(2))) — Jw(F(w) A G(w)) <

Fz2(F(2) A VaVy(F(y) — G(2))) — Jw(F(w) A G(w)) &

VaVy(F(z) A (Fy) — G(2))) — Jw(F(w) A G(w)) &

Vz3z3yIw[(F(2) A (F(y) — G(z))) — (F(w) A G(w))]

Na posljednju formulu primjenjujemo glavni test:
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VaAa3y3ul(F(2) A (F(y) — G(@) — (Fw) ACw)] O (.a.)
Fz3yFw[(F(a) A (Fy) = G(z))) = (Flw) AGw))] L@
FyFw([(F(a) A (F(y) — G(a))) = (F(w) AG(w))] L @
Fw[(F(a) A (F(a) = G(a)) = (Flw) AGw))] L@
(F(a) A (F(a) ~ G(a)) — (Fla) AG(a)) (L)

Sve grane su zavrsile kontradikcijom pa zaklju¢ujemo da je dana formula
valjana.

2. Pomocu glavnog testa ispitajte valjanost sljedeé¢ih formula:

a) (B — (VzA(x) AVzC(x))) — (B V Vx(A(x) A C(x))), pri cemu je
B zatvorena formula;
b) VaVyP(x,y) — (Jy3dxP(y,x) V Jz3yP(x,vy));
c) (FAA(FzB(z) Vv IzC(x))) < —(AVVe(-B(x)A-C(x)));
d) Vavy(P(e,y) A Q) — (YavyP(z,y) AVaQ(x).
RjeSenje: Sve navedene formule su valjane.

3. Odredite prvo preneksnu normalnu formu formule

(VaF(z)V (FzF(x) — V2G(x))) — (Vo F(x) AVzG(x)),
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a zatim ispitajte je li dobivena preneksna normalna forma oboriva.

4. Pomocu glavnog testa ispitajte vrijedi li:

a) {Vavy(F(z,y) — ~F(y,x))} | —3F (2, 2);

b) {Vz(A(z) — B(z))} = Vy(Be(A(2) AC(y, x)) — 3x(B(z) AC(y, 2)));

¢) {3aVyB(z,y) — A, ~AVIxdyB(x,y)} F AV ~VyVzB(y, z), gdje je
formula A zatvorena;

d) VaVy(R(z,y) — -R(y, 7)) F YaVy(R(z,y) — (R(y,z) — R(x,)));

e) F — ~VyJzR(z,y), YVeIyR(y,x) V Iz R(z,z) |E —~F VVaVyR(z,y);

f) Jx(R(x,z) — YyR(z,y)) E VaVy(-R(z,y) — R(y,z)). Ako tvrdnja
ne vrijedi odredite barem jednu interpretaciju koja to dokazuje.

5. Ispitajte pomocu glavnog testa vrijedi li

F(a) — G(b), Vz(—-F(x)) = ~G(b).

Rjesenje: Posto dana formula sadrzi konstantske simbole ¢ i b moramo
prvo reéi pravilo §to raditi s njima prilikom glavnog testa. Po definiciji
strukture za svaki konstantski simbol mora postojati element u nosacu.
To znaci da prije pocetka testiranja smatramo da nosa¢ strukture sadrzi
barem dva elementa. Interpretacije konstatskih simbola, kao i obi¢no u
ovoj tocki, oznacavamo istim znakovima. Glavni test zapisujemo u obliku
stabla ovako:
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Fa)—Ge) ()
Ve(-F(z)) T @,®

~F(b)
F(b)

/
Fa) ©  cr @

Posto sve grane nisu zavrsile kontradikcijom zaklju¢ujemo da dana tvrdnja
nije istinita, tj. formula =G(b) logicki ne slijedi iz skupa formula {F(a) —
G(b), Vo(—~F(x))}.

6. Pomocu glavnog testa ispitajte je li ispunjiva formula

(VaIyP(z,y) ANVzQ(z)) A ~Vady(P(z,y) A Q(x)).

7. Neka je A zatvorena formula, a B formula s to¢no jednom slobodnom
varijablom. Koristeéi glavni test dokazite ili opovrgnite

{32B(z) — A, AV 3zB(x)} E AV —~JxB(z).
8. Pomocu glavnog testa odredite barem dvije strukture koje dokazuju

Va(A(r) — B(z)) = Vy(Bz(Aly) A Cly, 2)) — 32(B(y) A Clz, x))).
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Rjesenje:

Ya(A(x) - B(z) T @ ©
Vy(3x(A(y) A Oy, 2)) — (By) AC(z,z)) @) (.a.)
32(A(a) A Cla, ) — 3x(B(a) A C(a, ) @

32(A(a) A Cla, ) @ (.b..)
3(Bla) A C(z,2) L@, ®

A@nc 7)

Neka je || = {a,b}, te A” = {a}, B™ = {a}, i C™ = {(a,b)}. Zatim
definiramo |N| = {a,b}, A™ = {a}, B™ ={a,b} i C” ={(a,b)}. Tada
su M i N trazene dvije strukture.
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9. Prilikom ispitivanje valjanosti formule Vx3yA(z,y) — JyVzA(z,y) prove-
den je sljededi glavni test:

VadyA(z,y) — JyVzA(z,y) @

VeIyA(z,y) T (..a1..)

JyA(as,y @ (l.ay..)
A(az,a1) @
Ve A(x,as) @ (L.az..)

A(az, az) @

Uocite da je test zavrSen, tj. provedena je analiza za sve formule i sve
elemente. Posto test nije zavrSen kontradikcijom mozemo li zakljuéiti da
dana formula nije valjana?

(Uocite da smo u primjeru 2.39. takoder ispitivali valjanost iste formule.
U gornjem testu smo s znakom ! oznacili da upotrebljavamo stari element,
iako bismo po pravilu trebali uvoditi novi element.)

10. Neka je F' zatvorena formula, a R dvomjesni relacijski simbol. Koristeci
glavni test dokazite ili opovrgnite

{=FV JaVy(-R(x,y)), VyFzR(y,x) V Iz R(z,z)} E F — JxIyR(z,y).
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Rjesenje:
—FV 3aVy(=R(z,y)) @
VydzR(y,z) V Iz R(z, x) @
F — 323yR(z,y) @
r @

() JzIyR(z,y) L @

AN

Ra,a) O
Yy3zR(y,z) T@ ,c¢ JrR(z, ) @ (..b..)
(I) JrIyR(z,y) L ¢ (I) JzdyR(z,y) L ©®
(1) Vy(=R(a,y)) T ¢ (1) Vy(=R(a,y)) T b
(II1) JyR(a,y) L © (II1) FyR(a,y) L b

32R(a, z) @ (c.) O O)
JyR(b,y) L ®

Rb,b) (O

X X

@@

Posto su sve grane zavrsile kontradikcijom zaklju¢ujemo da je pocetna
tvrdnja istinita.
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2.6 Racun teorija prvog reda

U prethodnim tockama vidjeli smo da ispitati valjanost neke formule ponekad
moze znagciti ispitati njenu istinitost za beskonaé¢ne interpretacije. To moze biti
vrlo komplicirano. Zbog toga ima smisla promatrati formalne dokaze pomocéu
kojih bismo dobivali valjane formule (i samo njih).

U ovoj tocki prvo dajemo definiciju jednog hilbertovskog sistema za logiku
prvog reda, kojeg ovdje oznatavamo sa RP (ra¢un predikata). Nakon toga
definiramo redom pojmove: dokaz, teorem i izvod. Prvo dokazujemo teorem
adekvatnosti za sistem RP, kojim je iskazana korektnost sistema obzirom na
semantiku definiranu u tocki 2.3. Zatim navodimo osnovna svojstva izvoda,
odnosno dokaza. Te ¢injenice sluze nam kasnije za dokaz najvaznijeg teorema o
teorijama prvog reda - generaliziranog teorema potpunosti kojeg dokazujemo u
sljedecoj tocki.

2.6.1 Osnovne definicije

Vazno je naglasiti da u ovoj tocki ne promatramo isti skup logickih simbola
kao prije, ve¢ samo skup {—, —,V}. To smanjenje nije nikakvo bitno smanjenje
izrazajnosti jezika logike prvog reda, jer se svi ”ispusteni” veznici mogu definirati
pomocu veznika = i —, te je kvantifikator 3 moguée izraziti pomocu V. To
smanjenje skupa logickih simbola bitno ¢e nam skratiti dokaze koji se provode
indukcijom po slozenosti formule. Logicke simbole koji ne pripadaju alfabetu
ipak ¢emo koristiti prilikom zapisivanja nekih formula. No, ti simboli su samo
pokrate za neke duze formule. Sada to to¢no definiramo:

AN B oznacava —(A — —B);

AV B oznacava —A — B;

A < B oznacava —((A — B) — —(B — A));
JzA oznacava —Vz(—A).

Logika prvog reda je osnovni primjer teorije prvog reda. Prije smo bili defini-
rali njen alfabet, a sada ¢éemo definirati pripadni ra¢un. Nakon toga ¢emo defini-
rati ¢ime je zadana neka teorija prvog reda.

Definicija 2.42. Racun logike prvog reda zadan je s pet shema aksioma i
dva pravila izvoda. Sheme aksioma su sljedece:

(A1) A— (B — A);
(A2) (A= (B—C)) — (A= B) = (A—C));
(A3) (-B — =A) — (A — B);

(A4) YxA(x) — A(t/x), gdje je term t slobodan za varijablu z u
formuli A,
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(A5) Yx(A — B) — (A — VaB), gdje formula A ne sadrzi slobodnih
nastupa varijable x.

Pravila izvoda su modus ponens i generalizacija, tj.

A A— B A
B Ve A

Ovako definirani sistem kratko éemo oznacavati sa RP.

U dokazima ¢emo kratko pisati mod pon umjesto ”modus ponens”, odnosno
gen umjesto "generalizacija”. Na prvi pogled ¢ini se da se sheme aksioma
(A1), (A2) i (A3) poklapaju sa shemama iz ra¢una sudova RS. No, ne smijemo
zaboraviti da sada govorimo o formulama logike prvog reda, a ne logike sudova.

Nakon definicije sistema RP mozemo kona¢no to¢no reéi ¢ime je zadana neka
teorija prvog reda.

Definicija 2.43. Teorija T prvog reda definirana je svojim jezikom, skupom
aksioma i pravilima izvoda. Smatramo da je definiran jezik teorije T ako smo
definirali skup nelogickih simbola o. Po definiciji smatramo da svaka teorija T
sadrzi sve sheme aksioma sistema RP. Te aksiome nazivamo logicki aksioms
teorije Zatim, jedina pravila izvoda teorije prvog reda su modus ponens i gene-
ralizacija.

Aksiomi teorije T koji nisu valjane formule nazivamo nelogicki aksiomi.
Smatramo da je zadan skup aksioma teorije T ako je zadan skup melogickih
aksioma.!

Primjer 2.44. Kao primjer teorije prvog reda definiramo teoriju parcijalno
uredenih skupova. Pripadni skup nelogickih simbola sadrzi jedan binarni re-
lacigski simbol < i dvomjesni relacijski simbol za jedankost.

Nelogicki aksiomi teorije su aksiomi za jednakost, o kojima éemo govoriti u
tocki 2.8, te jos sljedede formule: Vr(x < z), VaVy(z <y ANy<a — z=y)
i VaVyVz(x <y A y<z — x<2).

Uoc¢imo da dani aksiomi redom izraZavaju refleksivnost, antisimetri¢nost i
tranzitivnost.

Cesto ¢emo za neku formulu reéi da je to formula jezika neke teorije ili
samo da je to formula dane teorije. Pod tim podrazumijevamo da je to formula
pripadnog alfabeta.

Definicija dokaza i izvoda u proizvoljnoj teoriji prvog reda slicna je kao u
logici sudova. Iz sljedece definicije su vidljive razlike.

HPostoje i drugi nacini zadavanja teorije prvog reda. Neki autori svaki skup zatvorenih
formula danog alfabeta nazivaju teorija. Zatim, za dani alfabet o i o-strukturu M, skup svih
zatvorenih o-formula za koje je M model, naziva se teorija strukture M i oznacava sa Th(M).
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Definicija 2.45. Neka je zadana neka teorija T prvog reda. Neka su Aq, ...,
A, i A formule jezika teorije T. KaZemo da je niz formula Aq,..., A, dokaz
za formulu A u teoriji T ako vrijedi:

a) formula A,, je upravo A;
b) za sve i€ {1,...,n} vrijedi jedno od:

— formula A; je aksiom od T

— formula A; je nastala primjenom pravila izvoda modus ponens ili ge-
neralizacije na neke formule A; i Ay, pri cemu je j, k < .

Kazemo da je formula A teorem sistema T ako u T postoji dokaz za A.
To oznacavamo sa bt A.

Obi¢no ¢éemo u ovoj tocki kratko pisati - A umjesto Frp A. Sa I/ A éemo
oznacavati ¢injenicu da formula A nije teorem logike prvog reda, a H/r A ozna-
cava da formula A nije teorem neke teorije T' prvog reda.

Sljede¢a napomena bit ¢e nam od velike pomo¢i prilom navodenja jednostav-
nih primjera teorema sistema RP. Koristit ¢emo je i prilikom dokaza generali-
ziranog teorema potpunosti.

Napomena 2.46. Neka je formula A sudovno valjana, tj. postoje potformule
By, ..., By od A tako da je formula A’ = A(Py/By, ..., P,/By) valjana for-
mula logike sudova. Iz teorema potpunosti za RS (tj. teorema 1.49.) slijedi da
je formula A’ teorem sistema RS, tj. postoji konacan niz formula Cy, ..., Cp
logike sudova koji je dokaz za A’ v RS. Tada je oéito niz formula

Cy(B1/Py, ..., Bpy/Pp), ..., C(B1/Py1, ..., By/Py,)

dokaz formule A u sistemu RP.

Time smo dokazali da je svaka sudovno valjana formula teorem sistema RP.

Ako je T neka teorija prvog reda, i F sudovno valjana formula koja pripada
jeziku od T, tada je ocito F' teorem od T.

Na slican nacin mozZemo dokazati da je svako dopustivo pravilo sistema RS
ujedno dopustivo pravilo sitema RP. To znaci da prilikom dokaza u sistemu RP
moZemo koristiti npr. pravila eliminacije © introdukcije veznika A, te hipoteticki
silogizam.

U sljede¢em primjeru navodimo jednostavne teoreme sistema RP.

Primjer 2.47. Lako je vidjeti da su formule VeR(z) — VaR(z), —-—3JxR(z,a)
— JzR(z,a) i YaxIyR(x,z,y)V ~VeIyR(z, z,y) sudovno valjane. Iz prethodne
napomene slijedi da su to teoremi sistema RP.
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Formula VazVyR(z,y) — VYyVzR(x,y) je valjana, ali nije sudovno valjana.
Sljedeéi niz formula je dokaz za nju u sistemu RP.

1. VaVyR(z,y) — YyR(z,y) (aksiom (A4))
2. VyR(z,y) — R(x,y) (aksiom (A ))
3. VaVyR(z,y) — R(z,y) (hip. sil. 1.4 2.)
4. Ve(VaVyR(z,y) — R(z,y)) (gen: 3.)
5. Va(VaVyR(z,y) — R(z,y)) —
(VaVyR(z,y) — VaR(x,y)) (aksiom (A5))
6. VaVyR(x,y) — VeR(z,y) (mod pon: 4. i 5.)

=

Vy(VaVyR(z,y) — VeR(x,y)) (gen: 6.)
8. Vy(VaVyR(z,y) — VaR(z,y)) —
(VzVyR(z,y) — YyVzR(x,y)) (aksiom (A5))
9. VaVyR(x,y) — VyVaR(z,y) (mod pon: 7. i 8.)

Vazno je da izabrani aksiomi i pravila izvoda kao rezultat daju samo valjane
formule. Upravo o tome govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.48. (teorem adekvatnosti za sistem RP)
Svaki teorem sistema RP je valjana formula.

Dokaz. Lako je provjeriti da je svaki aksiom sistema RP valjana formula (vidi
zadatak 3 u tocki 2.3).

Za formulu F' kazemo da je n-dokaziva ako postoji barem jedan dokaz duljine
n u sistemu RP za F. Indukcijom po n dokazujemo da je svaka n-dokaziva
formula valjana. Ako je F' 1-dokaziva tada iz definicije dokaza slijedi da je F
neki aksiom. No, na pocetku smo primijetili da je svaki aksiom sistema RP
valjana formula. Pretpostavimo da je za neki n > 1 svaka k-dokaziva formula,
gdje je k < mn, valjana formula. Neka je F' neka n-dokaziva formula. Iz definicije
dokaza slijedi da je F' aksiom, ili je nastala iz nekih formula G i H pomoéu
pravila modus ponens, ili pak je nastala iz neke formule G primjenom pravila
generalizacije.

Ako je F aksiom tada znamo da je F' valjana formula. Ako je F' nastala
pomocu nekih formula G i H pomoc¢u pravila modus ponens tada za G i H
postoje dokazi ¢ija je duljina strogo manja od n. Po pretpostavci indukcije slijedi
da su G i H valjane formule. Lako je provjeriti da pravilo modus ponens ¢uva
istinitost (vidi zadatak 5 u tocki 2.3). Iz toga slijedi da je formula F takoder
valjana. Analogno zaklju¢ujemo ako je formula F' nastala pomocéu pravila ge-
neralizacije. 0

Analogni rezultat vrijedi za sve teorije prvog reda. To isticemo u sljede¢em
teoremu. Dokaz teorema je sasvim analogan teoremu adekvatnosti za sistem
RP, pa ga ispustamo. Prvo dajemo definiciju modela teorije prvog reda.
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Definicija 2.49. Neka je T neka o-teorija prvog reda. Za o-strukturu 9 ka-
Zemo da je model za teoriju T ako za sve nelogicke aksiome F od T wvrijedi
M E F.

Teorem 2.50. Neka je T teorija prvog reda i F' neka formula jezika teorije T.
Ako vrijedi b F tada za sve modele M teorije T vrijedi M |= F.

Iz napomene 2.46. znamo da za odredeni podskup valjanih formula (sudovno
valjane formule) vrijedi i obrat teorema adekvatnosti, tj. teorem potpunosti.
Teorem potpunosti u punoj opc¢enitosti dokazat ¢emo u sljedecoj tocki.

Sada dajemo definiciju izvoda u proizvoljnoj teoriji prvog reda.

Definicija 2.51. Neka je T neka teorija prvog reda. Zatim, neka je I' skup
formula jezika teorije T, te A formula istog jezika. KaZemo da je niz Ay, ..., Ay,
formula teorije T izvod iz skupa T' formule A u teoriji T, u oznaci I’ =1 A, ako
vrijedi:

a) formula A,, je upravo formula A;
b) za sve i€ {1,...,n} vrijedi barem jedno od sljedeceq:

b1) A; je aksiom teorije T}
by) A; €T

bs) formula A; je nastala iz nekih Ax, A; (k,j < i) pomocu pravila
1zvoda modus ponens ili generalizacije.

Obic¢no ¢emo u ovom poglavlju kratko zapisivati I' - A umjesto I' Frp A.

2.6.2 Metateoremi o teorijama prvog reda

U ovoj tocki navodimo neke teoreme o teorijama prvog reda, tj. promatramo
metateoreme. Neka je T proizvoljna, ali fiksirana teorija prvog reda. Sve formule
koje spominjemo u ovoj tocki pripadaju jeziku teorije T.

Sada teorem dedukcije viSe ne vrijedi u istom obliku kao Sto je bio izrecen
i dokazan za racun sudova. TocCnije, za proizvoljnu formulu A, za koju vrijedi
TU{A} F B, ne mora vrijediti I' - A — B. To pokazujemo u sljede¢em primjeru.

Primjer 2.52. Neka je A atomarna formula P(z), i T = (), te B = VaP(x).
Primjenom pravila generalizacije lako dobiwamo da vrijedi T U{A} - VzA. Neka
je M struktura za formulu A zadana sa |M| = {a, b} i P™ = {a}. Ocito
M A — VoA, pa formula A — Yz A nije valjana. Iz teorema adekvatnosti za
sistem RP slijedi t/ A — Yz A. Tada posebno za T’ = () slijedi Tt/ A — Vz A.
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Teorem 2.53. (teorem dedukcije)
Neka je T' skup formula teorije T, A zatvorena, a B proizvoljna formula. Ako
vrijedi T U{A} b1 B tada vrijedi i T' Fr A — B.

Dokaz.  Za formulu F kazemo da je n-izvodljiva iz skupa I' U { A} ako postoji
barem jedan izvod u T iz skupa I' U {4} ¢ija je duljina n. Indukcijom po n
dokazat ¢emo da za svaku n-izvodljivu formulu F iz skupa I' U {A} vrijedi
' p A — F. Ocito iz toga slijedi tvrdnja teorema.

Prilikom dokaza baze i koraka indukcije javljuju se ista tri posebna slucaja,
pa prvo njih razmatramo.

a) Formula F je aksiom teorije T. U tom sluc¢aju izvod formule A — F iz
skupa I' u teoriji T je dan sljede¢im nizom formula:

1. F (aksiom)
2. F—(A—F) (aksiom (Al))
3. A—-F (mod pon: 1. i 2.)

b) Formula F je element skupa I'. Tada je jedan izvod formule A — F iz
skupa I' dan sljedeé¢im nizom formula:

1. F (iz T)
2. F—(A—F) (aksiom (Al))
3. A—-F (mod pon: 1. i2.)

¢) Formula F' je upravo formula A. Tada se trazena tvrdnja I' b A — F
zapravo svodi na I' F+ A — A. Posto je formula A — A sudovno valjana
tada zbog napomene 2.46. imamo -7 A — A, aondail'Fp A — A.

Sada indukcijom po n dokazujemo da za svaku n-izvodljivu formulu F iz skupa
Fu{A} vrijediI' - A — F.

Neka je formula F' 1-izvodljiva iz skupa I' U {A}. Tada iz definicije izvoda
slijedi da formula F' moze biti aksiom ili iz skupa pretpostavki, tj. iz T'U {A}.
Tvrdnja je za oba slucaja ve¢ dokazana u prethodno razmatranim slucajevima
a), b) ic).

Neka je n € N (n > 1) koji ima svojstvo da za sve k < n, i sve k-izvodljive
formule G iz skupa I' U {A}, vrijedi I’ Fr+ A — G. Neka je F proizvoljna n-
izvodljiva formula iz skupa I' U {A}. Razlikujemo slu¢ajeve obzirom na naéin
javljanja formule F' u izvodu. Ako je F' aksiom ili iz skupa pretpostavki tada
opet iz prije dokazanih specijalnih slucajeva a), b) i ¢) slijedi trazena tvrdnja.
Preostalo je jo§ dokazati tvrdnju za sluc¢aj kada je formula F' nastala primjenom
pravila izvoda modus ponens ili generalizacije.
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(i) Neka je formula F' nastala primjenom pravila modus ponens iz formula
G i H. Neka je G = H — F. Ocito za formule G i H postoje izvodi iz
skupa T'U{A} ¢ija je duljina strogo manja od n. Po pretpostavci indukcije
vrijediI' v A - HiT'br A — (H — F). Primjenom sheme aksioma
(A2) imamo

r (A= (H— F)) - (A= H) = (A F)).
Sada dva puta primjenom pravila modus ponens slijedi I' -7 A — F.

(ii) Neka je formula F' dobivena primjenom pravila generalizacije iz neke for-
mule G. Tada je F' = VzG. Posto za formulu G postoji izvod iz skupa
' U {4}, ¢ija je duljina strogo manja od n, tada po pretpostavci in-
dukcije slijedi I' Fr A — G. Primjenom pravila generalizacije imamo
I' Fp Vo (A — G). Po shemi aksioma (A5) vrijedi

Fr V(A — G) — (A — V2G)

(po pretpostavci teorema formula A je zatvorena). Primjenom pravila
modus ponens dobivamo trazenu tvrdnju I' Fp A — Va2 G, tj. T Fp A — F.

O

Detaljno analizirajué¢i dokaz teorema dedukcije moze se zakljuciti da formula
A ne mora biti nuzno zatvorena. Dovoljno je da postoji izvod za B iz TU{A} u
kojem se ne koristi pravilo generalizacije za varijablu koja ima slobodan nastup
u formuli A.

Primjer 2.54. Kao primjenu teorema dedukcije dokazat éemo da je formula
Vz(A — B) — (VxA — VxB) teorem sistema RP. Ocito je dovoljno dokazati da
vrijedi

{Vz(A — B), Yz A} F VaB.

Sljedeci niz formula je jedan izvod za VxB.

1. VtiA— A (aksiom (A4))

2. VzA (pretpostavka)

3. A (mod pon: 1. i 2.)
4. Vz(A— B) — (A — B) (aksiom (A4))

5. V(A — B) (pretpostavka)

6. A— B (mod pon: 4. i 5.)
7. B (mod pon: 3. i 6.)
8. VzB (gen: 7.)

Strogo gledajuci v gornjem dokazu koristili smo jacu verziju teorema deduk-
cije, jer formule Vx(A — B) i YA ne moraju biti zatvorene. No, u izvodu
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nismo koristili pravilo generalizacije za varijable koje imaju slobodan nastup u
formuli Va(A — B) ili Va A.
Iz dokazane tvrdnje lako slijedi b Va(A < B) — (VzA — VzB), a onda i

FVz(A < B) — (VzA < VaB).
Sada navodimo jos neke metateoreme.

Teorem 2.55. Neka je T proizvoljna teorija prvog reda. Za sve formule A
teorije T wvrijedi:

Fr A ako i samo ako g A.

(Sa A je oznaceno univerzalno zatvorenje formule A, 4. ako su xy,..., T, Ssve
varijable koje imaju slobodni nastup u formuli A tada je A =V, ...Va,A).

Dokaz.  Ako je A teorem teorije T' tada n-puta primjenom pravila generalizacije
slijedi da je to i formula A.

Ako je A teorem teorije T tada primjenom sheme aksioma (A4) i pravila
modus ponens lako slijedi da je i formula A teorem teorije T

Sada navodimo dva teorema koji govore o kvantifikatorima. To su teorem o
distribuciji kvantifikatora i teorem o negaciji prefiksnog oblika.

Teorem 2.56. (teorem o distribuciji kvantifikatora)
Neka je T o-teorija prvog reda. Neka su A i B o-formule, i za svei =1,...,n

neka je Q; € {V,3}. Ako vrijedi b1 A — B tada vrijedi i

I_T Q1$1 e annA — lel e annB

Dokaz. Primjenom pravila generalizacije iz pretpostavke teorema -7 A <« B
slijedi b7 Va(A < B). Iz primjera 2.54. znamo da vrijedi Fr Vz(4A < B) —
(VzA « VzB). Tada lako slijedi Fr V2 A < VaB. Na slican nacin bismo dobili
da vrijedi by dzA <« JzB.

Tvrdnju teorema sada je lako dokazati po n, tj. po broju kvantifikatora @Q;.
O

U tocki 2.4 bili smo naveli da vrijede De Morganova pravila za kvantifikatore,
tj. vrijedi -VzF < Jdz—-F i —-3zF & Vz—F. U sljede¢em teoremu dajemo
sintakticku opéenitu verziju De Morganovih pravila.

Teorem 2.57. (teorem o negaciji prefiksnog oblika)
Neka je T proizvoljna o-teorija prvog reda. Neka je A o-formula, i za sve
i=1,...,n neka je Q; € {V,3}. Tada vrijedi

Fr —=Qiry ... QnrnA «— Qg ... Qpay(—A),
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gdje je
0 = Y, ako je Q; simbol 3;
"7 3, ako je Q; simbol V.

Dokaz. Tvrdnju teorema ¢emo dokazati indukcijom po broju kvantifikatora.
Prvo promotrimo dva posebna sluc¢aja koja ¢emo koristiti u daljnjem dokazu.

Posto je formula =—Vz(-A) < Vz(—A) sudovno valjana tada iz napomene
2.46. slijedi da je i teorem. Iz definicije simbola 3 tada imamo

Fr —-32A « Vz(-A) (%)
Dokazimo sada da vrijedi
Fr =VazA — Jz(-A) (k)

Iz definicije simbola 3 slijedi da za sve formule B vrijedi Fp —Va(—-B) < JzB.
Posebno, za formulu B = —A imamo Fp —Vz(-—A) < Jz(—-A). Preostalo
je jos dokazati da vrijedi Fp Vz(—-—A) < VzA. No, formula -—A4 < A je
sudovno valjana, a onda je i teorem od 7. Iz prethodnog teorema o distribuciji
kvantifikatora sada slijedi trazena tvrdnja.

Sada prelazimo na dokaz tvrdnje teorema. Kao sto smo veé bili naveli dokaz
provodimo indukcijom po broju kvantifikatora @;. Ako je n = 1 tada tvrdnja
teorema slijedi iz prije dokazanih ¢injenica (x) 1 (xx).

Pretpostavimo da vrijedi

Fr =Qara ... QuanA «— Qoxg ... Quay(—A).

Promotrimo slucaj kada je @1 kvantifikator V. Iz prethodnog teorema o distribu-
ciji kvantifikatora slijedi

Fr 321 (—Q22s . .. QuinA) < J21(Qax2 . .. Qnrn(-A)).

Iz dokazane tvrdnje (xx) slijedi

Fr —V21Q0ms ... Qurn A < F21(Qaxs . .. Qna,(—A)).

No, to je upravo trazena tvrdnja za slucaj kada je Q1 kvantifikator V. Na slican
nac¢in provodimo dokaz kada je @1 kvantifikator 3. O

Sada navodimo teorem ekvivalencije iz kojeg odmah slijedi teorem o zamjeni,
koji se ¢esto koristi (doduse, bez posebnog isticanja). U tocki 2.3 naveli smo
teorem 2.28. koji je semanticka verzija teorema o zamjeni.



2.6. RACUN TEORIJA PRVOG REDA 181

Teorem 2.58. (teorem ekvivalencije)

Neka je sa F(A) oznacéena formula u kojoj je A neka potformula. Oznacimo
sa F(B) formulu dobivenu zamjenom nekih (moZda svih) nastupa potformule A
u F(A) s nekom formulom B. Zatim, neka svaka varijabla koja ima slobodni
nastup u formuli A ili B, a nije vezana varijabla formule F(A), pripada skupu
{y1, ..., yx}. Tada vrijedi

Yy .. V(A o B) = (F(A) < F(B)),

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po slozenosti formule F'(A). Razmotrit
¢emo samo najslozeniji slucaj u dokazu koraka indukcije. Neka je n € N koji
ima svojstvo da za sve formule G(A), ¢ija je slozenost strogo manja od n, vrijedi

Vg V(A o B) = (G(A) < G(B)) (+)

Zatim, neka je F'(A) formula oblika VaG(A) ¢ija je slozenost jednaka n. Ako
je A = F(A) tada tvrdnja teorema trivijalno vrijedi. Promotrimo slucaj kada
je A prava potformula od F(A). Tada je F(B) = VaG(B). Primjenom pravila
generalizacije na formulu iz (x), a zatim odgovarajuce instance aksioma (A5) i
pravila modus ponens, dobivamo

FrVy...Vyr(A < B) = Va(G(A) < G(B)).

Primjenom teorema o distribuciji kvantifikatora, tj. teorema 2.56., slijedi trazena
tvrdnja. 0

Jednostavna ali vrlo vazna posljedica prethodnog teorema je teorem o zam-
jeni.

Korolar 2.59. (teorem o zamjeni)
Neka su F(A), A, B i F(B) formule kao u prethodnom teoremu. Ako vrijedi
Fr A — B tada br F(A) < F(B).

Teorem 2.60. (teorem o zamjeni vezane varijable)

Neka je T' proizvoljna o-teorija prvog reda i A neka o-formula. Neka je VzB(x)
potformula od A, te neka je varijabla y slobodna za varijablu x u formuli B.
Oznacimo sa A’ formulu nastalu zamjenom nekih (moZda i svih) nastupa pot-
formule Ve B(z) v A sa VyB(y). Tada vrijedi

FTAHAI.

Dokaz. 1z aksioma (A4) slijedi da vrijedi F VaB(z) — B(y). Primjenom prav-
ila generalizacije slijedi - Vy(VaB(x) — B(y)). Sada iz aksioma (A5) slijedi
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F Vy(VeB(z) — VyB(y)) — (VzB(z) — YyB(y)). Primjenom pravila modus
ponens dobivamo + VaB(z) — VyB(y). Analogno bismo dokazali da vrijedi
F VyB(y) — VxB(x). Sada primjenom teorema o zamjeni slijedi trazena tvrd-
nja. 0

Na kraju ove tocke navodimo bez dokaza dva vrlo vazna teorema o teorijama
prvog reda. Njihove dokaze mozete pogledati npr. u [7].

Robinsonov'? teorem o konzistentnosti

Neka su o7 i 02 skupovi nelogickih simbola, te ¢ = 01 N g2. Neka je T7 konazis-
tentna op-teorija prvog reda, a Ty konzistentna os-teorija prvog reda. Zatim,
neka je T' potpuna o-teorija takva da za sve o-formule F' vrijedi:

ako Fr F tada Fp FF i Fp, F.

Tada je T1 U T, konzistentna teorija.

Neposredna posljedica Robinsonovog tema je interpolaciona lema. Za formulu
A sa 04 oznagavamo skup svih nelogickih simbola koji se pojavljuju u formuli

A.

Craigova interpolaciona lema
Neka je A — B zatvorena valjana formula. Tada postoji zatvorena formula C'
takva da su formule A — C' i C — B valjane, te ¢ C (04 Uop) U {=}.

Vazna posljedica Craigove interpolacione leme je Bethov!'?® teorem o definabil-
nosti koji govori da je svaki implicitno definiran nelogicki simbol u nekoj teoriji
prvog reda moguce eksplicitno definirati.

Zadaci:
1. Dokazite da su sljedeé¢e formule teoremi sistema RP :

a) VeR(z) — JzR(x);

b) JxIyR(z,y) — Jy3zR(z,y);

¢) JxVyR(z,y) — YyIzR(x,y);
)

d) 3z(A — B) — (dzA — B), ako formula B ne sadrzi slobodnih
nastupa varijable x;

e) Jz(A — B) — (VzA — JaB).

12A. Robinson, 1918.-1974.
I3E. W. Beth, 1908.-1964.
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2. Neka je F' otvorena formula logike prvog reda i neka vrijedi - F. Dokazite
da postoji dokaz za F' ¢iji su svi elementi otovorene formule.
Uputa: vidi napomenu 2.46.

3. Dokazite da su sljedeéa pravila izvoda dopustiva'® u svakoj teoriji prvog
reda:

a) J-introdukcija
A— B
dzA — B’
gdje formula B ne sadrzi slobodnih nastupa varijable x;
¢) V-introdukcija
A— B
A — VB’
gdje formula A ne sadrzi slobodnih nastupa varijable x;
e) V-eliminacija
A—VzB
A— B’
f) 3-eliminacija
JxA — B
A— B’

4. Primjenom teorema dedukcije dokazite da vrijedi:
FVz(A — B) — (3zA — JzB).

Rjesenje: Dokazujemo da vrijedi {Vz(A — B)} + (324 — 3xB). U tu
svrhu navodimo sljedeéi izvod.
Vz(A — B) (pretpostavka)

Vz(A — B) — (A — B) (aksiom (A4))

A— B (mod pon: 1. i 2.)

JxB — JaB (sudovno valjana)

B — 3zB (F-eliminacija; zadatak 3)
A — JaB (hip. sil. 3. 15.)

JzA — B (F-introdukeija; zadatak 3)

N ot W

5. Dokazite da su sljedeée fomule teoremi sistema RP :

a) Vz(A — Jy(—=AV B)) — Vz(A — Jy(A — B));

14Definicija dopustivog pravila izvoda je dana u tocki 1.6 na strani 49 za racun sudova.
Sasvim analogna je definicija tog pojma za teorije prvog reda.
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b) (AAFz(=(BVVyC))) — (AAIz(=B A Fy(=0)));
¢) (B— (VzAAVzC)) — (-BVVz(AAC(C)).

Rjesenje a): Formula (mAV B) < (A — B) je sudovno valjana, a onda i
teorem sistema RP. Iz teorema o distribuciji kvantifikatora slijedi

F3y(—mAvV B) « Jy(A — B).
Primjenom teorema zamjene slijedi trazena tvrdnja.
Odredite jesu li sljedeée formule teoremi sistema RP :
a) Vz(A — B) — (JzA — B), ako formula B ne sadrzi slobodni nastup

varijable x;

b) Jz(A < B) < (VzA — JaB).
Dokazite da sljedeée formule nisu teoremi sistema RP :

a) VydzR(z,y) — JxVyR(z,y);
b) (VzA < VaB) — Vz(A < B).

Uputa: Primijenite teorem adekvatnosti.

Neka je P tromjesni relacijski simbol. Dokazite da je sljedeca formula
teorem sistema RP :

VaedyVz(P(z,y, z) V P(x, z,x)) — YaIy(VzP(z,y, ) — 3zP(x,y, 2)).

Uputa: Iz zadatka 1 slijedi da je formula VzP(z,y,z) — JzP(x,y,z)
teorem sistema RP.

Neka je sa § oznacen skup svih formula logike prvog reda. Zatim, neka su
dane funkcije f1, fa: P(§) — P(F) koje imaju sljedeca svojstva:

a) f1(0) C f2(0);

b) zasvaki S C §, i svaku formulu F' € f;(X), postoji konacan
podskup S* od S tako da je F € f1(S*);

¢) zasvaki S C §, te svaku zatvorenu formulu F; i proizvoljnu
formulu Fy, za koje je F» € f1(S U {F1}), vrijedi (F} —
Fy) € f1(5);

d) za sve S1,5; C 3§, takve da je S; C So, vrijedi f2(S1) C
f2(82);

e) za svaki S C § isve Hy, Hs € §, takve da je (H; — Ha) €
fg(X), vrijedi Hy € fg(X U {H1});
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f) za formulu F € § sa F oznaé¢imo  univerzalno zatvorenje od
F. Analogno, za S C § neka je S = {F : F € S}. Za sve
S C § vrijedi

f1(8) € f1(S) i foS) € fa(S).

Dokazite da za sve S C § vrijedi f1(S) C f2(S5). Definirajte preslikavanja
f1, f2: P(F) — P(F) koja imaju svojstva a)-f).

Rjesenje: Neka je F' € f1(S) proizvoljna formula. Iz uvjeta b) slijedi da
postoji kona¢an podskup S* od S tako da je F' € f1(S*). Ako je S* =0
tada iz uvjeta a) imamo F € f»(S). Sada promatramo slu¢aj kada je
S* # (. Neka je S* = {Gy,...,Gy}. Iz &injenice F € f1(S*) i uvjeta f)
slijedi F € f1(S*). Sada n-puta primjenom uvjeta c) dobivamo

Iz uvjeta a) slijedi

Gi— (Ga— (...(Gn — F))...) € f2(0).

Sada n-puta primjenom uvjeta e) slijedi F' € f(S*). Primjenom uvjeta f)
slijedi F' € f2(S*). Konacno, iz uvjeta d) slijedi F' € f5(.5).

2.6.3 Sistem prirodne dedukcije za logiku prvog reda

Sistem prirodne dedukcije za logiku prvog reda sadrzi sva pravila sistema pri-
rodne dedukcije logike sudova, tj. pravila izvoda (AE), (AI), (VE), (VI),
(=E), (DN), (-I), (— E), (= 1), (« E) i («+ I). Naravno, moramo jo$
dodati pravila izvoda za kvantifikatore. Ovdje ih navodimo:
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Alz) (v pri ¢emu z nije slobodna varijabla niti jedne
VzA(zx) pretpostavke izvoda za formulu A(z);
Ve A(z) (vE) gdje je t proizvoljan term koji je slobodan za
A(t/x) varijablu z u formuli A(z);
A(t/xz) @n gdje je t proizvoljan term koji je slobodan za
JA(x) varijablu z u formuli A(z);
A(x)n pri ¢emu varijabla x nema slobodnih nastupa u

: formuli B, te niti u jednoj pretpostavci u izvodu
B formule B, osim mozda u formuli A(z).

Na analogan nacin bi se prosirile definicije pojmova iz logike sudova kao §to
su oznaceno stablo i izvod. Navodimo jedan primjer izvoda u sistemu prirodne
dedukcije za logiku prvog reda.

Primjer 2.61. Neka je A formula koja ne sadrZi slobodnih nastupa varijable x.
Za, ilustraciju éemo dokazati da je formula V(A — B(z)) — (A — VaB(z))
teorem sistema prirodne dedukcije logike prvog reda.

Va(A = B(2))

(VE)
A — B(z) A
- (— E)
(2) 1)
VaB(z)
(—1)
A — VzB(x)

(= 1)
Vz(A — B(z)) — (A — VzB(x))

Za sistem prirodne dedukcije logike prvog reda vrijedi teorem adekvatnosti,
tj. svaki teorem je valjana formula. Moze se dokazati da vrijedi i obrat, tj.
teorem potpunosti. Zatim, ovdje je takoder moguca normalizacija. Prirodna
dedukcija u logici prvog reda detaljno je obradena u [33], [42], [43] 1 [14].
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Zadaci:
1. Odredite izvode u sistemu prirordne dedukcije za:

a) (A — VzB) < Vz(A — B), pri ¢emu varijabla x nema slobodni
nastup u formuli A;

b) dx(AV B) < (3xzAV JzB);
c) ~dzA — VA4,

d) 3z(A — B) < (VzA — B), pri ¢emu varijabla = nema slobodni
nastup u formuli B;

e) Ve(A — B) < (3zA — B), pri ¢emu varijabla  nema slobodni
nastup u formuli B;

2. Dokazite teorem adekvatnosti za sistem prirodne dedukcije.

3. Dokazite da sljedece formule nisu teoremi sistema prirodne dedukcije:

a) Jz(AA B) < (JzA A JxB);
b) Jz(A — B) < (VzA — B);
¢) VadyA — JyVzA;

d) 3zA — VzA.

3
3

4. Dokazite da je u definicijama pravila izvoda za kvantifikatore nuzno na-
voditi uvjete za varijable i terme.
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2.7 Teorem potpunosti i posljedice

Sada nam je glavni cilj dokazati teorem potpunosti, tj. da je svaka valjana
formula teorem sistema RP. Prvo ¢emo dokazati jaci teorem, tzv. generalizirani
teorem potpunosti. Nakon toga ée teorem potpunosti slijediti kao jednostavan
korolar. Prije samih dokaza navedenih teorema dajemo definiciju konzistentne
teorije prvog reda, te navodimo osnovna svojstva vezana uz konzistentnost.

2.7.1 Konzistentnost

U prvi tren ¢ini se da je sljedeta definicija konzistentnog skupa formula sasvim
ista kao za logiku sudova. No, moramo imati na umu da je sada jezik, a i skup
aksioma drugaciji.

Definicija 2.62. Neka je T proizvoljna teorija prvog reda, te o pripadna sig-
natura.
KazZemo da je teorija T konzistentna ako ne postoji o—formula F tako da su
F i —F teoremi teorije T.
Inace kazZemo da je teorija T inkonzistentna.

Za skup o—formula T’ kaZemo da je konzistentan u teoriji T' ako ne postoji
o—formula F tako da vrijedi U7 F 4 T Fp —F.
Inace kazemo da je skup formula I' inkonzistentan u teoriji T .

Teorem 2.63. Teorija RP je konzistentna.

Dokaz. Pretpostavimo da su za neku formulu F' istovremeno F' i =F teoremi
logike prvog reda. Iz teorema adekvatnosti 2.48. tada slijedi da su formule F' i
—F' valjane, §to je nemoguce. O
Lako je vidjeti da je svaki podskup konzistentnog skupa konzistentan. Oc¢ito
je svaki nadskup inkonzistentnog takoder inkonzistentan. Skup formula moze
biti konzistentan u nekoj teoriji T, a inkonzistentan u nekoj drugoj teoriji 7”.

Napomena 2.64. Primijetimo da je teorija T prvog reda konzistentna ako i
samo ako je konzistentan skup svih teorema teorije T obzirom na logiku prvog
reda.

U sljedecoj propoziciji navodimo osnovna svojstva konzistentnih skupova.
Posto su dokazi danih tvrdnji sasvim isti kao u propozicionalnom sluc¢aju (vidi
propozicije 1.40., 1.42. i 1.43.) ovdje ih neéemo ponovno pisati.

Propozicija 2.65. Neka je T teorija prvog reda, o pripadna signatura, i I skup
o—formula. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
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a) Skup T' je konzistentan u teoriji T ako i samo je svaki konacan podskup
od I' konzistentan u teoriji T';

b) Skup formula T je konzistentan u teoriji T ako i samo ako postoji o—
formula F tako da vrijedi T Vp F

¢) Ako je F zatvorena oc—formula i vrijedi U W F, tada je skup T U {—F}
konzistentan u teoriji T';

d) Ako je F zatvorena o—formula i vrijedi T' t/p —F, tada je skup formula
T U{F} konzistentan u teoriji T';

e) Ako postoji model teorijie T' koji je model i za skup formula I" tada je skup
T' konzistentan u teoriji T';

f) Ako je T konzistentan skup formula w teoriji T i F zatvorena o—formula,
tada je bar jedan od skupova T' U{F} i T'U{-F} konzistentan u teoriji
T,

g) Ako je T konzistentan skup formula u teoriji T, te je F o—formula takva
da vrijedi T' b F, tada je i skup T'U{F} konzistentan u teoriji T.

Sada nam je cilj dokazati da za svaku konzistentnu teoriju prvog reda postoji
potpuno prosirenje. U tu svrhu navodimo sljede¢u lemu, korolar i definicije.

Lema 2.66. Skup svih formula logike prvog reda je prebrojiv.

Dokaz. Iz definicije 2.2. znamo da je alfabet logike prvog reda konaé¢na unija
prebrojivih i kona¢nih skupova. To znaci da je alfabet logike prvog reda pre-
brojiv skup. Tada iz propozicije 1.1. slijedi da je skup svih rijec¢i alfabeta logike
prvog reda prebrojiv. Ocito je skup svih formula beskonacan. Iz toga slijedi da
je taj skup prebrojiv. O

Korolar 2.67. Skup svih formula proizvoljne teorije prvog reda je pre-
brojiv. Skup svih zatvorenih formula proizvoljne teorije prvog reda je prebrojiv.
Posebno je prebrojiv skup svih zatvorenih formula logike prvog reda.

Definicija 2.68. Za teoriju T prvog reda kaZemo da je potpuna ako za svaku
zatvorenu formulu F pripadnog jezika vrijedi bp F ili Fp —F.

Svaka inkonzistentna teorija je potpuna. U sljede¢oj lemi dokazat ¢emo da
postoje konzistentne potpune teorije. No, prije nam treba definicija prosirenja
teorije.
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Definicija 2.69. Neka su T i T" teorije prvog reda, te neka su redom sa o,
odnosno sa o', oznaceni njihovi skupouvi nelogickih simbola.

Kazemo da je teorija T’ proSirenje teorije T ako je 0 C o’ i za sve o-
formule F vrijedi da iz pretpostavke Fp F slijedi Fpr F.

Ako je teorija T' prosirenje teorije T 1 vrijedi o = o' tada kaZemo da je T’
jednostavno prosirenje T.

Kazemo da su teorije T 1 T' prvog reda ekvivalentne ako je T jednostavno
prosirenge od T', i obratno.

Ako je konzistentna teorija T prosirenje teorije T, tada je ocito i T konzis-
tenta teorija.

Ako je T teorija prvog reda i S skup formula pripadnog jezika, tada sa T+ .S
oznaCavamo teoriju nastalu dodavanjem svih formula iz S skupu aksioma od T
Ako je skup S jednoclan, tj. S = {F}, tada umjesto T + {F} ponekad kratko
pisSemo T + F.

Lindenbaumovu lemu za logiku sudova, tj. lemu 1.45., bili smo detaljno dokazali.
Dokaz Lindenbaumove leme za teorije prvog reda sasvim analogan, ali ¢emo ga
ipak napisati koako bismo istaknuli neke detalje.

Lema 2.70. (Lindenbaumova lema)
Za svaku konzistentnu teoriju T prvog reda postoji konzistentno potpuno prosi-
renje.

Dokaz. 1z korolara 2.67. znamo da je skup svih zatvorenih formula teorije T'
prebrojiv, pa neka niz Fy, Fy, F5, ... sadrzi sve zatvorene formule teorije 7.
Definiramo niz teorija (7;,) na sljedeéi nac¢in:

TQ = T,

T _ EL+F7L7 ako FTn Fn,
ntl = T, +—F,, inace.

Indukcijom po n dokazujemo da je svaka teorija T, konzistentna. Teorija Tj
je konzistentna po pretpostavci leme. Pretpostavimo sada da je za neki n € N
teorija T,, konzistentna. Ako je T;,+1 jednaka T, + F,, trazena tvrdnja slijedi iz
tvrdnji g) iz propozicije 2.65. Ako je pak T, 1 = T, + —F, tada vrijedi t/7, F,,
a onda iz propozicije 2.65. c) slijedi da je teorija T;,+1 konzistentna.

Sa T' oznacimo teoriju ¢iji je skup nelogickih aksioma unija skupova aksioma
teorija T,. Ocito je T" prosirenje od T. Preostalo je dokazati da je teorija T’
konzistentna i potpuna.

Za dokaz konzistentnosti teorije 7" iz napomene 2.64. slijedi da je dovoljno
dokazati da je skup svih teorema od 7" konzistentan. Neka je S proizvoljan
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konacan podskup skupa svih teorema od T”. Po definiciji niza (7,,) vrijedi da je
za sve n € N skup svih teorema teorije T;, podskup skupa svih teorema teorije
T, +1- 1z toga slijedi da postoji n € N tako da je S podskup skupa svih teorema
od T),. No, prije smo dokazali da je teorija T, konzistentna, pa je i skup S
konzistentan kao podskup konzistentnog skupa. Time smo dokazali da je svaki
konacan podskup skupa svih teorema od T konzistenatan. Iz propozicije 2.65.
a) slijedi tada da je i teorija 7" konzistentna.

Dokazimo jos da je 7' potpuna teorija. Neka je F proizvoljna zatvorena
formula jezika teorije 7”. Tada je to i formula jezika teorije T. Neka je n € N
tako da vrijedi F' = F),. Ako vrijedi i, F,, tada naravno vrijedi i ¢/ F,,. Ako
pak je I/, I}, tada je po definiciji T),41 = T}, + —F},. Tada ocito -7, ., =F},, a
onda vrijedi i Fpr = F,. O

Zadaci:

1. Neka je T teorija prvog reda i I' skup formula od T'. Dokazite da su sljedece
tvrdnje ekvivalentne:

a) skup T je inkonzistentan;
b) za sve formule A vrijedi I' b7 —~(A — A);
¢) postoji formula A tako da vrijedi I' Fp =(A — A).

2. Neka je T teorija prvog reda, I' skup formula i A neka zatvorena formula

od T. Dokazite da je skup I' U {A} inkonzistentan ako i samo ako vrijedi
Tk —A.
Rjesenje: Neka je skup I' U {A} inkonzistentan. Iz tvrdnje b) propozicije
2.65. znamo da je tada svaka formula izvediva iz skupa I' U {A}. Tada
posebno vrijedi TU{A} Fr —=A. Primjenom teorema dedukcije slijedi
'ty A — —A. Formula (A — —A) — A je sudovno valjana, pa iz
napomene 2.46. slijedi Frp (A — = A) — —A. Posebno imamo da vrijedi
Tkr (A — —A) — —A. Iz ovog posljedenjeg, i prije dokazane Cinjenice
I'r A — —A, primjenom pravila modus ponens slijedi I' 7 —A.

3. Neka je skup I' U {3z A(x)} konzistentan skup formula neke teorije prvog
reda. Zatim, neka je y varijabla koja ne nastupa niti u jednoj formuli
skupa I' U {3z A(z)}. Dokazite da je tada i skup I' U {3z A(z), A(y/z)}

konzistentan.

4. Neka je T neka teorija prvog reda i I' neki skup formula od T. Kazemo
da je skup formula I' maksimalno konzistentan ako je I" konzistentan
skup formula i svaki pravi nadskup od I" je inkonzistentan. Dokazite da
za sve formule F' i G vrijede sljedeée tvrdnje:
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a) I'p F ako i samo ako F' € T}

)
b) FeT ili =F €T, ali ne oboje;
¢) F ¢T akoisamo ako -F € T
d) (FAG)eT akoisamo ako F el i G eT;
)
)

e) (FFVG) el akoisamoako F el ili GeT;

f) (F — G) €T akoisamo ako F ¢T ili G €Ty

5. Dokazite da je svaki maksimalno konzistentan skup formula ujedno i pot-

pun. Zatim odredite jedan primjer potpunog skupa formula koji nije ma-
ksimalno konzistentan.

Neka je T potpuna i konzistentna teorija prvog reda. Zatim, neka je 9
struktura tako da za proizvoljnu zatvorenu atomarnu formulu F od T vri-
jedi da je ¢injenica M |= F ekvivalentna sa Fp F. Dokazite da prethodna
ekvivalencija vrijedi za sve zatvorene formule oblika F; — F5 i —F7, gdje
su Iy i Iy atomarne formule.

Za teoriju T prvog reda kazemo da je potpuna u odnosu na strukturu 9
ako za sve formule F' vrijedi da je Fp F' ekvivalentno sa 9t |= F. Dokazite
da su sljedeée tvrdnje ekvivalentnte:

a) teorija T je potpuna;

b) teorija T je potpuna u odnosu na neki svoj model;

c) teorija T je potpuna u odnosu na svaki svoj model.
Neka su T' i T teorije prvog reda koje imaju sljedeéa svojstva:

a) teorija T” je jednostavno prosirenje od T’
b) teorija T' je potpuna;

c) teorija T” je konzistentna.

Dokazite da su teorije T' i T” ekvivalentne.

Rjesenje: Neka je F teorem teorije T". Iz teorema 2.55. slijedi tada da je
i F teorem od T". Iz uvjeta b) imamo da je F ili =F teorem od T. Posto
iz uvjeta a) i c) slijedi da je teorija T’ konzistentno prosirenje od T tada

ne moze vrijediti Fp —F. To znaé¢i da imamo Fp F. Iz teorema 2.55. tada
slijedi da je i F' teorem od T.
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2.7.2 Generalizirani teorem potpunosti

U ovom dijelu sa T oznatavamo proizvoljnu konzistentnu teoriju prvog reda.
Smatramo da alfabet od logickih simbola sadrzi samo negaciju, kondicional i
univerzalni kvantifikator. No, upotrebljavat ¢emo i ostale logicke simbole kao
pokrate kako je veé bilo definirano u tocki 2.6.

Ako je 9T model za teoriju T', i F teorem od T, tada iz teorema 2.50. znamo
da vrijedi M | F. Zatim, iz tvrdnje e) propozicije 2.65. znamo da je konzistentna
svaka teorija prvog reda koja ima model.

U ovom dijelu ¢éemo dokazati da za svaku konzistentnu teoriju prvog reda postoji
model. Odmah se prirodno postavlja pitanje Sto bi mogao biti nosa¢ takvog
modela. Jasno je da nam za to ne mogu posluziti na primjer skupovi brojeva
N, Z, Q ili R. Ako je 9 struktura za teoriju T' tada posebno za sve zatvorene
terme!® ¢ mora vrijediti ™ € |9M|. Najjednostavnije je za svaki zatvoreni term
t definirati t™ = ¢, a iz toga slijedi da kao moguéi nosaé trazene strukture
I za teoriju T uzmemo skup svih zatvorenih terma teorije T. Tada bismo
interpretaciju konstantskih i funkcijskih simbola redom definirali sa: ¢™ = ¢ i
P (ty, ... tn) = f(t1,...,t,). Tada bi ocito za sve zatvorene terme t vrijedilo
tM = ¢.

No, definicija interpretacija relacijskih simbola na skup svih zatvorenih terma
nije tako jednostavna. Iz definicije strukture znamo da za svaki relacijski simbol
R moramo definirati R™ kao relaciju na skupu svih zatvorenih terma teorije 7.
Ako je za neke zatvorene terme tq, .. ., t,, atomarna formula R(¢1, .. ., t,) teorem
teorije T tada bi prirodno bilo definirati (t1,...,t,) € R™. Ako je pak formula
=R(t,...,t,) teorem teorije T tada bi mogli definirati (ti,...,t,) ¢ R™. No,
problem je da mogude postoji atomarna formula R(¢1,...,t,) tako da vrijedi:

|7[T R(tlw"vtn) i |7zT _‘R(tla'“atn)'

U tom slucaju nemamo jasan kriterij kako definirati relaciju R™ na n-torki
(t1,...,tn). To znaci da svojstvo ”biti teorem od T” ne moze biti definiciono
svojstvo za istinitost proizvoljne atomarne formule. Time smo naveli prvi prob-
lem prilikom definicije modela za teoriju T" ako koristimo skup svih zatvorenih
terma.

Sada navodimo drugi problem. Skup svih zatvorenih terma proizvoljne konzis-
tentne teorije T' opéenito ne¢e moci biti nosa¢ modela, jer ako teorija ne sadrzi
konstantske simbole tada je skup svih zatvorenih terma prazan. No, ¢ak ako je
i skup svih zatvorenih terma neprazan moze se dogoditi da ne postoji model za

1574 term kazemo da je zatvoren ako ne sadrzi individualne varijable. To znaéi da je
izgraden samo pomocu konstantskih i funkcijskih simbola.
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teoriju 7' ¢iji je nosa¢ upravo skup svih zatvorenih terma. Razlog tome je da
moguce postoji neki teorem teorije 1" koji tvrdi egzistenciju nekog elementa s
odredenim svojstvom, ali ne postoji zatvoreni term koji bi reprezentirao takav
objekt. Tu situaciju ¢emo detaljnije pokusati objasniti sljede¢im primjerom.

Primjer 2.71. Neka skup nelogickih simbola neke teorije T prvog reda sadrzi
samo jedan konstantski simbol ¢, i uz relacijski simbol za jednakost, sadrzi jos
samo jedan jednomjesni relacijski simbol R. Zatim, neka su nelogicki aksiomi
teorije T formule ~R(c) i JzR(x). Lako je konstruirati neki model za T. Iz
turdngje e) propozicije 2.65. slijedi da je teorija T konzistentna.

Neka je || skup svih zatvorenih terma teorije T. Tada je ocito M| = {c}.
Definirajmo da je ¢™ = c. Iz aksioma —R(c) teorije T slijedi da moramo defini-
rati R™ = (). Time je definirana jedna struktura M za teoriju T. Ta struktura
nije model za teoriju T jer imamo M = FxR(x).

To pokazuje da skup svih zatvorenih terma nije dovoljan kao nosac trazZenog
modela. Da bi formula 3z R(x) bila istinita, nosaé M bi trebao sadrzavati barem
jos jedan element. Reci cemo da je to element koji svjedoé@i istinitost formule

AR(z).

Kako bismo se rijesili gore navedenih teskoca, morat ¢emo pocetnu teoriju T'
progiriti. Grubo govoreéi to ¢emo uciniti u dva koraka. Prvo ¢emo je nadopuniti
sa svim ”svjedocima”, a zatim ¢emo je "upotpuniti”. No, krenimo redom.

Definicija 2.72. Teoriju T prvog reda nazivamo Henkinova teorija ako za
svaku zatvorenu formulu jezika teorije T koja je oblika 3xF(x) postoji kon-
stantski simbol ¢ jezika teorije T tako da vrijedi 7 JxF(x) — F(c/x).

Vaznost pojma Henkinove teorije jasno je istaknuta u sljedecoj lemi.

Lema 2.73. Neka je T konzistentna i potpuna Henkinova teorija. Oznacimo
sa |M| skup svih zatvorenih terma teorije T. Zatim definirajmo interpretaciju
nelogickih simbola teorije T na sljedeci nacin:

mo

c = ¢
[Pt tn) = flt, .. tn),
gdje je ¢ konstantski simbol, f funkcijski simbol, a tq,...,t, su zatvoreni termi.

Za proizvoljan relacijski simbol R od T definirajmo relaciju R™ ovako:
(t1,...,tn) € R™ ko i samo ako Fr R(t1,...,t,).

Oznacimo sa MM upravo definiranu strukturu.'® Tada za sve zatvorene formule
F jezika teorije T vrijedi:

160bigno se tako definirana struktura naziva kanonski model za teoriju T.
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Fr F ako i samo ako M = F.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po slozenosti formule F. Ako je F' za-
tvorena atomarna formula tada je F oblika R(t1, ... ,t,), gdje su ¢; zatvoreni
termi. No, tada trazena tvrdnja slijedi iz definicije strukture 9.
Pretpostavimo sada da za svaku zatvorenu formulu G, ¢ija je slozenost strogo
manja od slozenosti zatvorene formule F, vrijedi tvrdnja. Sada po sluc¢ajevima,
obzirom na oblik formule F, dokazujemo da tvrdnja vrijedi i za formulu F.
(Prisjetimo se da alfabet teorije T od logickih simbola sadrzi samo =, — i V).

a) Neka je F' oblika —G.

Ako M |= F tada M £ G, pa po pretpostavei indukcije slijedi /7 G. Posto
je po pretpostavci leme T potpuna teorija, a G je zatvorena formula, tada
vrijedi Fr —-G.

Ako M £ F tada M = G, pa po pretpostavci indukeije slijedi Fr G.
Posto je T konzistentna teorija tada vrijedi t/p -G, tj. /7 F.

b) Neka je F oblika G — H.

Ako M (£ F tada M = G 1 M [~ H. Po pretpostavci indukcije slijedi
Fr G i bp H. Ako bi vrijedilo ¢ F, tj. Fp G — H, tada primjenom
pravila modus ponens slijedi -7 H, §to je suprotno pocetnom zakljucku.
To znaci da mora vrijediti I/ F.

Pretpostavimo sada da vrijedi K/ F. Zbog potpunosti teorije T slijedi
Fr —F. Primjenom tautologija ~(P — Q) — P i —-(P — Q) — —Q
dobivamo Fp G i Fp —H. Zbog konzistentnosti teorije T tada slijedi
t/r H. Primjenom pretpostavke indukcije dobivamo 9 = G 1 9 £~ H.
No, to upravo znaci da 9t }£= F.

c¢) Neka je F oblika VzG.

Ako je B takoder zatvorena formula tada o¢ito vrijedi: M = G ako i
samo ako MM = F. Slicno imamo: Fr G ako i samo ako Fr F. Sada
trazena tvrdnja slijedi po pretpostavci indukcije.

Promotrimo sada slucaj kada G nije zatvorena formula, tj. (samo!) vari-
jabla x ima slobodan nastup u formuli G(x). Neka je ¢ konstantski simbol
koji je svjedok za formulu 3x(—G(x)), tj. neka vrijedi Fr Jz(-G(z)) —
-G(c).

Pretpostavimo prvo da vrijedi M = VoG (x). Tada za sve t € |9 vrijedi
M = G[t]. Posto je nosaé strukture M skup svih zatvorenih terma, tada
oCito za sve zatvorene terme ¢ vrijedi MM = G(t/x). Posebno za t = ¢
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imamo M | G(c). Iz pretpostavke indukcije slijedi da tada vrijedi Fp
G(c). Posto je ¢ svijedok za formulu Jz(—G(x)), tada imamo da vrijedi
Fr Jz(=G(z)) — —G(c). Primjenom odgovarajuce tautologije dobivamo
da vrijedi i Fp G(¢) — —3z(—G(x)). Iz toga, i prije dokazane Cinjenice
Fr G(c), slijedi Fr —32(=G(x)). To je ekvivalentno sa Fr VeG(x) (vidi
npr. tvrdnju (**) u dokazu teorema 2.57. o negaciji prefiksnog oblika).

Pretpostavimo sada da vrijedi Fr V2G(z). Iz aksioma (A4) sistema RP
tada posebno slijedi da za sve zatvorene terme ¢ vrijedi Fr VzG(x) — G(¢).
Primjenom pravila modus ponens dobivamo da vrijedi k¢ G(¢). Prim-
jenom pretpostavke indukcije dobivamo da za sve zatvorene terme ¢ vrijedi

M = G(t), a onda i M = Ve G(z). O

Napomena 2.74. Vazno je primietiti da model I iz prethodne leme opéenito
ne moze biti efektivno konstruiran jer interpretacija relacijskih simbola ovisi o
izvodu u teoriji T, a to je oplenito neodluéivo (vidi napomene na strani 123).

Ocito je skup svih zatvorenih terma svake Henkinove teorije prebrojiv. 1z te
Cinjenice, i prethodne leme, jednostavno dobivamo sljedeci korolar.

Korolar 2.75. Za svaku konzistentnu i potpunu Henkinovu teoriju postoji pre-
brojiv model.

Kako bismo dokazali da za svaku konzistentnu teoriju prvog reda postoji
prebrojiv model, preostalo je jos dokazati da za svaku konzistentnu teoriju T'
prvog reda postoji konzistentno i potpuno proSirenje koje je Henkinova teorija.
U sljedeéoj lemi ”pripremamo teren” za prosirenje alfabeta teorije T' sa svim
”svjedocima”.

Lema 2.76. Neka je T konzistentna teorija prvog reda. Oznacimo sa Ty teoriju
dobivenu dodavanjem alfabetu od T prebrojivo mnogo konstantskih simbola.
Tada je Ty konzistentna teorija.

Dokaz. Neka je {c, : n € N} prebrojiv skup novih konstantskih simbola.
Pretpostavimo da je teorija Tj inkonzistentna. Neka je F' formula teorije Ty tako
da vrijedi b7, F' i tp, -F. Neka je Fy, ..., F, proizvoljan dokaz formule F' u
teoriji Tp. U tom dokazu zamijenimo svaku konstantu ¢; s nekom varijablom koja
se ne javlja niti u jednoj formuli dokaza. Time smo dobili dokaz u 7" neke formule
F’. Analogno bismo iz ¢injenice b7, —F dobili da vrijedi by —F’. To znaci da je
teorija T inkonzistentna. Time je dobivena kontradikcija s pretpostavkom leme.
O

Lema 2.77. Za svaku konzistentnu teoriju T prvog reda postoji konzistentno i
potpuno prosirenje koje je Henkinova teorija.
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Dokaz. Oznacimo sa Tj teoriju dobivenu dodavanjem alfabetu od T prebrojivo
mnogo konstantskih simbola koje ozna¢avamo sa cg, cq,...

Iz korolara 2.67. znamo da je skup svih formula teorije Tjy prebrojiv. Pose-
bno je prebrojiv skup svih njenih formula koje sadrze najvise jednu slobodnu
varijablu (to zna¢i da je formula zatvorena ili sadrzi jedan ili vise slobodnih
nastupa jedne te iste varijable).

Neka je Fy (i, ), Fa(2s,), ... niz koji sadrzi sve formule teorije Ty koje sadrze
najviSe jednu slobodnu varijablu. Sa x;, smo oznagili slobodnu varijablu formule
Fy, ako takva postoji. Ako formula Fj, ne sadrzi slobodnu varijablu neka je tada
x;, fiksirana varijabla (npr. xy).

Sada definiramo podniz od (¢;). Neka je ¢, prvi konstantski simbol (prvi
u smislu indeksa) koji se ne pojavljuje u formuli Fj(x;, ). Za ve¢ definirane
Cjis - Cj, nekaje ¢j ., prvi (usmislu indeksa) koji je razlicit od veé izabranih
Cjis ---» Cj, 1 ne pojavljuje se u formulama Fy(xz;,), ..., Fyp1(z4, ). Za svaki
k € N definiramo formulu:

G, = Hxlk Fk(xlk) _)Fk(cjk>'

Za svaki n € N oznacavamo sa T,, teoriju ¢iji je skup nelogickih aksioma je-
dnak uniji skupa nelogickih aksioma teorije Tp i skupa formula {G4, ..., G,}.
Neka je sa T,, oznacena teorija ¢iji je skup nelogickih aksioma jednak uniji
skupova nelogickih aksioma teorija T;,, za sve n € N.

Indukcijom po n dokazimo da je svaka teorija T, konzistentna. Iz leme 2.76.
znamo da je teorija Ty konzistentna. Pretpostavimo da je zanekin € N (n > 0)
teorija T,,—1 konzistentna, a teorija T;, inkonzistentna. Iz tvrdnje b) propozicije
2.65. slijedi da je u T;, dokaziva svaka formula pripadnog jezika. Posebno je
dokaziva formula =G, tj. vrijedi b1, —G,,. 1z definicije teorije T,, tada slijedi
Fr,_i+c, 7Gn. Iz teorema dedukcije (formula G, je zatvorena!) slijedi

Fr,y G — Gy (%)
Posto je formula (P — —P) — —P tautologija logike sudova, tada je formula

(Gn — =G,) — =G, sudovno valjana. Iz napomene 2.46. tada slijedi da je
(Gn — -G,) — =G, teorem sistema RP. Posebno imamo

l_Tn—l (Gn — —|Gn) — —|Gn (**)
Iz dokazanih ¢injenica (*) i (*+) primjenom pravila modus ponens dobivamo

Fr, . =G, tj. Fo,_, (3, Fr(xi,) — Fu(cj,))- 1z tog posljednjeg (primjenom

n—1

odgovarajuéih tautologija i napomene 2.46.) slijedi
Fr, oy o, Fo(s,) 1 o, 2F(g,)

Sjetimo se da je br,_, 3x; Fy(z;, ) pokrata za br,_, —Vx; (=F,(z;,)). Promo-
trimo proizvoljni, ali fiksirani, dokaz formule —F, (¢;,, ) u teoriji T;,_1. Neka je x,,
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neka varijabla koja ne nastupa niti u jednoj formuli tog odabranog dokaza. Za-
mijenimo u tom dokazu svaki nastup konstantskog simbola ¢;, s varijablom .
Dobiveni niz formula je o¢ito dokaz formule —F),(z,) u teoriji T},_;. Primjenom
pravila generalizacije slijedi Fr, , Vz,(=F,(z,)). 1z aksioma (A4) sistema RP
imamo Fr, |, VYa,(=F,(xp)) — —Fp(x;,). (Vazno je uotiti da je term x;,, slobo-
dan za varijablu z, u formuli F,,(x,). ) Iz toga, i ve¢ dokazane Cinjenice k7, |
Va,(—F,(zp)), primjenom pravila modus ponens slijedi Fq, | —F,(z;,). Sada
primjenom pravila generalizacije dobivamo Fr, _, V&, (=F,(z;,)). Iz toga, i veé
dokazane ¢injenice b, _, =V, (=F,(z;,)), slijedi da je teorija T;,—1 inkonzis-
tentna, $to je kontradikcija s poCetnom pretpostavkom.

Dokazimo sada da je i teorija T, konzistentna. Neka je I' proizvoljan
konacan skup teorema od To. Iz definicije niza teorija (73,) slijedi da postoji
k € N tako da je I' skup teorema teorije 7). Posto je teorija T} konzistentna
tada je ocito i skup I" konzistentan. Iz tvrdnje a) propozicije 2.65. slijedi da je
i teorija T, konzistentna.

Iz Lindenbaumove leme (tj. leme 2.70.) slijedi da za teoriju T, postoji konzis-
tentno potpuno prosirenje. Oznacimo takvo jedno prosirenje sa T”. O¢ito je T’
konzistentno i potpuno prosirenje teorije T. Ocito je T, Henkinova teorija.
Posto teorije T, i T’ imaju iste alfabete, te je T' prosirenje od T, tada je i
T’ Henkinova teorija. O

Nizom lema i propozicija u ovom dijelu dokazali smo sljedeéi teorem.

Teorem 2.78. (generalizirani teorem potpunosti za teorije prvog reda)
Za svaku konzistentnu teoriju T prvog reda postoji prebrojiv model.

2.7.3 Posljedice generaliziranog teorema potpunosti

U ovom dijelu navodimo najvaznije posljedice generaliziranog teorema pot-
punosti. Prije svega to su Gddelov teorem potpunosti, teorem kompaktnosti
i Lowenheim-Skolemovi teoremi.

Korolar 2.79. Neka je T teorija prvog reda i F formula pripadnog jezika. Ako
je formula F istinita u svakom modelu za T tada je F teorem od T.

Dokaz. Dovoljno je dokazati tvrdnju za zatvorene formule, jer iz propozicije
2.18. znamo da je neka struktura 99t model za formulu A ako i samo ako je 9
model za formulu A. Zatim, iz teorema 2.55. znamo da vrijedi 7 A ako i samo
ako 7 A, za sve formule A.

Tvrdnju korolara dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Neka je F' zatvo-
rena formula koja nije teorem teorije T. Iz propozicije 2.65. slijedi da je tada

teorija T + {—F} konzistentna. Iz generaliziranog teorema potpunosti slijedi
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da postoji model M za teoriju T + {—F}. To znaci da formula F nije istinita
u modelu M za teoriju 7. 0

Neposredna posljedica prethodnog korolara je sljede¢i Godelov teorem pot-
punosti. Adekvatnost za sistem RP smo veé¢ dokazali u teoremu 2.48., te za
teorije prvog reda istaknuli u teoremu 2.50.

Korolar 2.80. (Gddelov teorem potpunosti)
Neka je T teorija prvog reda i F' formula pripadnog jezika. Tada vrijedi:

Fr F' ako i samo ako je F istinita w svim modelima od T.
Posebno vrijedi: Frp F' ako i samo ako je F valjana formula.

Korolar 2.81. Neka je S skup formula logike prvog reda, a F neka formula.
Vrijedi
SEF akoisamo ako SFpgp F.

Dokaz.  Ako vrijedi S Fgrp F' tada indukcijom po duljini izvoda Fy, ..., F,
lako dokazujemo S |= F;, za sve i. Tada posebno slijedi S | F),, tj. S | F.

Pretpostavimo sada da S t/gp F. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pret-
postaviti da je F zatvorena formula. Tada iz propozicije 2.65. slijedi da je skup
formula S U {=F} konzistentan. Tada iz generaliziranog teorema potpunosti
slijedi da postoji neki model 90 za tu teoriju. Tada imamo M = S i M | —F,
tj. M = F. To znaci da S [~ F. O

U sljede¢em korolaru isti¢emo teorem kompaktnosti za logiku prvog reda.
Teorem kompaktnosti je osnova dijela matematicke logike koji se naziva teorija
modela.

Korolar 2.82. (Teorem kompaktnosti)
Neka je S skup formula logike prvog reda. Vrijede sljedece tvrdnje:

a) Postoji model za S ako i samo ako za svaki konacan podskup od S postoji
model.

b) S | F ako i samo postoji konacéan podskup S’ od S tako da vrijedi S' = F.
Dokaz.

a) Neka za svaki konac¢an podskup od S postoji model. Tada je ocito svaki
konac¢an podskup od S konzistentan. Iz propozicije 2.65. slijedi da je
skup S konzistentan. Tada iz generaliziranog teorema potpunosti slijedi
egzistencija modela za S.

b) Tvrdnja slijedi iz korolara 2.81. i definicije izvoda.
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O

Napomena 2.83. Sada Zelimo objasniti zasto se prethodni korolar naziva teo-
rem kompaktnosti, tj. njegovu vezu s topologijom.

Neka je o neki skup nelogickih simbola. Za o—strukturu M sa Th(OM) ozna-
cavamo skup svih o—reéenica za koje je MM model. Oznacimo

T ={Th(M): M je o—struktura }.
Za proizvoljnu o—rec¢enicu F definiramo:
[F]={T:TeT iFeT}.
Lako je provjeriti da je skup
B={[F]: F o — recenica}

baza za zatvorene skupove, tj. da definira topologiju na skupu T (uocite da vrijedi
[FIU[G] = [FV G)). Za svaki skup o-recenica T’ ocito vrijedi:

skup T je ispunjiv  ako i samo ako ﬂ [F] # 0.
Fer

Ako je topologija na skupu T kompaktna'” tada za sve skupove o-recenica T’
vrijedi:

ﬂ [F] # 0 ako i samo ako ﬂ [F] # 0,

Fer Fel”

za sve konacne podskupove I od T'. Ovo posljednje je ekvivalentno sa: skup
formula T je ispunjiv ako i samo ako je svaki njegov konacan podskup ispunjiv.

U sljede¢em korolaru navodimo Lowenheim—Skolemov teorem koji je kao i
teorem kompaktnosti vrlo vazan za teorem kompaktnosti.

Korolar 2.84. (Léwenheim—Skolemov teorem “na dolje”)
Svaka teorija prvog reda koja ima beskonacan model ima i prebrojiv model.

Dokaz.  Ako teorija ima model tada je ona o¢ito konzistentna. Sada iz genera-
liziranog teorema potpunosti slijedi da teorija ima i prebrojiv model. O

Sada nam je cilj dokazati Lowenheim—Skolemov teorem "na gore”. U tu
svrhu prvo dokazujemo sljede¢u lemu.

17Neka je 7 topologija koja ima svojstvo da za svaku njenu familiju Z zatvorenih skupova
vrijedi: ako za sve konaéne podskupove ¥ od Z vrijedi NX # (), tada vrijedi i NZ # 0. Tada
je topologija 7 kompaktna.
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Lema 2.85. Neka su« i B beskonacni kardinalni brojevi za koje vrijedi o < 3.
Ako neka teorija prvog reda T ima model ¢iji je kardinalni broj o tada postoji i
model za T ¢iji je kardinalni broj 3.

Dokaz. Neka je 9t model za T ¢iji je kardinalni broj «. Neka je |91 proizvoljan
nadskup od |9 &iji je kardinalni broj jednak §. Sada éemo definirati prosirenje

N strukture M ¢iji je nosa¢ [N|. U tu svrhu izaberimo proizvoljan element
m € M. Za svaki element u € [N] uvodimo oznaku:

_ [ u, akoje ue|M

m, ako je u € |\ M
Sada redom za nelogicke simbole teorije T opisujemo njihovu interpretaciju na
nosa¢ |M|. Za konstantski simbol ¢ teorije T definiramo ¢ = ¢™. Za n-mjesni
relacijski simbol R definiramo n-mjesnu relaciju R™ na sljedeéi nacin:

(u1,...,u,) € R™ ako isamo ako (u,...,7,) € R™

Analogno bismo definirali interpretaciju proizvoljnog funkcijskog simbola.

Indukcijom po slozenosti proizvoljne formule F'(z1,...,x,) teorije T lako je
dokazati da za sve ug, ..., u, € |M| vrijedi:

N E Fluy,...,u,] akoisamo ako M E Flug,..., Uy

Iz toga neposredno slijedi da je 9t model za teoriju T ¢iji je kardinali broj jednak

0. O

Korolar 2.86. (Léwenheim—Skolemov teorem “na gore”)
Neka je o beskonacni kardinalni broj i T proizvoljna konzistentna teorija prvog
reda. Tada postoji model za T ¢iji je kardinalni broj jednak c.

Dokaz. Iz generaliziranog teorema potpunosti znamo da postoji prebrojiv mo-
del za T'. Sada iz prethodne leme slijedi tvrdnja korolara. 0

Napomena 2.87. Teorem potpunosti (za prebrojiv jezik) je dio doktorske di-
sertacije Kurta Gédela iz 1930. godine. (Nemojte taj teorem mijesati s poznatim
Gaodelovim teoremima nepotpunosti!). Kod Godela teorem kompaktnosti je dan
kao jednostavna posljedica teorema potpunosti.

Teorem kompaktnosti za neprebrojiv jezik je 1936. godine dokazao Malcev.!
U dokazu je koristio Skolemove funkcije i teorem kompaktnosti za logiku sudova.

8

18 A. Malcev, 1909.-1967.
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Dokaz teorema potpunosti koji smo mi naveli u biti je dokaz koji je dao L.
Henkin 1949. godine u svojoj doktorskoj disertaciji. Za razliku od Géddelovog
dokaza, Henkinov dokaz lako je poopéiti na jezike proizvoljnog kardinaliteta.

Léwenheim je 1915. godine dokazao da ako neka formula ima model tada
ima i prebrojiv model. Skolem je 1919. godine dokazao istu turdnju, ali ne za
jednu formulu veé za proizvoljan skup formula. No, oni su promatrali prebrojiv
jezik. Tarski'® je dokazao turdnju za proizvoljne jezike.

Zadaci:
1. Provjerite jesu li sljedeée formule teoremi sistema RP :

a) VaxVaoVrs(R(x1,21) A (R(x1,x3) — (R(x1,22) V R(22,23)))) —
YVzR(y, 2);

b) Javy(R(z,y) — (R(y, ) — (R(z,z) < R(y,y))));

¢) JxVyR(z,y) — JxIyR(y, z);

d) ~VaVyR(z,y) VVaIyR(y, x).

2. Neka je T konzistentna teorija prvog reda. Dokazite da su sljedece tvrdnje
ekvivalentne:

a) teorija T je potpuna;

b) svaka dva modela od T su elementarno ekvivalentna;

c¢) za svaki model 9t od T, teorija T je ekvivalentna s teorijom
Th(9M), tj. za sve formule F vrijedi k¢ F ako i samo ako
'_Th(im) F.

Rjesenje: Lako je pokazati da iz tvrdnje a) slijedi b). Dokazimo da iz
tvrdnje b) slijedi ¢). Ocito je teorija Th(9) prosirenje od T. Neka je O
proizvoljan model od T'. Po pretpostavci vrijedi 9t = . Posebno vrijedi
N = Th(M). Dakle, svaki model za teoriju T je i model za skup formula
Th(9). Po teoremu potpunosti slijedi Fr F, za sve F' € Th(9M).

Na kraju dokazimo jos da iz tvrdnje ¢) slijedi a). Posto je T konzistentna
teorija tada iz generaliziranog teorema potpunosti slijedi da postoji model
M za T. Neka je F' proizvoljna zatvorena formula. Ocito vrijedi MM = F
ili M |= —F, tj. F € Th(M) ili -F € Th(IM). No, tada imamo Fpp,on) F
ili 7y o) ~F. Po pretpostavci tada slijedi Fp F' ili Fp —F.

3. Dokazite da je teorem kompaktnosti ekvivalentan sa sljede¢om tvrdnjom:

9A. Tarski, 1902.-1983.
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Neka je S skup formula. Tada vrijedi S | F' ako i samo ako
postoji kona¢an podskup S’ od S tako da vrijedi S’ = F.

4. Neka je F' zatvorena formula i {G,, : n € N} skup zatvorenih formula
logike prvog reda. Neka je, zatim, S skup formula koji ima svojstvo da za
svaki model M od S postoji k € N tako da vrijedi MM | F — Gy. Dokazite
da postoji konac¢an podskup I od N tako da vrijedi

SEF—\/G.

iel

Rjesenje: Neka je 9t model za skup formula S U {=G, : n € N}. To je
posebno model za S, pa iz pretpostavke zadatka slijedi da postoji kK € N
tako da imamo 9 = F — Gy,. Tada vrijedi i

M = G, — ~F (+)

No, posto je 9t model za skup formula {-G, : n € N}, tada posebno
imamo

Iz ¢injenica () i (**) dobivamo 9 = —F. Time smo dokazali da vrijedi
SU{-G,:neN}=-F

Iz teorema kompaktnosti slijedi da postoji kona¢an podskup T skupa for-
mula SU{-G,, : n € N} tako da vrijedi T |= —F.

Ako je TN {=G, : n € N} = ( tada promatramo skup 7' U {~G}.
Ocito vrijedi TU {-~G1} = -F, aonda i SU{-G:1} | —F. Iz toga slijedi
S E -Gy — —F, odnosno S = F — Gi, pa je {G1} trazeni konacan
podskup.

Promotrimo sada sluc¢aj kada je TN{G,, : n € N} # . Neka je I (konacan!)
podskup od N tako da vrijedi TN {-=G,, : n € N} = {-G, : i € I}. Iz
¢injenice T = —F slijedi 1 SU{—=G, : i € I} = —F. Tada imamo i

Sk (/\ —G;) — F,

icl

a onda i

SEF — () ~G).
el

Primjenom De Morganovih pravila slijedi trazena tvrdnja.
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5. Neka su A i B prebrojivi skupovi, te R C Ax B. Za z € A sa A, oznatimo

skup {y : y € B, (x,y) € R}. Neka skup R ima sljedeca svojstva:

(1) za sve x € A skup A, je konacan;

k
(2) zasve k € N isve {z1,...,2p} C Askup |J A, sadrzi najmanje k
i=1

elemenata.

Dokazite da postoji injekcija f : A — B koja ima svojstvo da f(a) = b
povlagi (a,b) € R.
Napomena: Rjesenje ovog zadatka moze se is¢itati iz rjeSenja zadatka 7.

Jedno drustvo sadrzi konacan broj mladi¢a. Neka je n broj mladi¢a u tom
drustvu. Pretpostavimo da za svaki k, (1 < k < n), svaka grupa od k
mladi¢a poznaje najmanje k djevojaka. Dokazite da postoji nacin da se
svaki mladi¢ vjenca s jednom djevojkom koju poznaje, te da niti jedna
djevojka nije udana za vise od jednog mladica.

Rjesenje: Dokaz provodimo indukcijom po n. Tvrdnja je oCito istinita za
n = 1. Pretpostavimo da za sve m < n tvrdnja vrijedi te neka je u drustvu
toctno n mladi¢a. Promotrimo ova dva slucaja:

a) za sve k < n svaka grupa od k mladiéa poznaje najmanje k + 1
djevojku;

b) postoji k (k < n) i grupa S od k mladié¢a koji poznaju to¢no k
djevojaka.

Za slucaj a): Neka je izabran proizvoljan mladié¢ iz drustva, te neka je
vjencan s proizvoljnom djevojkom iz drustva koju poznaje. Dakle, sada
drustvo sadrzi n — 1 mladi¢a i vrijedi: za sve k < n — 1 svaka grupa od k
mladi¢a poznaje najmanje k djevojaka. Primjenom pretpostavke indukcije
slijedi tvrdnja.

Za slucaj b): Na skup S primijenimo pretpostavku indukcije. Dakle, u
drustvu je ostalo n — k (nevjencanih) mladi¢a. Oznacimo taj ostatak
drustva sa S’. Dokazimo sada sljede¢u tvrdnju () :

za sve | < n — k svaka grupa od [ mladiéa iz drustva S’ poznaje
najmanje [ djevojaka.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji I < n — k tako da neka grupa
T od [ mladi¢a od S’ poznaje manje od [ djevojaka. Promotrimo skup
mladi¢a S UT. Taj skup sadrzi k + [ mladi¢a. No, oni poznaju manje od
k + [ djevojaka, sto je kontradikcija s pocetnom pretpostavkom. Time je
tvrdnja (*) dokazana.
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Primjenom upravo dokazane tvrdnje (%) zaklju¢ujemo da na skup S’ mo-
zemo primijeniti pretpostavku indukciju.

7. Neka neko drustvo sadrzi prebrojivo mnogo mladi¢a. Svaki mladié¢ iz
drustva poznaje najvise konacno mnogo djevojaka. Zatim, za svaki k € N,
grupa od k mladi¢a poznaje najmanje k djevojaka. Primjenom teorema
kompaktnosti dokazite da u takvom drustvu postoji nacin da se svaki
mladié¢ vjenca s jednom djevojkom koju poznaje, te da niti jedna djevojka
nije udana za vise od jednog mladic¢a. Je li istinita tvrdnja zadatka ako
ispustimo pretpostavku da svaki mladi¢ poznaje samo konac¢no mnogo
djevojaka?

Rjesenje: Sa o oznacimo skup nelogickih simbola

{m; i eN}U{dy : k € N} U{R},

gdje su m; i dj konstantski simboli, a R je dvomjesni relacijski simbol.
(Naravno, m; je oznaka za i-tog mladica, a dj, je oznaka za k-tu djevojku.
Intuitivna interpretacija od R(z,y) je "mladi¢ z je vjencan s djevojkom
y”). Za i € N neka je sa k(i) oznacen broj djevojaka koje poznaje i-ti
mladi¢. Zatim, za i € N neka je S; = {i1,...,ip} € N tako da d-ti
mladi¢ poznaje svaku j-tu djevojku, za sve j € S;. Sa ¥ oznacimo skup
formula koji se sastoji od:

(1) zasveie N
R(mi,dil) V...V R(mi,dik(i));

(2) zasvei€ N, tesve k,l € N takve da k # [
—~(R(ms,dx) A R(mi, dy));

(3) zasve j €N, te sve k,l € N takve da k # [
—(R(my, dj) A R(mu, dy)).

Neka je ¥’ proizvoljan kona¢an podskup od X. Neka je I = {ki,...,kp}
skup svih 7 € N tako da se konstanski simbol m; pojavljuje u nekoj formuli
iz skupa Y. Iz prethodnog zadatka slijedi da postoji interpretacija relacije
R tako da se svaki i-ti mladi¢, gdje je ¢ € I, vjenca s jednom djevojkom, te
niti jedna djevojka nije vjencana s vise od jednim mladi¢em. No, to znaci
da postoji model za ¥’ (to¢no ga definirajte skupovno i ”matematicki”!).
Tada iz teorema kompaktnosti slijedi da postoji model za skup . Posto
su formule oblika (1) u X tada je svaki mladié iz drustva vjencan barem s
jednom djevojkom, a zbog (2) i (3) slijedi da nema bigamije.
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Tvrdnja opcenito ne vrijedi ako se izostavi pretpostavka da svaki mladié
poznaje najviSe konacno mnogo djevojaka. Neka su npr. mladié¢i oznaceni
sa m;, a djevojke sa d; (i € N). Zatim, neka prvi mladi¢ poznaje sve
djevojke, a za sve ¢ > 1 mladi¢ m,; neka poznaje samo djevojku d;_;.
Ocito tada ne postoji na¢in da se svaki mladi¢ vjenca s djevojkom koju
poznaje.

8. Dokazite da su za proizvoljnu formulu A sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a) svaka prebrojiva struktura je model za formulu A;
b) formula A je valjana;

c¢) formula A je teorem sistema RP, tj. - A.
9. Dokazite da ako neka teorija prvog reda ima proizvoljno velike konacne
modele tada ima bar jedan beskonacan model.
2.7.4 Ogranicenja logike prvog reda

Posljedice teorema kompaktnosti i Lowenheim—Skolemovih teorema su mnoge.
Istaknimo ovdje neke koje isti¢u ogranicenja logike prvog reda. Ako je S neki
skup o—formula tada uvodimo oznaku:

Mod(S) = {9 : M je o—struktura takva da M = S}

Definicija 2.88. Neka je K neka klasa o—struktura. KaZemo da je klasa KC
elementarna ako postoji skup o—formula S tako da vrijedi Mod(S) = K.

Klasa svih parcijalno uredenih skupova, klasa svih grupa, klasa svih vek-
torskih prostora, klasa svih prstenova i klasa svih polja su neki primjeri elemen-
tarnih klasa. Kasnije ¢emo dati primjere klasa struktura koje nisu elementarne.

Definicija 2.89. Za klasu K o—struktura kaZemo da je A—elementarna ako
postoji konacan skup o—formula S tako da vrijedi Mod(S) = K.

Lako je dokazati da vrijede sljedece propozicije.

Propozicija 2.90. Neka je K A-elementarna klasa o—struktura i S neki skup
o—formula tako da vrijedi Mod(S) = K. Tada postoji konacéan podskup S’ C S
tako da vrijedi Mod(S") = K.

Propozicija 2.91. Neka je K neka klasa o-struktura. Sa K¢ oznacimo klasu
svih o—struktura koje ne pripadaju K. Tada vrijedi:

klasa K je A—elementarna ako i samo ako klase K i K¢ su elementarne.
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Primjer 2.92. Klasa K, svih beskonacnih skupova je elementarna, ali nije A—
elementarna. Npr. za skup formula S = {3y1 ... 3yn Nip; i # yj : 0 € N} ocito
vrijedi Mod(S) = Koo (promatramo samo normalne strukture).

Kako bi dokazali da klasa Ko nije A—elementarna primijetimo prvo da klasa
K<oo svih konacnih skupova nije elementarna. (Ako je S skup formula takav
da za sve konacne strukture M vrijedi M = S tada iz Loweinheim—Skolemovog
teorema slijedi da postoji beskonacna struktura M tako da vrijedi N = S).
Ocito vrijedi KS, = Kewo. Iz propozicije 2.91. slijedi da klasa Koo nije A-
elementarna.

Primjer 2.93. Za fiksirani prosti broj p klasa svih polja karakteristike p je A—
elementarna. Klasa Ky svih polja karakteristike nula je elementarna, ali nije
A-elementarna.

Oznacimo sa Sy skup aksioma teorije polja. Za proizvoljni prosti broj p sa p
oznacimo term 1+ ...+ 1 (p—puta). Tada za S = Sy U{2 #0, 3 #0, ...}
imamo Mod(S) = Ko, pa je klasa Ko elementarna. Pretpostavimo da je ta klasa
A—elementarna. Iz propozicije 2.90. slijedi da postoje prosti brojevi pi,..., Dk
tako da za konacan skup formula S = SjU{p1 # 0,...,0r # 0} (S} je neki
konacan podskup od Sg) vrijedi Mod(S") = Ko. Neka je p prosti broj takav da
jep>pi, za svei € {l,..., k}. Tada ocito vrijedi Z,, = S', ali Z,, & Ko.

Klasa svih polja, ¢ija je karakteristika razlicita od nule, nije elementarna.
Klasa svih algebarski zatvorenih polja je elementarna, ali nije A—elementarna.

Primjer 2.94. Neka je (G, 0) Abelova grupa, te n € N\ {0} i y € G. Tada sa
ny oznacavamo yo...oy (n—puta). Za Abelovu grupu kaZemo da je djeljiva
ako za svakin > 1 1 x € G postoji y € G tako da vrijedi ny = x. Klasa svih
djeljivih grupa je elementarna, ali nije A—elementarna.

Neka je G Abelova grupa i neka je sa e oznacen neutralan element. Za grupu
G kazemo da je bez torzija ako za svakin > 1 1 x # e vrijedi nx # e. Klasa
svih grupa bez torzija je elementarna, ali nije A—elementarna.

(Uocite da bi ovdje bilo dobro imati beskonacnu dugu formulu oblika: (Vx #
e)2r#eN3xFeN...).

Primjer 2.95. Znamo da ne postoji skup formula signature {0, s, +,-,=} koji
bi karakterizirao strukturu (N,0,s,+-,=) do na izomorfizam. U drugu ruku, iz
Dedekindovog teorema znamo da N moZemo karakterizirati do na izomorfizam
u logici drugog reda.

Prethodni primjeri mogu posluziti kao motivacija za razmatranje prosirenja
logike prvog reda. U logici drugog reda dopustena je i kvantifikacija po
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relacijskim i funkcijskim varijablama. U logici drugog reda mogu se definirati
pojmovi ”biti beskonacan” i ”biti prebrojiv”’. No, u logici drugog reda ne vrijedi
teorem kompaktnosti, a ni Léwenheim—Skolemov teorem.

U beskonacnoj logici dopustene su beskona¢ne disjunkcije. Odnosno,
tocnije logika L, ., dopusta i sljedeca pravila izgradnje formula: ako je S pre-
brojiv skup formula tada su AS i \/ S takoder formule. Simbol L, oznatava
da je dozvoljeno prebrojivo mnogo (< wq) konjunkcija i disjunkeija, te najvise
kona¢no mnogo (< w) kvantifikatora. Loweinheim—Skolemov teorem vrijedi za
logiku L, ., a teorem kompaktnosti ne.

Promatraju se i druga prosirenja. Kao $to su visesortna logika prvog reda,
slaba logika drugog reda, monadska logika drugog reda, logike s dodatnim kvan-
tifikatorima, itd.

Logika prvog reda ima istaknuto mjesto medu svim tim sistemima. O tome
govore Lindstromovi teoremi. Prvi Lindstrémov teorem je naveden na strani

123.

Zadaci:

1. Dokazite da su sljedeée klase A—elementarne: grupa, Abelovih grupa,
prstenova, integralnih domena, polja, uredenih polja, lineranih uredaja,
mreza i Booleovih algebri.

2. Dokazite da su sljedece klase elementarne, ali nisu A—elementarne: djeljivih
grupa, grupa bez torzija, polja karakteristike nula, algebarski zatvorenih
polja, realno zatvorenih polja i konaénih polja.

2.7.5 Kategori¢nost teorija

Ako su dvije strukture izomorfne o¢ito su pripadni nosaci ekvipotentni skupovi.
Naravno, obrat ne vrijedi, tj. ekvipotentnost nosaca ne povlaéi izomorfizam in-
terpretacija. Ovdje zelimo samo istaknuti neke pojmove vezane uz kardinalnost
struktura i izomorfizma.

Definicija 2.96. Za konzistentu teoriju T prvog reda kazZemo da je kategoriéna
ako su svi njeni modeli izomorfni.

Iz Lowenheim—Skolemovog teorema "na gore” slijedi da niti jedna konzistentna
teorija prvog reda nije kategori¢na. Iz tog razloga uvodimo pojam A—katego-
riénosti.

Definicija 2.97. Neka je A\ neki kardinalni broj. KaZemo da je neka teorija T

A-kategori¢na ako T ima barem jedan model kardinalnosti A i ako su svi njens
modeli kardinalnosti A izomorfni.
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Teorija gustih prebrojivih linearnih uredaja bez krajnjih tocaka je No—kate-
gori¢na (vidi [31]).

Sada nam je cilj dokazati Vaughtov?® test u kojem se primjenjuje A-katego-
ri¢nost. U tu svrhu prvo dokazujemo sljedeé¢u lemu.

Lema 2.98. Neka je T teorija prvog reda koja ima beskonacan model M, te
neka je A neki beskonacan kardinalni broj. Tada postoji model N za T kardinal-
nosti X koji je elementarno ekvivalentan s modelom M, tj. vrijedi M = N.

Dokaz.  Oznacimo sa Th(9) skup svih zatvorenih formula istinitih na modelu
M. Posto je M beskonacan model za Th(M), tada iz korolara 2.86. slijedi da
postoji model N za Th(M) kardinaliteta A. Dakle, vrijedi M = Th(M), tj.
Th(9) C Th(M). Za dokaz obratne inkluzije uzmimo proizvoljnu zatvorenu
formulu F za koju vrijedi 91 = F. Pretpostavimo 9 [~ F. Iz pretpostavke
M £ F, tada slijedi M = —F. No, posto je Th(9M) C Th(M), tada vrijedi
N = —F. To je kontradikcija s pretpostavkom 9N = F. |

Propozicija 2.99. (Los—Vaughtov test)
Neka je T teorija prvog reda koja je A-kategoricna, za neki beskonacan kardinalni
broj A, te neka je svaki model od T beskonacan. Tada je T potpuna teorija.

Dokaz. Neka su 991 i 91 proizvoljni modeli od T. Iz pretpostavke propozicije
slijedi da su to beskona¢ni modeli. Iz prethodne leme slijedi da postoje modeli
M 1 N kardinalnosti A tako da vrijedi:

m = m’ i N =N.

Posto je po pretpostavci propozicije teorija T' A-kategori¢na tada su modeli I
i M izomorfni. Iz propozicije 2.24. tada slijedi da su elementarno ekvivalentni,
tj. M = ', Sada je lako vidjeti da vrijedi 9t = 9. Time smo dokazali da su
svaka dva modela od T elementarno ekvivalentna. Iz zadatka 2 sa strane 202
slijedi da je T potpuna teorija. O

Primjenom Los—Vaughtovog testa moze se dokazati da je teorija gustih linearnih
uredaja bez krajnjih tocaka potpuna (vidi zadatke 8 1 9 na strani 219). Zatim,
primjenom istog testa moze se dokazati da je teorija algebarski zatvorenih polja
potpuna (vidi npr. [26] ili [32]). No, spomenimo i ograni¢enost primjene Los—
Vaughtovog testa. Postoje potpune teorije koje imaju samo beskonaéne modele,
ali nisu A-kategori¢ne niti za jedan beskona¢ni kardinalni broj A (vidi npr. [7]).
Zapravo, ogranicenost primjene testa najbolje ocrtava sljedeéi teorem:

20R. L. Vaught, 1926.-2002.
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Morleyev teorem. Neka je T potpuna teorija koja je A—kategori¢na
za neki beskonaé¢ni neprebrojivi kardinalni broj A, te nema konaé¢nih
modela. Tada je T u—kategoritna za svaki neprebrojivi kardinalni
broj.

O prethodnom teoremu mozete ¢itati u [26], odnosno u D. Vrgo¢, Morleyev
teorem, diplomski rad, PMF-MO, Zagreb, 2007. Morleyev teorem smatra se
pocetkom teorije klasifikacije u teoriji modela.
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2.8 Primjeri teorija prvog reda

U ovoj tocki navodimo nekoliko primjera teorija prvog reda. Prvo proucavamo
teorije prvog reda s jednakoséu, a zatim navodimo dvije istaknute teorije prvog
reda. To su Peanova aritmetika i Zermelo-Fraenkelova teorija skupova.?!

2.8.1 Teorije s jednakosc¢u

Prilikom definicije alfabeta teorije prvog reda pretpostavili smo da je skup
relacijskih simbola neprazan, tj. da uvijek sadrzi barem jedan dvomjesni re-
lacijski simbol R?. Taj simbol R? je "rezerviran” za jednakost. Zbog toga ¢emo
umjesto R?(x,y) pisati x = y. Sliéno, x # y ¢e nam biti pokrata za —(z = y).

U sljede¢em primjeru zelimo naglasiti da interpretacija simbola = ne mora
biti relacija jednakosti na nosacu.

Primjer 2.100. Za fiksirani n € N oznacimo sa F,, formulu

Elzl...EIxn<( N wmta) A\ :z:iy)>.

1<i<j<n 1<i<n

Na prvi pogled se ¢ini da svaka formula F,, izraZava ¢injenicu da model sadrzi
tocno n elemenata. No, to ne vrijedi. Kako bi to pokazali definiramo model za
F,, koji nema toéno n elemenata. Neka jen > 0 proizvoljan prirodan broj. Neka
je M struktura s nosacem N, a =" je binarna relacija zadana sa:

=M_ {(1,1),....,(n,m)}U{(1,5) : 5 >n}.

Lako je wvidjeti da vrijedi M |= F,. Ovim primjerom smo hijeli naglasiti da
jednakost nije logicki pojam, veé ga moramo posebno definirati.

Sada dajemo definiciju teorije T' prvog reda s jednako$¢u. Toéno navodimo
koja svojstva mora imati relacijski simbol = .

Definicija 2.101. Neka je T teorija prvog reda. Reéi éemo da je T teorija
prvog reda s jednako§éu ako su sljedece formule teoremi od T :

(1) z=x

(2) x=y — (A(x) — A'(y)), gdje je A(x) atomarna formula, a A'(y) je for-
mula dobivena zamjenom nekih, mozZda i svih, slobodnih nastupa varijable
T s vargablom y.

21E. Zermelo, 1871.-1953.; A. Fraenkel, 1891.-1965.
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Uocite da smo u uvjetu (2) naveli da je A(z) atomarna formula. Zelimo
naglasiti da je A(x) oznaka za formulu u kojoj varijabla x moze imati slobodan
nastup. To zna¢i da A nije nuzno jednomjesni relacijski simbol. Naravno,
zelimo da formula iz uvjeta (2) bude teorem od T za sve formule A, a ne samo
za atomarne. Tu ¢injenicu ¢emo kasnije i dokazati.

Uocite, zatim, da u uvjetu (2) ne zahtijevamo da je u formuli A(x) svaki
slobodan nastup varijable x zamijenjen s varijablom y. Sjetimo se da smo obi¢no
sa A(y/x) oznacavali formulu koja je dobivena iz formule A(z) zamjenom svih
slobodnih nastupa varijable x s varijablom y. No, prilikom definicije teorije s
jednakoséu u uvjetu (2) dozvoljavamo da su samo neki nastupi varijable = u
formuli A(z) zamijenjeni s varijablom y.

Iz definicije nije na prvi pogled jasno ima li dvomjesni relacijski simbol =
sva svojstva koja bi trebala imati relacija jednakosti (npr. simetri¢nost, tranzi-
tivnost, ... ). Upravo ta jednostavna svojstva navodimo u sljede¢oj propoziciji.

Propozicija 2.102. Neka je T teorija prvog reda s jednakoséu. Tada vrijedi:
a) byt =t, gdje je t proizvoljan term;
b)Fre=y — y=u;
) Fra=y - (y=z—x=2).

Dokaz.  Sljedeéi niz formula je jedan dokaz u T za formulu t = ¢ :

1. = (uvjet (1) iz definicije 2.101.)
2. Va;(x =1x) (gen: 1.)

3. VYa(z=x)—t=1t (logicki aksiom (A4))

4. t=t (mod pon: 2,3)

Dokazimo sada tvrdnju b). Oznacimo sa A(z) formulu = z, a sa A'(y)
neka je oznacena formula y = 2.22 Tada primjenom uvjeta (2) iz definicije 2.101.
imamo:

l*TI’:y*)(Qj::C Hy:;p) (*)
Posto je (P — (Q — R)) — (@ — (P — R)) tautologija, tada je formula

(c=y - (x=z —y=1) - (x=x — @@=y —y=21))

sudovno valjana. Iz napomene 2.46. slijedi da je to teorem proizvoljne teorije pr-
vog reda, a onda i teorije 7. Primjenom te ¢injenice, i dokazane tvrdnje oznacene
sa (*), pomocu pravila modus ponens slijedi

22Uocite da je ovdje vazno da ne zahtijevamo da su u formuli A(zx) svi slobodni nastupi
varijable x zamijenjeni s varijablom y.
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Fre=z— (z=y—y=ux).

Sada primjenom pravila modus ponens na posljednju dokazanu ¢injenicu i uvjeta
(1) iz definicije teorije s jednakoséu slijedi trazena tvrdnja.

Dokazimo na kraju tvrdnju c¢). Ozna¢imo sa A(y) atomarnu formulu z = y,
te neka je A’(z) = & = z. Primjenom uvjeta (2) iz definicije teorije s jednakoséu
dobivamo by y = 2 — (x =y — x = z). Primjenom iste tautologije kao u
dokazu tvrdnje b) dobivamo trazenu tvrdnju. O

U sljedecoj propoziciji dokazujemo da svojstvo (2) iz definicije teorije s jed-
nakoscu vrijedi za sve formule, a ne samo za atomarne.

Propozicija 2.103. Neka je T teorija prvog reda s jednakoséu. Neka je A(x)
formula pripadnog jezika, te neka je varijabla y slobodna za varijablu x u formuli
A(z). Oznacimo sa A'(y) formulu dobivenu iz A(x) zamjenom nekih, mozda i
svih, slobodnih nastupa varijable x sa y. Tada vrijedi

Fra=y — (A(x) — A'(y)).

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po slozenosti formule A(z). Za atomar-
ne formule tvrdnja vrijedi po uvjetu (2) iz definicije 2.101. Pretpostavimo sada
da tvrdnja vrijedi za sve formule ¢ija je slozenost strogo manja od n (n > 0).
Promotrimo slu¢ajeve obzirom na oblik formule A(x) :

a) Formula A(z) je oblika ~B(x).
Po induktivnoj pretpostavci imamo Fr y = 2 — (B'(y) — B(x)). Primje-
nom simetri¢nosti (propozicija 2.102. b)) i tautologija (P — Q) — (—Q —
-P) i (P—Q)— ((Q = R)— (P — R)) slijedi trazena tvrdnja.

b) Formula A(x) je oblika B(z) — C(z).
¢) Formula A(z) je oblika VzB(x, 2).
Dokaze za slucajeve b) i ¢) prepustamo ¢itaocu. 0

Iz dokazanih propozicija zaklju¢ujemo da je interpretacija simbola = kod
svake teorije prvog reda s jednakosc¢u neka relacija ekvivalencije. Strukturu 9
kod koje je =™ upravo relacija jednakosti, tj. vrijedi ="'= {(m,m) : m € M},
nazivamo normalna struktura dane teorije.

Sada nam je glavni cilj dokazati da za svaku konzistentnu teoriju T prvog
reda s jednakos¢u postoji normalan model. U tu svrhu dokazujemo sljedece
leme.
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Lema 2.104. Neka je T teorija prvog reda s jednakoséu, te k € N. Tada za sve
relacijske simbole R vrijedi:

Cl) I—T(m:yl/\.../\xkzyk)ﬁ
(R(x1,. - xn) = R(WY1y- -y Yy Tha1,---,Tn)), ako jek <m;

b) Fr(xi=yiA...ANzp=yr) — (R(z1,...,2n) = R(Y1,-.-,Yn)),
ako je k > n.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po k. Za bazu indukcije, tj. za k = 1,
trazena tvrdnja slijedi iz uvjeta (2) definicije teorije prvog reda s jednakoscéu.

Neka je k € N takav da za sve [ < k vrijedi tvrdnja, te neka je R n-mjesni
relacijski simbol. Promatrat ¢emo samo slucaj kada je £ < n. Drugi slucaj, tj.
kada je k > n, dokazuje se analogno. Iz uvjeta (2) definicije teorije s jednakoséu
imamo

FT T =Yk — (R(yla oy Yk—1, Ty Tht1y - - - 73:77«) -
R(yla ey Yk Thy1,y - - - 7mn))
Primjenom tautologije (A — (B — C)) — (B — (A — (C)) slijedi:

'_T R(y17~-'7yk717$k71'k+1a~--7$n) -

(Ik:yk4)R(ylv"'7yk7xk+17'"a'rn)) (*)
Po pretpostavci indukcije, i primjenom odgovarajuce tautologije, imamo

Fr (l‘1 S WAAY ) :yk_l/\R(ml,...,xn)) —>R(yl,...,yk_l,xk,...,l‘n).

Iz ovog posljednjeg, i dokazane ¢injenice oznacene sa (x), primjenom hipo-
tetickog silogizma slijedi

Fr(xi =y Ao Aag—1 = yp—1 AR(21,...,20)) —

(T/k =Yk — R(y1,~~,yk,$k+1,~-~79€n))

Iz ovog posljednjeg lako slijedi trazena tvrdnja. O

Prethodna lema govori o relacijskim simbolima. U sljede¢oj lemi izricemo
analogne tvrdnje za funkcijske simbole.
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Lema 2.105. Neka je T teorija prvog reda s jednakoséu, te k € N. Tada za sve
funkcijske simbole f vrijedi:

a) Fr(xi=mA... ANz =y) —
(f('rlw"vxn):f(y17"'7yk7$k+17'"7xn))a
ako je k < m;

b) Fr(zi=yi A Az =yk) = (f(@1,.. 20) = f(y1,- . yn)),
ako je k > n.
Dokaz.  Analogno kao kod prethodne leme 2.104. O

Lema 2.106. Neka je T teorija prvog reda s jednakoséu i M model za T. Tada
postoji normalan model N za T tako da vrijedi M = N.

Dokaz. Iz propozicije 2.102. slijedi da je relacija =" jedna relacija ekvivalen-
cije. Za svaki m € |9 sa [m] oznacimo pripadnu klasu ekvivalencije i neka je sa
|| oznacen kvocijentni skup |9t/ =" . Sada definiramo interpretaciju svakog
nelogickog simbola teorije 7'

Za n-mjesni relacijski simbol R definiramo relaciju R™ sa:

([ma], ..., [mn]) € R™ akoisamo ako (my,...,my,) € R™,
za sve my,...,my € M.
Dokazimo da je ova definicija dobra, tj. ne ovisi o izboru reprezentanata
klasa ekvivalencije. Neka su mq,...,mp,p1,...,0n iz || takvi da za sve i

vrijedi m; =™ p;. Tada ocito vrijedi

ME (z1=p A Az =yn)[ma, ..., M, p1, .-, Do)
Posto je 9t model za teoriju T tada iz leme 2.104. slijedi
M = (R($1,...,£n) — R(yl,...,yn))[ml,...,mn,pl,...,pn]
No, to upravo znaci:

ako (miy,...,m,) € R™ tada (pi,...,pn) € R™.

Za n-mjesni funkecijski simbol f definiramo funkciju ™ sa:

fm([mlL R [mn]) = [fm(mlv e 7mn)]7

za sve mq, ..., m, € M. Neovisnost ove definicije o izboru reprezentanata klasa
ekvivalencije slijedi iz leme 2.105.
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Za konstantski simbol ¢ teorije T definiramo ¢ = [¢™].

Primijetimo da redom vrijedi: [m] =" [p] ako i samo ako m =™ p, a to je
ekvivalentno sa [m] = [p]. To znaéi da je =™ relacija jednakosti na skupu |N|.

Neka je v proizvoljna valuacija na 9. Sa v’ ozna¢imo valuaciju na 91 defini-
ranu sa v'(x) = [v(z)]. Indukcijom po duljini terma lako je dokazati da za sve
terme t teorije T vrijedi v/(t) = [v(t)].

Zatim, indukcijom po slozenosti formule F' nije tesko dokazati da vrijedi:

M=, F akoisamo ako N, F.
Iz prethodne tvrdnje odmah slijedi da vrijedi 9t = 9N. 0

Teorem 2.107. Za svaku konzistentnu teoriju prvog reda s jednakoSéu postoji
konacan ili prebrojiv normalan model.

Dokaz. 1z generaliziranog teorema potpunosti 2.78. znamo da za T postoji
prebrojiv model M. Iz leme 2.106. (i njenog dokaza) slijedi da pomoéu modela
M mozemo definirati konacan ili prebrojiv normalan model za T. O

Teorem 2.108. (Léwenheim-Skolemov teorem za teorije s jednakoscéu)
Ako za teoriju T prvog reda s jednako$cu postoji beskonacan normalan model
tada postoji © prebrojiv normalan model za T.

Dokaz. Oznac¢imo sa 91 jedan beskona¢an normalan model za T. U svrhu
dokaza definiramo novu teoriju 7. Skup nelogickih simbola od 7" neka je unija
skupa nelogickih simbola od T i prebrojivog skupa novih konstantskih simbola
koje oznac¢avamo sa b; (i € N). Skup nelogickih aksioma za T definiramo kao
prosirenje skupa nelogickih aksioma od 7' sa svim formulama oblika b; # b;,
gdje je i # j.

Tvrdimo da je T’ konzistentna teorija. Pretpostavimo suprotno, tj. da pos-
toji formula F' tako da vrijedi Fp» F' 1 Fp. = F. Lako je vidjeti da tada vrijedi i
Frr FA=F. Neka je Fi, ..., F,, jedan izvod za F A—F u teoriji T’. U tom izvodu
postoji samo konactno mnogo konstantskih simbola koji pripadaju alfabetu od
T. Neka su to ci,...,cp. Naravno, postoji i samo kona¢no mnogo novih kon-
stantskih simbola b; koji se javljaju u izvodu. Neka su to by, ..., b,. Definiramo
strukturu M za niz formula Fi,..., F,,. Nosa¢ strukture neka je skup |90]. Za
sve nelogicke simbole ¢ teorije T koji nastupaju u nekoj formuli F; definiramo
="M,

Zatim, neka je {my,...,m,} C || koji ima toéno n elemenata, te vrijedi
{my,...,m 0{c, ..., c%n (takav podskup postoji jer je po pretpsotavci skup
|9M| beskonaéan). Za svaki i = 1,...,n definiramo bJ' = m;.
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Posto je po pretpostavci 9t model za T tada vrijedii O = T, a onda posebno
iMEF; zasvei=1,...,m. Posebno imamo M | F,,, tj. M | F A —F, §to je
nemoguce.

Iz teorema 2.107. slijedi da za konzistentnu teoriju T” postoji konacan ili
prebrojiv normalan model 2. Posto vrijedi A |= b; # bj, za sve i # j, te je
normalna struktura, tada je ocito 2 prebrojiva struktura. O

Sada navodimo jedno svojstvo jednakosti koje ¢e nam pomodi da u Zermelo-
Fraenkelovoj teoriji skupova lakSe razumijemo aksiom ekstenzionalnosti.

Propozicija 2.109. Neka je T teorija prvog reda s jednakoscu i € proizvoljan
dvomgesni relacijski simbol koji pripada skupu nelogickih simbola od T. Umjesto
€ (x,y) pisat éemo x € y. Tada vrijedi:

a) Frz=y — Vz(z€x < z€y);
b) Fra=y — Vz(r €z y€2).
Dokaz. Trvdnje lako slijede iz propozicije 2.103. O

Napomena 2.110. Napominjemo da “obrati” turdngi iz prethodne propozicije
opcenito nisu teoremi proizvoljne teorije prvog reda, tj. svaka normalna struktura
nije model za formule

Vz(z€x—z€y) —max=y i Vz(zx €z yez) —ax=uy.

Navodimo jedan primjer normalne strukture koja nije model za prvu formulu.
Neka je M normalna struktura gdje je |9 =N a €™ je binarna relacija na
N zadana sa:

ne™m ako i samo ako n je prosti n | m.
Oc¢ito za sve n € N wvrijedi:
ne™4 ako i samo ako n €™ 8.

Ocito M= (Vz(z €z — z € y))[4,8] @ M (x#y)[4,8]. Tada M~ (Vz(z €
T zey) —a=y)4,8].
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Zadaci:

1. Neka je T teorija prvog reda s jednakoséu, te A(x) proizvoljna formula.

Dokazite da su sljedeée formule teoremi od T :
a) Va(A(z) < Jy(z =y A Ay)));

b) Vz(A(z) < Vy(z =y — A(y)));

¢) VaIdy(x = y).

Rjesenje a): Prvo dokazujemo da je formula Jy(x = y A A(y)) — A(x)
teorem od 7. U tu svrhu piSemo sljedeéi niz formula:

l.y=x2— (A(y) — A(z))  (po uvjetu (2) iz definicije 2.101.)
2.x=y—y==x (propozicija 2.102.)

3.x=y— (A(y) — A(x))  (hip. sil.: 1. 12.)

4. (x =y AN Aly)) — A(z) (primjenom odgovarajuée tautologije)
5. Jy(z =y A A(y)) — A(x) (3-introdukcija: 4)

(Pravilo 3-introdukcije je dopustivo pravilo u svakoj teoriji prvog reda.
Vidi zadatak 3 u tocki 2.6.)

Analogno se dokazuje ”obrat”, tj. da je formula A(z) — Jy(x =y A A(y))
teorem.

Nadite primjere formula F' koje imaju svojstvo:

a) svaka normalna struktura koja ne sadrzi vise od n elemenata je model
za F,

b) svaka normalna struktura koja ne sadrzi manje od n elemenata je
model za F;

c¢) sve normalne strukture koja sadrze to¢no n elemenata, i samo takve,
su modeli za F.

Neka je T teorija prvog reda s jednako$éu za koju postoje proizvoljno
veliki kona¢ni normalni modeli (tj. za svaki n € N postoji m > n i nor-
malan model za T kardinalnosti m.) Dokazite da tada postoji beskonacan
normalan model za T

Neka je S skup formula za koji postoji beskonacan model. Postoji li ko-
nacan normalan model za S ako je skup S konacan, odnosno beskonacan.
Rjesenje: Neka je F' formula iz zadatka 14 sa strane 143. Zatim, neka
je S = {F}. Po navedenom zadatku 14 za formulu F' postoji beskonacan
model, ali ne postoji konacan model za nju. To zna¢i da posebno ne postoji
kona¢an normalan model za ovdje definiran konacan skup formula S.
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Neka je sada S = {F, : n € N} gdje su formule F,, definirane s:

1<i <j<n

Ocito svaki konac¢an podskup od S ima (normalan) model. Po teoremu
kompaktnosti postoji model za S. No, o¢ito niti jedan normalan model od
S ne moze biti konacan.

5. Neka je S skup formula logike prvog reda. Dokazite ili opovrgnite: za
skup S postoji normalan model ako i samo ako za svaki konacan podskup
od S postoji normalan model.

6. Neka je T teorija prvog reda i 9 struktura za T takva da je =™ relacija
ekvivalencije. Je li tada 9T model za sve formule oblika:

(1) 2 =uz;

(2) x=y — (A(z) — A'(y)), gdje je A(x) atomarna formula, a A’(y) je
formula dobivena zamjenom nekih, moguce i svih, slobodnih nastupa
varijable z s varijablom y.

RjeSenje: Ne. Neka je P jednomjesni relacijski simbol. Sami konstruirajte
strukturu M tako da je =" relacija ekvivalencije, i tako da M o =y —
(P(z) — P(y)).

(Uocite da iz ovog zadatka slijedi da ne moze svaka relacija ekvivalencije
biti interpretacija znaka = kod teorija s jednakoséu).

7. Ako je F(z) formula tada sa !z F(x) ozna¢avamo formulu
e F(z) ANVaVy(F(z) AN Fly) — x =y).

Neka je T teorija prvog reda s jednakoséu. Dokazite da su tada sljedece
formule teoremi od T :

a) Va3ly(z = y);
b) xF(z) « aVylx =y < F(y));
¢) Va(F(x) < G(x)) — (3aF(z) < IzG(x)).

{=, <}, gdje je < dvomjesni relacijski simbol. Nelogicki aksiomi, uz
aksiome za jednakost, su sljedeé¢i: =(z < z), s <y — (y<z—x < 2),
r<yVae=yVy<z YVaVydz(z <y — (z < zAz<y)), VeIy(z <y)
i Vo3y(y < z). Dokazite da je T' W,-kategori¢na teorija, a nije kategoriéna.
Uputa: primijenite Cantorov teorem o uredanoj karakteristici skupa raci-
onalnih brojeva (vidi [31], str. 84).
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Sa Q oznac¢imo skup racionalnih brojeva, a sa R skup realnih brojeva.
Uredeni skupovi (Q, <) i (R, <) su interpretacije jezika ¢iji su jedini nelo-
gicki simboli = i < . Dokazite da vrijedi (Q, <) = (R, <). (Primijetimo da
strukture (Q, <) i (R, <) nisu izomorfni.)

Rjesenje: Dokazujemo da su obje gornje strukture modeli iste potpune
teorije. Neka je T teorija, kao $to je definirano u prethodnom zadatku.
Lako je vidjeti da svaki model od T" mora biti beskonacan. Posto je po
prethodnom zadatku teorija T i No-kategori¢na, tada iz Los-Vaughtovog
testa (vidi propoziciju 2.99.) slijedi da je T potpuna teorija. PoSto su
(Q,<) i (R, <) ocito modeli za T, tada iz zadatka 2 sa strane 202 slijedi
da su elementarno ekvivalentni.

Neka je teorija T prvog reda kategori¢na u odnosu na klasu svih svojih nor-
malnih modela. Dokazite da tada svi normalni modeli imaju isti konacan
broj elemenata.

Uputa: Pretpostavite da postoji beskonac¢an normalan model 9 za T.
Zatim konstruirajte normalan model za T koji je vete kardinalnosti od

m.
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2.8.2 Peanova aritmetika

Peanova aritmetika, tj. skraéeno PA, je teorija prvog reda s jednakoséu ¢iji
je skup nelogickih simbola {=, 0, ',+, -}, gdje je 0 konstantski simbol, ’ je
jednomjesni funkcijski simbol, a + i - su dvomjesni funkcijski simboli.?3

Umjesto terma oblika +(z,y) pisat ¢emo x + y, a umjesto -(z,y) pisat ¢emo
x - y. Teorija PA, uz aksiome za jednakost (npr. formule iz definicije 2.101.),
sadrzi i sljedeCe nelogicke aksiome:

(1) o' =y mz=y

(2) 0# 2

3) z+0==x

4) z+y' =(z+y)

(5) 2-0=0

6) vy =x-y+a

(7) shema aksioma indukcije:

A(0) — (V:E(A(x) — A(2')) — va(x)),

gdje je A(z) proizvoljna formula.

Uocimo da iz aksioma (1) i (2) slijedi da teorija PA nema kona¢an normalan
model (injekcija na konatnom skupu mora biti i surjekcija).
Prisjetimo se da aksiom matematicke indukcije glasi:

VP((P(O) A (Vn € N)(P(n) — P(n+1))) — (Vn € N)P(n)),

gdje je P proizvoljna relacija na skupu prirodnih brojeva. Primijetimo da je
aksiom matematicke indukcije formula drugog reda, te da ne odgovara potpuno
shemi aksioma (7). Aksiom matematicke indukcije se odnosi na sve podskupove
prirodnih brojeva, a njih ima neprebrojivo. Shema aksioma indukcije se odnosi
na sve formule A(z) teorije PA, a njih ima prebrojivo.

Neka je sa w oznacena struktura za teoriju PA ¢iji je nosa¢ skup prirodnih
brojeva, a interpretaciju nelogickih simbola redom zadajemo ovako:

e relacijski simbol = je interpretiran s relacijom jednakosti;

e konstanski simbol 0 je interpretiran s brojem nula;

23 Jasne su standardne interpretacije simbola 0, + i -. Standardna interpretacija jednomjes-
nog simbola ’ je funkcija sljedbenika, tj. funkcija s : N — N definirana sa s(z) = = + 1.
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e funkcijski simbol ’ se interpretira s funkcijom s : N — N koja je definirana
sa s(n) =n+1;

e funkcijski simbol + je interpretiran s funkcijom zbrajanja, a simbol - s
funkcijom mnozenja.

Prirodno se postavlja pitanje postoji li neki normalan model teorije PA koji
nije izomorfan strukturi w. Ako bi takav model postojao to bi znacilo da dana
teorija PA ne opisuje samo prirodne brojeve. Kasnije ¢emo dokazati da postoji
model za PA koji nije izomorfan sa w, ¢ak je elementarno ekvivalentan sa w.

Drugo osnovno pitanje o sistemu PA je o njegovoj ”snazi”, tj. je li svaka
istinita tvrdnja o prirodnim brojevima teorem teorije PA. Navest ¢emo teorem
koji ¢e iskazivati nepotpunost teorije PA.

U ovoj tocki sa - F' oznacavamo da je F' teorem teorije PA.

Za ilustraciju ¢emo dokazati neka svojstva funkcijskih simbola + i .. Prije
toga isticemo da svojstva tih funkcijskih simbola iskazana u aksiomima vrijede
za proizvoljne terme.

Lema 2.111. Za proizvoljne terme t, ty i to sljedeée formule su teoremi od
PA:

a) t) =th =t =t
b) 0 £t

c) t#0—Jyt=y)
d) t+0=t

e) ty +ty = (t1 +t2)
F)t-0=0

g) ti-ty=ti-ta+ts

Dokaz. Za ilustraciju dokazujemo tvrdnju a). Ostale tvrdnje dokazuju se
analogno. Sljede¢im nizom formula dajemo jedan dokaz za danu formulu.

=y sx=y (aksiom (1))
V(e =y — x =) (gen: 1.)

Ve(e' =y —mz=y)—> )=y —t1=y) (logicki aksiom (A4))
ti=y —ti=y (mod pon: 2. i3.)
Vy(ty =y =t =y) (gen: 4.)

Vy(ti =y —t1 =y) — (t) =t — t1 =t2) (logicki aksiom (A4))
ty =ty — b1 =ty (mod pon: 5. i6.)

No otk W
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O

Sljede¢om propozicijom Zelimo istaknuti neke (ocekivane!) teoreme teorije
PA.

Propozicija 2.112. Neka sut, t1, to it3 proizvoljni termi teorije PA. Sljedeée
formule su teoremi teorije PA :

a) 0+t=t

b) 0-t=0

c) t1+ta=ta+ 1t

d) ty -ty =1ty t1

e) (t1+1t2) +t3 =t1 + (t2 +t3)

f) (tr-ta) -3 =ty - (2 - t3)

g) (t1+ta) - ts = (t1 - t3) + (t2 - t3)

h) t1+ta =1t +13 — to=13

i) ti4+ta=0 — (1 =0Ats=0)
Dokaz. Radi ilustracije dokazujemo tvrdnju a). Oznacimo sa A(z) formulu
04z = . Iz leme 2.111. d) slijedi - 0 4+ 0 = 0, tj. - A(0).

Sada dokazujemo F A(x) — A(z’). U tu svrhu éemo dokazati da vrijedi
{A(z)} F A(z'). Jedan izvod dajemo sljedeéim nizom formula.

1. 0+2'=(0+2) (lema 2.111. €))

2. 0+z=2z— (0+2a) =2 (lema 2.105.)

3. 0+z=<x (pretpostavka)

4. O0+z) =4a2 (mod pon: 2. i 3.)

5 0+2' =2 (tranzitivnost jednakosti: 1,4)

Time smo dokazali {0 + z = z} - 0+ 2’ = 2’. Primjenom teorema dedukcije
slijedi F 0+ 2 =  — 04 2’ = 2/, a onda primjenom pravila generalizacije
dobivamo FVz(0+ 2z =2 — 0+ 2’ =2').

Iz sheme aksioma indukcije imamo

FO+0=0 — (Vz(0+z=2—0+2"=2') > Vz(0+ 2 = 2)).

Iz dokazanih ¢injenica - 0+0=0 i FVz(0+2 =2 — 0+ 2’ = 2’) pomoéu
pravila modus ponens slijedi +Vz(0+ 2 = ). Iz aksioma (A4) imamo
FV2(0+z=2) > 0+t=t,aondai FO+¢=t. O

Terme oblika 0’ gdje se znak ' pojavljuje totno n-puta, nazivamo nu-
merali i oznacavamo sa .. U sljedetoj propoziciji bez dokaza navodimo neka
svojstva numerala.
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Propozicija 2.113. Neka sut i s proizvoljni termi, a m in proizvolyni prirodni
brojevi. Sljedece formule su teoremi teorije PA.

a) t+1=1+
b) t-1=t

Svaki model od PA koji je izomorfan sa w nazivamo standardni model za
PA. Skup svih formula za koje je w model obi¢no se naziva aritmetika.

Model od PA koji nije izomorfan sa w nazivamo nestandardni model.?*
Posto je w model za PA iz Lowenheim—Skolemovog teorema slijedi da za teoriju
P A postoje modeli proizvoljno velikog beskona¢nog kardinaliteta. Takvi modeli
oCito nisu izomorfni sa w, tj. nestandardni su. U sljede¢oj propoziciji dokazujemo
egzistenciju nestandardnog modela koji ima jos jedno vazno dodatno svojstvo.

Propozicija 2.114. Postoji nestandardni model za PA koji je elementarno
ekvivalentan sa w.

Dokaz. Neka je ¢ novi konstantski simbol koji ne pripada alfabetu PA. Neka
je x < y pokrata za formulu 3z(z # 0 A x + z = y). Promotrimo skup formula
S definiran sa:

S=Thw)U{n<c: neN}.

Neka je S’ proizvoljan kona¢an podskup od S. Oznacimo sa m najveéi prirodan
broj koji ima svojstvo da se numeral ™ pojavljuje u nekoj formuli iz skupa S”.
Neka je M struktura za S’ s nosacem N, gdje je ¢™ = m + 1, a ostali nelogicki
simboli su interpretirani standardno. Lako je vidjeti da je 91 model za S’.
To znaci da svaki konacan podskup od S ima normalan model, pa iz teorema
kompaktnosti slijedi da postoji i normalan model za skup S (vidi zadatak 5 u
ovoj tocki).

24Nestandardni modeli su jako znagajni pri prouavanju Peanove aritmetike. Ryll—
Nardzewski je upravo pomoé¢u nestandardnih modela 1952. godine dokazao da teorija PA
nije kona¢no aksiomatizabilna.
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Neka je sa 91 oznacen jedan normalan model za S. Primijetimo da posebno
vrijedi M = Th(w). Lako je vidjeti da tada vrijedi i w = Th(M). Iz toga slijedi
w =M.

Dokazimo jos da strukture w i O nisu izomorfne. Pretpostavimo suprotno,
tj. da je f neki izomorfizam struktura w i 9. Indukcijom po n dokazujemo da
tada vrijedi f(n) =7n", za sve n € N (ovdje nam 0 oznacava simbol 0).

Iz definicije izomorfizma imamo 0" =0 = £(0¢) = £(0). Pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Tada imamo

R = @)% = ()@ = (VM) = F(()*(n) = f(n+1).

Iz upravo dokazane tvrdnje slijedi da ne postoji n € N za koji bi vrijedilo
f(n) = ™. To znaéi da struktura w ne moze biti izomorfna sa N. O

Peanova aritmetika je teorija prvog reda, pa za nju vrijedi Godelov teorem
potpunosti, tj. teorem 2.80. To znaci da je teorija PA potpuna u odnosu na
klasu svih svojih modela, tj. za sve formule F' vrijedi: Fp4 F ako i samo ako
M = F, za sve modele M od PA.

Postavlja se pitanje je li teorija PA potpuna, tj. vrijedi li za sve zatvorene
formule F' jedno od: Fpa F ili Fps —F. O tome govori sljedeéi teorem.

Godelov prvi teorem nepotpunosti
Postoji zatvorena formula G za koju vrijedi t/pa G 1 Fpa -G.

Obicno se formula G iz prethodnog teorema naziva Godelova recenica. Is-
taknimo vaznost prethodnog teorema. Ako je F' zatvorena formula tada ocito
vrijediw |= F' ili w = —F. Posebno to vrijedi za Gédelovu re¢enicu. To znaci da
u sistemu PA nije moguce dokazati sve istinite tvrdnje o prirodnim brojevima.
U prvi tren mogli bismo reéi da to samo znaci da smo loSe odabrali aksiome o
prirodnim brojevima. Zatim, moze se ¢initi da je dodavanje formule G, ili njene
negacije, teoriji PA kao novog aksioma, rjesenje problema. No, iz dokaza Gode-
lovog teorema moze se vidjeti da niti jedno aksiomatizabilno proSirenje teorije
PA nije potpuno.

Ako u teoriji PA shemu aksioma indukcije zamijenimo s formulom = # 0 —
Jy(xz = y') dobivamo teoriju koja se obi¢no oznacava sa @, i naziva Robinsonova
aritmetika. Teorija @ je takoder nepotpuna.

Godelova recenica G je aritmeticki zapis sljedeCe recenice: ”Ja nisam do-
kaziva u teoriji PA”. Mogli bismo u prvi tren pomisliti da je to nezanimljiva
tvrdnja o prirodnim brojevima, te onda i Goédelov teorem nema neku posebnu
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vaznost. No, nakon Godelovog rezultata otkriveni su (znac¢ajni!) kombinatorni
principi koji nisu dokazivi u teoriji PA.2°

2.8.3 Zermelo—Fraenkelova teorija skupova

Ernst Zermelo je 1905. godine prvi formulirao skup aksioma za teoriju skupova.
Abraham Fraenkel je taj skup aksioma 1920. godine modificirao. Njima u
cast jedna aksiomatska teorija skupova se naziva Zermelo-Fraenkelova teorija
skupova, i oznacava sa ZF.

Skup nelogickih simbola teorije ZF' sadrzi samo dva nelogicka simbola. Uz
simbol za jedankost to je jo§ jedan dvomjesni relacijski simbol koji se obi¢no
oznacava sa € . Atomarne formule oblika € (z,y) éemo zapisivati kao z € y.

Aksiomi teorije ZF' vetinom opisuju kako iz danih skupova smijemo graditi
nove skupove. Nelogicke aksiome teorije ZF neé¢emo jednostavno popisati, jer ih
je nezgrapno zapisivati bez prije uvedenih pokrata. Navest ¢emo aksiome teorije
ZF i nakon svakog aksioma dati komentare. Prilikom komentara o aksiomima
umjesto da govorimo ”term teorije ZF” govorit ¢emo ”skup”. Razlog tome je
§to su skupovi standardna interpretacija teorije ZF. Nadamo se da ta nasa mala
nepreciznost nece prouzrociti nedoumice. Prvi aksiom teorije ZF je:

(1)  Aksiom ekstenzionalnosti:
Vz(z€ex = z€y) —ax=y.

Taj aksiom smo ve¢ bili razmatrali u napomeni 2.110. Primijetite da taj
aksiom uvijek koristimo prilikom dokazivanja jednakosti dvaju skupova. Vazno
je istaknuti da upravo zbog aksioma ekstenzionalnosti slijedi npr. {a,b,c,d} =
{b,a,d, c}, tj. prilikom zadavanja skupova nije vazno kojim poretkom navodimo
njihove elemente. Zatim, iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi da kod skupova ne
razlikujemo ponavljanje istih elemenata. Tako je npr. {a,b,c,c, ¢, c} = {a,b, c}.

Sada redom navodimo ostale aksiome teorije ZF.

(2) Aksiom praznog skupa:
FaVy(—(y € x)).

Ovaj aksiom jednostavno govori da postoji skup koji ne sadrzi niti jedan
element. Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi da je skup s tim svojstvom
jedinstven. Iz tog razloga smijemo alfabetu teorije ZF dodati novi kon-
stantski simbol za prazan skup, kojeg oznac¢avamo sa (.

25Dokaz Gddelovog teorema nepotpunosti dan je npr. u [38] i [27], odnosno u D. Predrijevac,
Nepotpunost aritmetike, diplomski rad, PMF-MO, Zagreb, 2000. O nedokazivim kombina-
tornim principima u teoriji PA mozete &itati u [1].
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3)

Aksiom para:
VaVyIVu(u € z — (z =uVy =u)).

Ako su z i y skupovi tada iz ovog aksioma slijedi da postoji skup ¢iji
su jedini elementi = i y. Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi da je takav
skup jedinstven. To nam daje za pravo da alfabetu teorije ZF dodamo
novi dvomjesni funkcijski simbol kojeg oznac¢avamo sa {, }. Tada skup ¢iji
su jedini elementi x i y oznacavamo sa {x,y}. Za dani term x sa {z}
kratko oznac¢avamo term {z,x}. (Ovime zelimo izbjeéi uvodenje novog
jednomjesnog funkcijskog simbola poput {} ).

Aksiom unije:
VedyWz(z € y « Jt({t € x Nz € 1)).

Pokusat ¢emo objasniti aksiom unije na jednom primjeru. Neka je dan
skup A = {a, {b,c¢}, {d}}. Tada aksiom unije tvrdi da je kolekcija
objekata, koji su elementi nekog elementa od A, takoder skup. U ovom
sluéaju to znaci da je {b,c,d} takoder skup.

Primjenom aksioma ekstenzionalnosti slijedi da je skup y, ¢ija egzistencija
se tvrdi u aksiomu unije, jedinstven. Iz tog razloga opet smijemo alfabetu
teorije ZF' dodati novi funkcijski simbol kojeg oznac¢avamo sa U. Za dani
skup x sa Uz oznacavamo skup ¢ija se egzistencija tvrdi u ovom aksiomu.

Ako su z i y skupovi tada iz aksioma para slijedi egzistencija skupa {z, y}.
Iz aksioma unije slijedi da je U{z,y} takoder skup. Obi¢no taj skup (kao
jedan term teorije ZF!) zapisujemo standardno sa x U y.

Aksiom partitivnog skupa

Kako bismo ovaj aksiom iskazali u jasnijem i kracem obliku uvodimo
pokratu x C y za formulu Vz(z €  — 2z € y). Tada je aksiom parti-
tivnog skupa sljedec¢a formula:

VeIyVz(z € y < 2z C x).

Ovaj aksiom jednostavno tvrdi da svi podskupovi nekog skupa opet ¢ine
skup.

Aksiom beskonacénosti:

Hx((Z)ExAVy(yExH (yU{y}) Ex))

Bez ovog aksioma ne bismo mogli tvrditi da postoje beskonaéni skupovi.
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Shema aksioma separacije:
Vo .. Vo,VoIdyWz(z € y < (2 € x A F(2,21,...,20))),

gdje je F proizvoljna formula teorije ZF u kojoj ne nastupaju varijable x
i y. Ovaj aksiom izri¢e da iz svakog skupa mozemo odvojiti (”separirati”)
podskup koji ima neko dano svojstvo F. Varijable x1, ..., x, mozemo shva-
titi kao parametre.

Shema aksioma zamgjene:

Vi1 ...Vt (VJ:EI!yF(x, Yytiy ooy ti) —

VudoVz(z € v Jw(w € u A F(w, 2, t1, ... 7tk)))),

gdje je F proizvoljna formula teorije ZF, te u i v su razlic¢ite varijable koje
su razlicite od z, y, z, t1,...,tx 1 w.

U prvom dijelu aksioma je zapisana ”funkcionalnost” formule F) tj. istice
se da nas zanimaju formule koje opisuju neku funkciju. Zatim se u drugom
dijelu aksioma tvrdi da je slika skupa takoder skup (tj. ako je u skup tada
je i slika skupa wu, obzirom na funkciju koju definira formula F, takoder
skup).

Aksiom izbora:
Va((Vm(x €a—z#DA
VeVy((z €any €a) = (x=yVany=10))) —

VrIu(z €a—bNe = {u}))

Ovaj aksiom tvrdi da za svaki skup a, ¢iji su elementi neprazni u parovima
disjunktni skupovi, postoji skup b koji sadrzi to¢no jedan element svakog
¢lana od a. Funkcijski simbol N je na standardan nacin dodan alfabetu.

Aksiom dobre utemeljenosti:
Ve(z 0 — Jyly e x Ay Nz =0)).

Ovaj aksiom tvrdi da ne postoji skup z za koji bi postajao beskona¢ni niz
skupova (x,,) tako da vrijedi:

...E X2 € 21 €.
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Zasto uopée teoriju skupova promatrati aksiomatski? Jedan razlog nezado-
voljstva s naivnom (neaksiomatskom) teorijom skupova je svakako pojava pa-
radoksa. O tome smo veé bili govorili u uvodu ove skripte. Drugi razlog ak-
siomatskog zasnivanja bio je nemoguénost odgovora na neka pitanja o skupovima
koja su se prirodno nametala. Mozda jedno od najpoznatijih pitanja, i jedno od
razumljivih na ovom samom pocetku price o teoriji ZF, je svakako Cantorova
hipoteza kontinuuma. To je sljedec¢a tvrdnja:

ako je S beskonacan podskup skupa R tada postoji bijekcija sa S na
N ili sa S na R.

Dugo se pokusavala dokazati, a i opovrgnuti ta hipoteza. No, svi pokusaji u
naivnoj teoriji skupova su bili bezuspjesni. Cohen je 1963. godine dokazao da
je Cantorova hipoteza kontinuuma neodluc¢iva u teoriji ZF. To znaci da je u
danoj teoriji ne mozemo dokazati, a ni opovrgnuti (vidi [1], [11] i [19], odnosno
V. Cacié, Nezavisnost i relativna konzistentnost aksioma izbora i hipoteze kon-
tinuuma, magistarski rad, PMF-MO, Zagreb, 2007.)
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2.9 Ultraprodukti

U dokazu generaliziranog teorema potpunosti koristili smo Henkinovu kontruk-
ciju modela. Sada ¢emo navesti jo§ jednu metodu za konstrukciju modela. To su
ultraprodukti. Kao jednu primjenu dat ¢emo drugi dokaz teorema kompaktnosti
za logiku prvog reda. No, prvo dajemo primjere koji isticu jo§ jednu motivaciju
za uvodenje ultraprodukata.

Primjer 2.115. Kartezijev produkt familije grupa je grupa. Skicirajmo dokaz
te turdnje. Neka je {(Gi,0;) 4 € I} familija grupa. Oznacdimo

G:HGi ={f|f:1—UerG;, zasve i€l wrigedi f(i) € G;}
i€l

Zatim, neka je o binarna relacija na G definirana sa:

(fog)(@) = f(i) 0i g(i).

Lako je provjeriti da je za sve f,g € G funkcija f o g ponovno element od G, te
da je (G,0) grupa. To znaci da je Kartezijev produkt proizvoljne familije grupa
PONOVNO Grupa.

Primjer 2.116. Kartezijev produkt polja opcenito nije polje. Kako bi dokazali
tu turdnju definirajmo prvo Kartezijev produkt polja. Neka je I # 0, te za sve
i € I neka je F; = (Ai,+4,44,04,1;) polje. Oznacimo A = [],.; A;. Redom
definiramo:

i€l

a) funkciju 0: 1 — UA; sa 0(i) =0;
b) funkcijul:I — UA; sa 1(i) =1;

¢) funkcije + i - sa:

(f+9): 1= Uierds,  (f+9)(0) = £(i) + g(i)
(f-9): I —VUier, (f-9)(@) = f()-g(i).
Uz tako definirane operacije Kartezijev produkt polja opéenito mije polje. Npr.

R x R nije polje, jer uredeni parovi (0,1) i (1,0) razliciti su od nule, ali
(0,1)-(1,0) =0.
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Primjer 2.117. Kartezijev produkt linearno uredenih skupova opéenito nije lin-
earno ureden skup. U svrhu dokaza te turdnje prvo wvodimo potrebne definicije.
Neka je I # 0, te za sve i € I neka je {(A;, R;),i € I} neka familija linearno
uredenih skupova (to znaci da je svaka relacija R; irefleksivna, tranzitivna i
linearna). Oznacimo A = [];c; Ai te definiramo relaciju R C A x A sa:
fRg ako i samo ako za sve 1 €I wrijedi f(i)R;g(7).

Uz tako prirodno definiranu relaciju R skup (A, R) opéenito nije linearno ureden.
(Npr. na R x R elementi (0,1) i (1,0) nisu usporedivi).

Kako rijesiti istaknute probleme? Ideja je jednostavna. Na Kartezijevom
produktu [],.; A; definiramo posebnu relaciju ekvivalencije ~, te promatramo
kvocijenti skup [[,.; Ai/ ~ . U tu svrhu éemo sada definirati pojmove filtra i
ultrafiltra.

iel
Definicija 2.118. Neka je [ # 0. Za F C P(I) kaZemo da je filtar nad skupom
I ako vrijedi:

(i) IeF

(i) ako su X,Y € F tada X NY € F (zatvorenost na presjeke)
(i3) ako X € F te X C Z C I tada je Z € F (zatvorenost za nadskupe)

Uocite da uvjet (i) u definiciji garantira nepraznost filtra. Ako bi na pocetku
definicije zahtijevali F' # (), tada uvjet (i) slijedi iz uvjeta (iii).

Primjer 2.119. 1. Za svaki skup I je {I} filtar. Nazivamo ga trivijalni
filtar.

2. Za svaki skup I partitivni skup P(I) je filtar nad I. Nazivamo ga nepravi
filtar.

3. Ako je I skup te X njegov proizvoljni podskup tada je skup F ={Y C 1 :
X CY} filtar nad I. Nazivamo ga filtar generiran skupom X.
Ako je X jednoclan skup tada F nazivamo glavni filtar.

4. Neka je I beskonacan skup. Tada je F = {X : X C I, X° konacan}
filtar. Nazivamo ga Fréchetov filtar.

5. Neka je (X,T) topoloski prostor i x € X. Tada je skup

{Y:YCX takavda (U € T)(x €U CY)} filtar.
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Propozicija 2.120. Neka je E proizvoljan podskup od P(I), i neka je
F = ﬂ{F’ . F' je filtar nad I, E C F'}.
Tada vrijedi:
a) F je filtar nad I.
b) F={X C1I : postojeYs,...,Y, € E tako da vrijedi Y1N...NY, C X}.
Definicija 2.121. Za filtar F nad skupom I kaZemo da je pravi ako je:

(iv) F#P(I).

Za pravi filtar nad skupom I kaZemo da je ultrafiltar ako za sve X C I vrijedi:

(v) X € F ako i samo ako I\X ¢ F.

Napomena 2.122. Za definiciju ultrafiltra uwvjet (i) iz definicije filtra je suvisan,
jer slijedi iz wvjeta (v) i (iii). Uvjeti iz definicije ultrafiltra biti ée jasni kada se
detaljno raspise dokaz Losovog teorema koji éemo navesti kasnije.

Svaki glavni filtar je ultrafiltar.

Propozicija 2.123. Vrijedi:
a) Filtar F je pravi ako i samo ako () € F.
b) Neka je E C P(I), te F = N{F’ : F’' je filtar nad I takav da E C F'}.

Tada vrijedi: F je pravi filtar ako i samo ako E ima svojstvo konacnih
presjeka tj. za sve X, Y € FE vrijedi X NY # (.

Propozicija 2.124. Neka je F pravi filtar nad skupom I. Sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:

a) F je ultrafiltar.

b) F je maksimalan filtar, tj. ne postoji pravi filtar F' nad I takav da je F
pravi podskup od F’.

¢) za sve XY C I vrijedi:

XUY eF akoisamoako X e F ili Y €F.
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Teorem 2.125. Neka je I neprazan skup i E C P(I) koji ima svojstvo konacnih
presjeka. Tada postoji ultrafiltar U nad I takav da je E C U.

Dokaz. Oznacimo
Fo=({F' : F filtarnad I i ECF'}

Iz propozicije 2.120. slijedi da je Fy filtar, a iz propozicije 2.123. slijedi da je
Fy pravi filtar. Neka je F = {F’ : F’ je pravi filtar nad I i E C F'}. Posto
je Fy € F tada je F neprazan skup. Skup (F,C) je parcijalno ureden skup.
Neka je L proizvoljan lanac u F. Ozna¢imo sa Fj uniju svih filtera iz £. Lako
je provjeriti da je Fy pravi filtar koji sadrzi F. Time imamo da za svaki lancu F
postoji gornja meda. Iz Zornove leme?® slijedi da postoji maksimalni element
U u F. Iz propozicije 2.124. slijedi da je U ultrafiltar. O

Teorem 2.126. (Teorem o ultrafiltru).
Svaki pravi filtar F nad I moZze biti prosiren do ultrafiltra nad I.

Dokaz. Iz propozicije 2.123. znamo da svaki pravi filtar ima svojstvo konaénih
presjeka. Iz prethodnog teorema slijedi trazena tvrdnja. 0

Definicija 2.127. Neka je {M; : i € I} proizvoljna familija skupova, te U
proizvoljan ultrafiltar nad I. Na Kartezijevom produktu familije skupova {M; :
i € I}, tj. na skupu

HMi ={f | f:I— UjerM; tako da je za sve i €1 ispunjeno f(i) € M;}
icl

definiramo binarnu relaciju ~ ovako:
f~g akoisamo ako {ie€l: f(i)y=g(i)}eU

Lako je pokazati da je relacija ~ relacija ekvivalencije. Za f € [];c; M; sa fu
oznacavamo pripadnu klasu ekvivalencije. Skup svih klasa ekvivalencije nazi-

vamo ultraprodukt familije skupova {M; : i € I}, te ga oznacavamo sa [ M;.
U

Definicija 2.128. Neka je o proizvoljna signatura, te neka je {9; = (M;, ¢;) :
i € I} neka familija o—struktura. Neka je U proizvoljan ultrafiltar nad skupom
I. Definiramo novu o—strukturu M = (M, ¢) na sljedeéi nacin:

26Zornova lema glasi: Ako je (A, <) parcijalno ureden skup Giji svaki lanac ima gornju
medu tada skup A sadrzi barem jedan maksimalni element. Zornova lema je ekvivalentna
aksiomu izbora. O tome vidi npr. [19].
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M =T M
U
((f)u,--- (fn)u) € p(R) ako i samo ako

{i : (f1(3),..., fn(d)) € i(R)} € U, za sve relacijske simbole R™ € o

go(f”)((fl)w...,(fn)w—(mw(f“)(fl(i),...,fn(i))) s freo

U

o0 = (i ¢ilo))
U
Upravo definirana struktura se naziva ultraprodukt familije struktura {9 :

i € I} i oznacavamo je sa [[IM;. Ako su sve strukture 9M; medusobno jednake,
U

tj. M; =N, za sve 1 € 1, tada pripadni ultraprodukt nazivamo ultrapotencija
strukture N.

Propozicija 2.129. Definicija ultraprodukta ne ovisi o izboru reprezentanata.
Tocnije, ako I # 0, {9M; = (M;, ;) : 1 € I} familija o—struktura, U ultrafiltar
nad I, te

JisooosJns G1se i 9n € ier My tako da vrijedi

leglv .fn’\’gm

tada vrijedi:

a) {i: (fi(9),...,fn(d) € pi(R)} € U ako i samo ako
{i: (91(2),-,9n(2)) € pi(R)} € U;

) (i i@ @) ) ~ (1 a0 n(0) )

Napomena 2.130. Lako je pokazati da je ultraprodukt proizvoljne familije polja
ponovno polje (nad proizvoljnim ultrafiltrom). Zatim, ultraprodukt familije line-
arno uredenih skupova je linearno ureden skup.

Teorem 2.131. (Losov osnovni teorem o ultraproduktima).
Neka je I # 0, {9, : i € I} proizvoljna familija o—struktura i U proizvoljan
ultrafiltar nad I. Tada za sve zatvorene formule F vrijedi:

Hﬂﬁi = F akoisamo ako {i€l:M; EF}eUl.
U
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(Prilikom dokaza prvo se treba indukciom po slozenosti dokazati opéenitija tvrd-
nja za formule koje mogu sadrzavati i slobodne nastupe varijabli.)

Teorem 2.132. (Teorem kompaktnosti).
Neka je S proizvoljan skup zatvorenih formula. Za skup S postoji model ako i
samo ako za svaki konacan podskup od S postoji model.

Dokaz. Pretpostavimo da za svaki kona¢an podskup od S postoji model. Ozna-

¢imo sa I skup svih kona¢énih podskupova skupa S. Za ¢ € I neka je sa 9;

oznacen neki model. Za svaki F' € S oznac¢imo Sp = {i € [ : F € i}, te

E ={Sp : F € S}. Lako je dokazati da skup F ima svojstvo konaé¢nih presjeka.

Iz teorema 1 slijedi da postoji ultrafiltar U nad I takav da je E C U. Dokazimo

da je ultraprodukt []9%; model za skup recenica S. Neka je F' € S proizvoljna
U

recenica. Za sve i € Sg ocito vrijedi M; = i, te F' € i. Tada ocito za sve i € Sp
vrijedi 9M; |= F. Iz toga slijedi:
SpCliel: M =F}.

Posto je po definiciji Sp € E, te je E C U, tada imamo Sp € U, a onda i
{iel:M; = F}eU. Iz Losovog teorema sada slijedi [[9; | F. O
U

Bili smo definirali pojam elementarno ekvivalentnih modela (vidi 135), te naveli
da su svaka dva izomorfna modela ujedno i elementarno ekvivalentna (vidi
propoziciju 2.24.). Zatim, istaknuli smo da obrat ne vrijedi opéenito (vidi za-
datak 9 iz tocke 2.8). Ovdje isti¢emo teorem o izomorfizmu za ultraprodukte
koji baca novo svjetlo na navedenu problematiku.

Dva modela su elementarno ekvivalenta ako i samo ako imaju izomorfne
ultrapotencije, tj. tocnije: ako su 9 i N elementarno ekvivalentni
modeli tada postoji ultrafiltar U tako da su ultrapotencije [[9M i

U

119 izomortne.
U
Implikacija (<) slijedi lako iz Losovog teorema. Za dokaz obrata vidite npr. [5].
O ultraproduktima detaljnije mozete ¢itati u [2], [5], [6], [7] [17], [32] i P. C.
Eklof, Ultraproducts for Algebraists, u [1].
Zadaci:
1. Neka je F' filtar nad skupom I. Dokazite:

a) ako Xy,..., X, € Ftadaje X;N...NnX, € F;
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b) ako X,Y € F tada je X UY € F;
c) ako je {X; : j € F} familija skupova iz F tada je UX; € F.

. Neka je I neprazan skup, te w € I. Dokazitedaje {X : X CI i we X}
filtar nad 1.

. Dokazite da je svaki konacni filtar glavni.

. Neka je E prebrojiv podskup od P(N). Dokazite da je tada filtar generiran
s E glavni filtar.

. Neka je I beskonacan skup. Za X C I kazemo da je kofinitan ako je skup
I'\ X konacan. Dokazite da vrijedi:

a) Skup svih kofinitnih podskupova od I ima svojstvo konaénih presjeka.

b) Postoje ultrafiltri nad I koji ne sadrze niti jedan konacan podskup
od I.

c¢) Ultrafiltar U nad I nije glavni ako i samo ako U sadrzi samo besko-
nacne skupove ako i samo ako U sadrzi sve kofinitne podskupove od
1.

d) Svaki ultrafiltar nad I ima beskona¢no mnogo elemenata.

Neka je U ultrafiltar nad skupom I, te X € U proizvoljan. Dokazite da je
tada U NP(X) ultrafiltar.

Neka je U ultrafiltar nad skupom I, te neka je I = A; U...U A,,. Tada
postoji ¢ takav da je A; € U. Ako su skupovi A; u parovima disjunktni
tada postoji tocno jedan ¢ takav da je A; € U.
Rjesenje: Ako A; € U tada je A € U. Posto je

p=I°=(A1U...UA) = ATN...NAS

tada je nemogucée da za sve ¢ vrijedi A; ¢ U (svaki ultrafiltar ima svojstvo
konaénih presjeka).

Ako su skupovi u A; u parovima disjunktni tada je nemoguée A;, A; € U,
opet zbog svojstva kona¢nih presjeka svakog ultrafiltra.

Neka je U ultrafiltar nad skupom I koji sadrzi neki konacan skup A =
{a1,...,a,}. Dokazite da je tada U glavni ultrafiltar.

Rjesenje: Ocito I = A°U{a1}U...U{a,}. Iz prethodnog zadatka slijedi
da postoji i takav da je {a;} € U. Tadaje U ={X CI:a; € X}.
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. Neka je S skup podskupova nekog skupa I takav da za sve X1, ..., X, € §

vrijedi da je X7 N...N X, beskonacan skup. Dokazite da je tada skup S
sadrzan u nekom ultrafiltru nad I koji nije glavni.

Rjesenje: Oznacimo sa F Fréchetov filtar nad skupom I. O¢ito skup SUF
ima svojstvo konac¢nih presjeka. Iz teorema o ultrafiltru slijedi da postoji
ultrafiltar U tako da je S UF C U. Iz zadatka 8 slijedi da ultrafiltar U
nije glavni.

Za ultrafiltar U kazemo da je prebrojivo nepotpun ako nije zatvoren
za prebrojive presjeke, tj. postoji niz (X,) C U takav da NX,, & U.

Dokazite da je ultrafiltar nad N koji sadrzi Fréchetov filtar prebrojivo
nepotpun. Dokazite da je svaki glavni ultrafiltar prebrojivo potpun.
Rjesenje: Neka je X,, = N\ {n}. Posto je svaki skup kofinitan tada je
X, € U. Oc¢ito je N, X, = 0.

Ako je U = {X C I:a € X} neki glavni filtar, te (X,,) C U, tada je
oc¢ito a € NX,,. Iz toga odmah slijedi NX,, € U, tj. glavni ultrafiltar U je
prebrojivo potpun.

Neka je I # () i U ultrafiltar nad I. Dokazite da su sljedec¢e tvrdnje ekvi-
valentne:

a) ultrafiltar U je prebrojivo nepotpun;
b) postoji niz (Y,,) C U takav da vrijedi NY,, =0 il =Y, 2Y; DYy D

¢) postoji niz (Z,) C P(I) takav da za sve n € N vrijedi Z,, & U, za sve
n#m vrijedi Z,NZ,, =0 i UZ, = 1.

Rjesenje. b)= a). Posto je NY,, = () tada NY,, € U.

a) = b). Neka je (X,) C U takav da NX,, ¢ U. Definiramo induktivno
niz skupova (Y;,) ovako:

Yo=1
Y1 = Xo\ (NXy)
Yor1 =Y, NX,, zasve n>0
Indukcijom po n lako je dokazati da je (V,,) C U.

(Komentar: Posto je Yy = I, te je U ultrafiltar, tada je Yy € U. Posto je
Xo € U te (NX,,)¢ € U tada je Xg N (NX,)¢ € U. No, Xo N (NX,)¢ =
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Xo \ (NX,,) = Y1, pa je Y71 € U. Pretpostavimo da za neki n > 0 vrijedi
Y., € U. Posto je po definiciji Y,,+1 =Y, N X,, tada je Y;,11 € U).

Iz definicije niza (Y;,) odmah slijedi da vrijedi
I=Y32Y1DY;D...

Dokazimo da je NY, = (). Pretpostavimo suprotno. Neka je z € NY,
proizvoljan. Posto je tada x € Y7 tada iz definicije skupa Y7 slijedi z € X
i = & NX,. Zatim, za sve n > 1 imamo =z € Y,4+1, a onda posto je
Y41 =Y, N X, tada je x € X,,. Time smo dobili kontradikciju.

c) = b). Za svaki n € N definiramo Y;, = Ug>, Zs. O¢ito vrijedi I =Y, D
Y12V, D....

Za svakin > 1imamo Z1 U...UZ,_; ¢ U (vidi propoziciju 2.124.). Posto
je U ultrafiltar tada je (Z3 U...U Z,,_1)¢ € U. Posto je UZ,, = I, te su
skupovi Z,, u parovima disjunktni, tada je (Z1U...UZp_1)¢ = Up>nZi =
Y,. Time imamo da za sve n € N vrijedi Y,, € U.

Provjerimo jos da je NY,, = 0. Ako je x € NY,, tada za sven € N vrijedi x €
Y, = Ug>nZj. 1z toga jednostavno slijedi da ne postoji n € N takav da je
x € Z, (tu takoder koristimo disjunktnost skupova Z;). To je kontradikcija
saxelil =UZ,.

Dokazujemo sada da vrijedi a)=-c). Induktivno prvo definiramo niz skupova
(Y,,) ovako:

Zatim, neka je
Zo=Y1
Zn: n+1\Yn+27 7121

Provjerimo da niz (Z,) ima tri trazena svojstva.
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Dokazimo da za sve n € N vrijedi Z,, ¢ U. Primijetimo prvo da po pre-
postavci Zg € U. Pretpostavimo da je n € N\ {0} takav da vrijedi Z,, € U.
Tada je Y41 \ Yayo € U. Posto vrijedi X,, € U tada zbog zatvorenosti na
presjeke slijedi (Y41 \ Ynt2) N X, 41 € U. No,

(Yn+1 \Yn+2)an = ( m Xk\ ﬂ Xk)ﬂXn = @,
k<n+1 k<n+2

¢ime imamo @ € U, §to je nemoguce.

Dokazimo sada da za sve n # m vrijedi Z, N Z,, = (). Primijetimo prvo
da je za sve n > 0 ispunjeno

ZoNZn = (N Xe) N (Yog1 \ Yoy2) =
keN

(NXe) N (N X\ N Xe)=0.

keN k<n+1 k<n+2

Promotrimo sada slu caj kada su n,m > 0. Radi odredenosti neka je
n < m. Pretpostavimo da je x € Z,, N Z,,,. Primijetimo:

Zn N Zm = (Yn \ Yn+1) N (Ym \ Ym+1) =
= (NXe\ N X)n (N Xe\ N Xp)
k<n k<n+1 k<m k<m+1

Tadajex € (| Xp i o & X, tejex e (| i z¢& X,,. PoSto je po
k<n k<m
pretpostavei n < m, te je z € [ Xy tada je posebno x € X,,. Time smo
k<m
dobili kontradikeiju.

Dokazimo na kraju da vrijedi I = UZ,,. Neka je z € I proizvoljan. Pro-
matramo dva slucaja: ¢ € (X, 1 € Xn.
n n

Ako je x € N X,, tada iz definicije Z; = (X, slijedi x € Z;. Pret-
n n
postavimo sada da z & () X,,. Neka je n € N najmanji koji ima svojstvo
n
z ¢ X,. Primijetimo da je tada © € (| Xy, tj. z € Y,,. Zatim, imamo
k<n

g ) X tj. €Yo Tadaz € Y, \ Yoq, tj. ¢ € Zp41.
k<n+1
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Neka je {M; : i € I'} neka familija c—struktura i S neki skup o—recenica.
Dokazite da tada vrijedi:

a) ako je za sve F' € S skup {i € I : M; = F} kofinitan tada za svaki
ultrafiltar U nad I koji nije glavni vrijedi [, M, = S.

b) ako je za svaki {Fy,...,F,} CSskup {i e [: M; = F1 A...ANF,}
neprazan tada postoji ultrafiltar U nad I tako da vrijedi [[,, M; = S.

Neka je P neki beskonacan skup prostih brojeva, te neka je za svaki p € P
sa F}, oznaceno neko polje karakteristike p. Neka je U neki ultrafiltar nad
P koji nije glavni. Dokazite da je tada [[,, F}, polje karakteristike 0.
Rjesenje: Neka je S = {G,, : n > 1}, gdje je G, =n -1 # 0. Za svaki n
skup {p € P : F}, = G,,} je kofinitan, posto je to skup prostih brojeva iz
P koji ne dijele n. Tada iz zadatka 12 a) slijedi da je [[, F) jedan model
za skup formula S. Iz toga slijedi da je [],, F}, polje karakteristike nula.
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