Pana acum ne-am focusat mai mult pe functii analitice care au
derivata bine definita. Consideram acum functii care sunt analitice aproape
peste tot cu exceptia unor puncte.

Definitie: Un punct zo de numeste singularitate izolata a unei functii f (z),
daca existd o vecindtate a lui Zo, 0<|z—z,| <& pe care f(z) este injectiva si

analitica dar nu si 1n zo. Singularitatile izolate pot fi:

(1) inlaturabile daca ZILnZwO f (z) existd si e finita,

(2) pol daca ZILrQ f(z)=o si

(3) esentiala daca f (z) nu are limitd pentru z — z,

Daca f(z) are singularitate de tip pol de ordinul p in zpatunci (z-z,)" f(z)
este analitica in z=z, si poate fi dezvoltata in serie Taylor. Si, f(z) are serie

Laurent:
1 a2 n
f(z)= b(z-z 58
@)= (%) (58)
Renotam coeficientii seriei:
f(z)=> a,(z-2) (59)
n=-p

Seria are termeni cu puteri negative. Reziuul functiei in zo este a,. Partea

-1
principala a seriei Laurenteste > a (z-z,)".

n=-p

Determinarea reziduului unei functii intr-un punct de singularitate este de
importanta cruciala in evaluarea integralelor complexe. Exista formule de
calcul pentru reziduul unei functii intr-o singularitate z=z, fara sa fim

nevoiti sa dezvoltam explicit functia in serie Laurent in z, si sa identificam
coeficientul termenului (z-z,)". Tipul formulei depinde de natura
singularitatii.

Daca f(z) are singularitate de tip pol de ordinul m in zo atunci:



Rez(f,z)=a, = Iim{%ﬂml((z—zo)m f(z))} (60)

5| (m-1)dz"*

Mai general:
Reziduul functiei f(z) Tntr-o singularitate izolata zo se defineste ca

fiind numarul complex:

Rez(f,2,)= %If(g)dg (61)

unde vy este o circumferinta suficient de mica pentru zo, |z—z,|=r, Tncat pe

discul |z—z,|<r, f(z) sd nu aiba alte singularitati.

Exemplu: f(z):ﬁ

Rez(f,a):%j ij—dcj 1

4

Verifica rezultatul si cu ajutorul formulei (60)!

\_/

h
Dacad f(z)= h@) are singularitate pol de ordinul unu, sau simpla, in
Z_

z=a, atunci Rez( f,a)=h(a). Intr-adevir, cu formula integrald Cauchy:

‘\_/
|

1 1
Rez(f,a) 2—<}:> :z_qj _

Exemplu:
Consideram functia:

z z

f(2)= z? —eZz—3 - (z+1)(z-3)

Din factorizarea numitorului vedem cd f (z) are singularitdti pol in z=-1 si

z=3. Reziduurile respective sunt:



Rez(f,-1)=——| =--—,  Rez(f3)-—
z-3|,_, de z+1 , 4

Deoarece f(z) este analitica in rest, reziduul sdu In orice alt punct este zero.

Reziduurile sunt esentiale in calcularea integralelor functiilor analitice
pe contururi Tnchise. Teorema reziduurilor spune ca valoarea integralei unei
functii complexe pe un contur inchis depinde numai de reziduurile sale in

singularitatile din interiorul conturului de integrare.

Teorema 7: Fie f(z) o functie analiticd pe un domeniu D, mai putin intr-un
numar finit de singularitati izolate z,z,,...,z,. Atunci pentru orice domeniu
inchis G din D care contine punctele z,,z,,...,z, avem:

qgf(g)dg”:Zﬂian_;Rez(f,zk) (62)

oG

Exemple:
1. Folosind teorema reziduurilor evaluam urmatoarea integrala pe un contur
inchis:

z

e
(ﬁzz—Zz—de

r
unde T este un cerc cu raza r centrat in origine. In acord cu un exemplu
anterior functia de sub integrala are doud singularitati in -1 si 3 cu
reziduurile —1/(4e) respectiv e*/4.

Daca raza cercului este r>3 atunci cuprinde ambele singularitati si cu
formula reziduurilor (62)

z

3 et —1) i
<j5—2 € dz = 27i L =—( ) , >3
2°-27-3 4e 4 2e

r

Daca cercul are raza 1<r <3, atunci acesta cuprinde numai singularitatea -1,
Si:



Daca 0<r<1, functia nu are singularitdfi in interiorul cercului si astfel
integrala este nuld. In final daca r=1 sau r=3, conturul de integrare trece
prin singularitate si integrala nu converge.

2. Folosind teorema reziduurilor evaludm urmatoarea integrald pe un
cerc C:fz|=2

22-3
d
(i)z(z—l) :

Functia de sub integrala are doua singularitati in 0 si 1 cu reziduurile:

22-3 2z2-3

z-1

Rez(f,0)=

=43, Rez(f.1)=

z=0

%S 223 dz =27i(Rez(f,0)+Rez(f,1))=27i(3+(-1))=4xi

Functia de sub integrala are singularitati in 0, i si -i cu reziduurile:

1 . z+1 i+1 i+1
Rez(f,0)= Zr =+1 Rez(f,i)= - =
(1.0) 2 +1],, " (.9) z(z+i)| . Q-2 2
. 1| -ivl i-l
Rez(f,-i)=—2" = =
(f.51) z(z-i)| P2 2



z(zz+1)
Zﬂl(l—iil ﬂj:o
2 2

Cap. VIII Transformari integrale. Transformari Fourier
Bibliografie: Krasnov et al.(1989), Riley et al.(2006), Pain (2005)

8.1 Integrala Fourier
Aproape toate functiile periodice de interes in fizica pot fi reprezentate cu
ajutorul seriilor Fourier:

f(x)=%a0+a1cosx+blsinx+a20032x+bzsin2x+... (1)

adica o constanta 1/2a, plus termeni de sinusuri si cosinusuri cu diferite

amplitudini, avand frecvente care cresc in pasi discreti. Convergenta acestor
serii ridica anumite probleme numai in punctele de discontinuitate ale
functiei. Sa luam exemplul undei patrate:

f(x)=4/pi(sinx+1/3sin3x+1/5sin5x+...)

Figura 8.1 Unda patrata de inaltime unu si seria sa Fourier de sinusuri.

In punctele de discontinuitate seria reprezinta media aritmetica a limitelor
laterale ale functiei in punctul de discontinuitate.
Putem scrie seria Fourier in cateva forme echivalente:



f(x):%+ 3 (a, cosnx-+b, sinnx) (2)
n=1
a =1jf f (x)cosnx dx b =1]€ f (x)sinnx dx

' ﬂ—/r ' ﬂ—ﬂ'

f(x):%jti«/ajjtbnz \/aza”szcosnXJr?—"sinnx (3)

n=1 a, +b§
1 0
f(x):§a0+ZA1cos(nx—¢n) 4)
n=1
2 2 2 1 b
Unde, A>=a’+b? Sitgp, =1
aﬂ
Sau in forma complexa:
f(x)=>_ ce™ (5)
Unde, a”_zlb" =c, ,n=0
a, +ib, _c , n<0
2

2z
Primul termen a, /2 =1/27zj f (x)dx este tocmai valoarea medie a functiei pe
0

un interval egal cu o perioada. Acesta este nivelul stationar constant peste
care se suprapun componentele alternative de sinusuri si cosinusuri.
Constanta poate fi modificata prin translatia functiei in raport cu axa x. Cand
o functie periodica este simetrica in raport cu axa X, valoarea sa medie si
deci nivelul sau stationar de baza a, /2 este zero ca si in cazul undei patrate.

Daca ridicam unda patrata pe verticala, valoarea medie si nivelul stationar
creste. a, reprezinta dublul valorii medii a produsului f(x)cosnx pe o

perioada.

Orice functie poate fi scrisa in forma:



F() =2 F(x)+ T (X)]+2[ (- F ()] 6)

Prima paranteza dreapta este o functie para si a doua paranteza este o functie
Impara. Astfel, partea de cosinusuri din seria Fourier reprezinta partea para a
functiei iar partea de sinusuri a seriei reprezinta partea impara a functiei. O
functie para va fi reprezentata cu o serie Fourier partiala de cosinusuri si 0
functie impara cu o serie Fourier de sinusuri. Unda patrata din figura 1 este
impara f(—x)=-f(x) , nu are constanta si este o serie de sinusuri:

f(x):i(sinx+lsin3x+lsin5x+lsin7x+...j (7)
T 3 5 7

Daca translatam axa y cu ~/2 spre dreapta atunci f(-x)=f(x) si functia
unda patrata devine para.

Daca luam primii trei termeni din seria de sinusuri (7) care reprezinta
unda patrata si ii adunam, rezultatul arata ca in figura 3. Prima armonica sau
armonica fundamentala are frecventa undei patrate iar armonicele cu
frecvente mai mari construiesc unda patrata.

f(x)=4/pi(cosx-1/3cox3x+1/5cos5x-1/7cosTx...)

Figura 8.2 Unda patrata din figura 1 este acum simetrica fata de axa y si
devine o serie Fourier de cosinusuri (functii pare)



Seriile Fourier pot fi reprezentate ca un spectru de frecvente. In figura
4 sunt reprezentate amplitudinile frecventelor componente din unda patrata
din figura 1. Fiecare termen sinus este reprezentat printr-o singura linie

spectrala.

sinx,sin3x,sin5x,53

L o AN
¢

Figura 8.3 Primii trei termeni din din seria undei patrate.
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Figura 8.4 Seria Fourier de sinusuri reprezentata ca un spectru de frecvente

Pana in acest moment functiile dezvoltate in serie Fourier erau periodice, sau
macar prelungite prin periodicitate. Acum ne propunem sa abordam functiile

neperiodice.



Fie f(x) o functie definitd pe R si neperiodicd. Functia nu poate fi
dezvoltati in serie Fourier. In schimb, in anumite conditii f(x) poate fi

reprezentatd printr-o integralda dubld improprie care prezintd o oarecare
analogie cu seria Fourier.
Orice functie f(x) care pe un interval [-I,I] indeplineste conditiile

pentru dezvoltarea in serie Fourier, poate fi reprezentata pe interval ca o
serie trigonometrica:

0

Z(a cos—x+b smnij (8)

1

Coeficientii a, si by din seria (8) sunt dati de formulele:

Nzt

a :%If( )cosl—d

9)

Nzt

b =|}_i‘lf( )sml—d

Seria din partea dreapta a relatiei (8) poate fi scrisa in alta forma.
Introducem Tn seria (8) coeficientii a, si b, cu formele (9), apoi aducem sub
semnul integralei factorii cos(nzx/l) si sin(nzx/l), lucru posibil deoarece

variabila de integrare este T s1 apoi folosim formula pentru cosinusul
diferentei. Vom obtine:

0 |
f(x)= ZIIf dr+zllj'lf (cos?cos@ﬂm?sm@jdr

f(x)= 2ij dr+i|1jf gdr (10)

n=1 % _|

Daci o functie este definitd pe un interval mai mare decat [-1,1], de exemplu

pe toatd axa reald, atunci dezvoltarea (10) va reproduce valorile functiei
numai pe intervalul [-I,I] si va continua pe intreaga axd ca o functie

periodica cu perioada 2|. Dacd f(x) este o functie neperiodica si este



definita pe toata axa, in (10) putem incerca sa mergem la limita | — +o.
Este natural sa cerem ca urmatoarele conditii sa fie indeplinite:
1) f(x) sd indeplineascd conditiile de dezvoltare in serie Fourier

(marginire $1 monotonie pe portiuni) pe orice segment finit al axei OX.
2) f(x) sa fie absolut integrabild pe intreaga axa reald, adica
integrala improprie:
I|f(x)|dx:K<+w (11)

—00

sa fie convergenta.
Daca conditia (11) este indeplinita, atunci primul termen din (10) tinde la
zero pentru | — 4. Intr-adevar,

1 17 K
Saﬂf(r)|dr£§.[o|f(r)|dz'=§|::00 (12)

Tn continuare, ne ocupam de cel de-al doilea termen, adica de limita sumei
din (10) pentru | — +oo.

2 %JI'If cos

nz(x—7)
I

dr

Tn acest sens, consideraim multimea discretd de frecvente dupa care are loc
sumarea (o va fi o noua variabila):

T 2z 2r 3r nz
O=—=—, O,=—, O3=—,..., O =—",
I T | | I
o, fiind frecventa fundamentala.
Distanta interfrecvente este Aw, = w,,, -, :IE astfel incat %: AD,
T
Suma din relatia (10) devine:
1 |
ZACO —If Jeosaw, (x—7)dz (13)

7

Integrala este absolut convergenta si astfel aceasta suma pentru | suficient de
mare va fi putin diferita de expresia:

10



ZAa) —J Jcosw, (x—7)dz (14)

—00

Aceastd expresie aratd ca o suma integrald Riemann pentru functia de
variabila o:

0

w(@)==[ f(r)cosw(x-r)dr pe (0)  (15)

T

—00

Pentru 1 — 40, distanta dintre frecvente Ao, =|5—>0, frecventele relevante

devin un pachet dens pe (0,). La limitd anticipdm ca toate frecventele
posibile vor fi prezente si suma (14) devine definitia integralei:

J :_Ida)j )cosw(x—7)dr (16)

0

Pe de alta parte, pentru | -+ si X fixat, din (10) rezulta:

_|.mzljf (r)oos ™ (x-7)dr (17)

S1 obtinem:

1jda)j f(r)cosw(x—7)dr (18)
r

0

Teorema: Daca functia f(x) este absolut integrabilad pe R si are un numar
finit de discontinuitati de prima spetd pe orice interval finit [a,b], atunci:

00 00

ijda}j f(r)cosw(x—7)dr (19)

0

Tn orice punct X, care este o discontinuitate de speta intdi pentru f(x),
integrala din (19) este egald cu 1[ f(%—0)+f(x,+0)]. Formula (19) se

numeste integrala Fourier.
Incercam o interpretare, o analogie pentru integala Fourier.

11



Daca folosim formula pentru cosinusul diferentei, integrala Fourier (19)
poate fi rescrisa:

o0 o0

f (x):ij'dwj' f (7)(coswxcos wr +sin wxsin wr)dr

f(x)=_l‘[a(a))coszer(a))sina)x]dco (20)
unde

o0

:1_[ f cosa)r dr
V2

0

:ljf sinwr dr (21)
V2

Functiile a(w) si b(w) sunt copii ale coeficientilor Fourier a, si by ai unei

functii periodice, dar coeficientii Fourier sunt definiti pentru valori discrete a
lui n, iar functiile (21) sunt functii de ® pe R.

Forma complexa a integralei Fourier
Presupunand f (x) absolut integrabila pe R, consideram integrala:

T f(r)sino(x-7)dr, weR (22)

Acecasta  integrald  este  convergenta pentru weR  deoarece
| (z)sin&(x—z)|<|f (z)]. Mai mult, aceasta este o functie continua impara de

o. Dar integrala unei functii impare pe interval simetric este nula:

Iimjda)j r)sino(x—7 dr—J-da)J‘ 7)sinw(x-7)dr=0

| >

Pe de alta parte, integrala
J. f(r)cosw(x—7)dr, wekR (23)

este functie para de o, si:

12



0 0 00 o0

Ida)jf )Jcosa( :%J'da)‘[f cosw(x—7)dr

0

Cu acestea, formula integrala Fourier poate fi scrisa:

Idwj Jeosw(x—7)dr (24)

Facem un truc, Inmultim:
0=—=[do | f (r)sinw(x—r)dr

cu unitatea imaginara i si adunam cu (24), obtinem astfel:

x):% T dcoT f(7)[cosw(x—7)+isinm(x—7)]dz

—00

Folosind formula Euler e =cosgp+ising, vom avea:

:%wa? f(7)e“t) zi]iei”’xdwzf(r)eimdr

—0

o0

f(x)= edo | f (r)e dr (25)

Aceasta este forma complexa a integralei Fourier.

Incercam o interpretare a formei complexe a integralei Fourier. Rescriem
integrala:

{%j f (z')e‘i“”dz'}i“’xda) (26)

Putem scrie integrala Fourier:

£ (x)= % [ F(op“do 27)

13



Unde,
F ()= % [ ()™ dz (28)

se numeste transformata Fourier a lui f (x). Vom discuta mai tarziu despre

transformata Fourier.
In acest moment stim ca daca perioada T =21 este finita si f(x) este

periodica, seria Fourier in forma complexa
F(x)=Y e (29)

ne spune ca reprezentarea functiei este in functie de un numar infinit de
frecvente diferite ...,—20,0,20,... (o=x/1=27/T), fiecare frecventa

separata printr-un interval finit de frecventele vecine. Daca functia f(x) nu
este periodica si are o perioada infinita , atunci

f (x):%j F (o) do (30)

Si aceasta expresie este integrala (nu suma) unui numar infinit de
componente, frecvente care sunt foarte apropiate unele de altele si au

amplitudinile —F(»)dw, deoarece o variaza continuu in loc de o variatie

Jor
in pasi discreti.
Pentru o functie periodica amplitudinea unei frecvente este coeficientul

1+I

C,=—
214

f (x)e"™dx (31)

In timp ce amplitudinea corespunzatoare in integrala Fourier este:

% F (0)do= le f(c)e ™ dr (32)

Unde avem in vedere ca frecventa fundamentala a)lzzzzvlzzT—”—m , 1T

devine infinitezimal si poate fi scris dv respectiv deo=2zdv .

14



Exemple:
1) S& se reprezinte  printr-o  integrald = Fourier  functia:

1L, |x<1
f(x)=41/2, X =1
0, x| >1

0 00

ijda)jf cosw(x - r)dr——jdchosw (x—7)dzr

0

@ @

:ﬁ(_sin o(x-1) sin w(x+1)jdw

171 2 tsinw
=—j—(23|nwcoswx w=—|—=coswx dw
T 0 ()] T 0 (0]
2 tsinw
= j—coswx dw
T (0]

0

2) Sa  se reprezinte  printr-o  integrald  Fourier  functia:

f (X):{l—xz, xe[-11]

0, in rest

jjda)? f()cosm( )dr:dea)j‘(l—rz)cosw(x—r)dr

0

Hoof-r)e[2220)

0

-

_T)l +_1[2r5inw(xr)er

-1

15



0 w 0 -

_ 1Tda)( 2j(cosw(x—1)+cosw(x+1) 1sino(x-7) |l ]

B

27 1 . . . .
=——Ida)—2 COS wX COS @ + SIN X SIN @+ COS wX COS @ — SIN wXSIN @ +
[0

l(sin w(x—1)-sin a)(x+1))j

w

=—£Idwi2(2005wxcosa)+l
T

(Sin wx cos @ —sin @ cos wX —sin X cos @ — oS wXsin a))j
@ @

=—EJda)iz(ZCOSa)XCOSa)—lZCOSa)XSina))
T (4] (4]

4% 1 1.
=__j—zcoswx cosw——sinw do
/] w

4% wcosw—sinw
f(x)=—;j—

e coswX dw

8.2 Transformata Fourier

Transformarile integrale sunt o unealtd puternica in problemele de
fizica.

Fie f(x) o functie definitd pe un interval (a,b) finit sau infinit.
Transformarea integrala a lui f (x) este functia:

='TK (x,0) f (x)dx (33)

16



unde functia K(x,@) este fixatd de transformare si se numeste nucleul

transformarii.

Fie f(x) o functie neteda (de clasa C') pe portiuni pe orice interval
finit de pe dreapta reala si absolut integrabila pe dreapta.

Definitie: O functie:
l T —iwx
F(m):EJ’ f(x)e""dx (34)

se numeste transformata Fourier a functiei f(x) sau funcfia spectrala.
Aceasta este o transformare integralda a lui f(x) pe R cu nucleul

1 —iwx
K(X,a))=Ee .

In forma complexd a formulei integrald Fourier putem identifica
transformata Fourier:

f(x)=5 [ edo] f (r)erde (35)
si obtinem,
£(x) :%j F (0)edo (36)

Aceasta se numeste transformata Fourier inversa si coreleazd pe F(w) Cu

f(x).

Uneori transformata Fourier directa este data in forma:

F (@) = | f()e"dx (37)

Cu transformata Fourier inversa:

F(o)e™do (38)

Transformatele Fourier directe si inverse mai pot fi definite si cu relatiile:

F ()= [ f(x)e™dx (39)

—00
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f(x)= i [ F(0)e”do (40)

Pozitia factorului 1/ 27 este arbitrara.

Am vazut ca integrala Fourier care reprezinta o functie neperiodica
poate fi scrisa

l T iwXx
f(x)=—,_2ﬂ:[OF(a))e dw (41)
in care transformata Fourier a functiei este

F(o & " dx (42)

)=ﬁif(x)

Astfel, integrarea in raport cu o variabila produce o functie de cealalta
variabila. Ambele variabile apar ca un produs in argumentul exponentialei,
si acest produs trebuie sa fie adimensional. Orice pereche de variabile care
satisfac acest criteriu formeaza o pereche Fourier.

Sa consideram variabilele timp si frecventa. O functie de timp poate fi
exprimata ca un spectru de frecvente si invers.

f (t):%]g F ()" do (43)
F (o)== [ (e (44)

In loc de ® putem folosi v, daca avem in vedere w=2zv Si dw=2zdv

In mod asemanator, o functie de coordonata poate fi exprimata ca o functie
de numere de unde k=27/21 .

Daca functia f(t) este para doar cosinusul din exponentiala este operativ si

transformata Fourier va fi o functie reala.

Exemple de transformate Fourier

18



Vom calcula transformatele Fourier pentru doua functii de mare importanta
in fizica (functia Gaussiana si functia ,,fanta”). Ambele sunt pare si au
transformata Fourier reala.

1. Curba Gaussiana apare in descrierea pachetului de unde asociat
particulei in mecanica cuantica. Transformata Fourier a distributiei
Gaussiene este tot o distributie Gaussiana.

sigma=0.4,0.5

fix)

00 04 08

F({omega)
00 04 08

omega

Figura 8.5 Transformata Fourier a unei Gaussiene este tot o0 Gaussiana

In figura 5 functia Gaussiana:

f(x)=——e > (45)
oN2r
Este simetrica fata de origine, are inaltimea maxima 1/c+27z in x=0 si
Imprastierea descrisa de deviatia standard o, in x=+c functia coboara la
e ? din valoarea maxima.
Transformata Fourier este:

1 7 1 —
F =— g 20 e '*dx
(a)) N2r '[OG\/E
F(a)):i e 2 2e 2 dx
2no
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F(o)= i? ef[ﬁﬂ%)} e_ﬁdx

RV
o 2w? X | iow

F(o)= % e_ZT ef(E+fJ dx

Este cunoscut ca:

]c e X dx=/r

Atunci cu substitutia ¢ = \/_ 'jf) , d(p=%dx
O' (o2
F(w)= 27[0_ Ie “dop= \/77[ \/_
F(o)=—te 2 (45)
J2r

Am obtinut alta gausiana in spatiul frecventelor cu alta inaltime maxima
1/2z si alt parametru de imprastiere ¢ —1/c. Un puls mai ingust (¢ mic)
in coordonata x conduce la o distributie mai larga de frecvente.

Ipoteza asupra lui f(x) sa fie absolut integrabild pe R este restrictiva.
Aceasta exclude de exemplu functii elementare cum ar fi: f(x)=1,
f(x)=x*, f(x)=cosx, f(x)=e*, pentru care nu existd transformatd Fourier

(forma clasica).
Imagini Fourier pot fi determinate numai pentru functii care tind la zero
pentru |x| — +eo suficient de repede.

2. pulsul rectangular

f(x)= - |X|<0, 6>0 const
0
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1% ‘ 1 e/
F - = f —|a)xd _ —m)xd _
(o) \/ﬂ'[] (x)e"dx = J; X = 27[ ol

€0S O —iSin o — cos b — i sin Ow)

— \/%ia) (e—iem el&a}) \/_Ia) (
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Transformata Fourier din figura are =2 si o este reprezentat pe axa

Ox.

Figura 8.6 Transformata Fourier a pulsului rectangular

Proprietatile transformarilor Fourier (facultativ)
1) Liniaritate Dacd F(w) si G(w) sunt transformatele Fourier pentru functiile

f(x) si g(x), atunci pentru Ve, 8 constante, transformata Fourier a functiei
af (x)+pg(x) vafi aF (0)+pG(w). Transformarea Fourier este un operator

liniar  (x)->F (o).

Intr-adevir,
—iwx _ a T —iwx /B T —iwx
\/_‘[o X)+ B9 (x))e dx_—m_[of(x dx+—27z _[g dx
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=aF (0)+ pG(w)

Vom nota transformata Fourier a functiei f (x): F[ f(x)]=F (o)

2) Dacd F(w) este transformata Fourier a functiei f(x) absolut integrabila pe
R, atunci F(w) este marginitd pe R.

Dacd f(x) este absolut integrabila pe R, atunci “f (x)|dx =K <+oo0. Fie:

1 o0

F(Q)ZEI f (x)e™*dx transformata Fourier a lui f (x). Atunci,
1 17 i 1 % K
F — f e—lwxd S f d —
‘ (a))‘ \/27r_'!; () " VZ%_‘U (X)‘ " N2

= F(») marginita.
3) Transformarea Fourier inlocuieste diferentierea cu operatia de inmultire:
F[ 190 ]=(0) F[f(x)], k=1..,m (46)

Fie f(x) o functie absolut integrabild cu f’(x) functie absolut integrabila pe
R, astfel incat f(x)—>0 pentru |x|— . Presupunand f’(x) functie neteda
(de clasa CY), scriem:

1 2 prin parti

F[f]=—— J' f'(x)e"”dx =

=——| f(x)e*|" +i wf x)e "*dx

|0 io] e o

Primul termen din paranteza se anuleaza deoarece f(x)—0 pentru |x|—oo.
Atunci,

F[f']=iwF[f] (47)

Adica, transformata Fourier a derivatei functiei este egala cu produsul dintre
iw s1 transformata Fourier a functie.
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Daca f(x) are derivate netede si absolut integrabile padnd la ordinul m,
atunci:

F£9(x)|=(i0) F[F(x)], k=1...,m (48)

Transformarea Fourier este utila deoarece inlocuieste operatia de diferentiere
cu cea de inmultire cu cantitatea iw, Simplificand astfel sarcina de a integra
unele tipuri de ecuatii diferentiale.

4) Corelatia dintre rata de scadere a lui f(x) pentru |x—>o si
proprietatile transformatei Fourier (netedd).

Presupunem cd f(x) si xf(x) sunt absolut integrabile pe R. Atunci,
transformata Fourier a lui f (x),

F(o e *dx

l 0
=——= | f(x
)= £ (x)

va fi diferentiabila.
Intr-adevar, diferentierea formala in raport cu @ duce la:

j_z) _ _ﬁ_]i)(f (x)e™dx = —iF [ xf ()]

_dF (@)
i—= =F[xf (x)] (49)
Dacda 1mpreund cu f(x) si functiile xf(x), .., x"f(x) sunt absolut

integrabile pe R, atunci procesul de derivare al transformatei Fourier poate
continua si are loc:

L, 0“F (o)

| K

“F[xF (9], k=1...m (50)

dw

Cu cat functia f(x) descreste mai repede pentru |x|—>o cu atat

F(w)=F [f (x)] este mai neteda, adica are derivate de ordin mai mare.
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5) Teorema de convolutie: Fie F,(w) si F,(w) transformatele Fourier ale
functiilor f,(x) si f,(x) respectiv. Atunci:

R (0)F(0) == (e 0= | (n)e ey

27

—00 —00

: (le_ )y [T 00 L (y)e =y

unde integrala dubla este absolut convergenta. Schimbam variabila y astfel
incét x+y=r,CU y=7—xX.

F(0)F, (0) = — Te‘“’{ifl(x)fz(r—x)dx}dr (51)

Functia:

o(7)= J. f(x) f,(7—x)dx,—00 <7 <+o0 (52)
se numeste convolutia lui f (x) si f,(x) si se noteazd cu (f,*f,)(7), adica:

(fx£,)(7)= [ £(x) £, (-x)ax (53)

Ultima relatie pentru produsul transformatelor Fourier (51) poate fi rescrisa:

%j e“p(r)dr = \/5':1(”) F, () (54)
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Teorema de convolutie: Transformata Fourier a convolutiei lui f,(x) si
f,(x) este egald cu produsul transformatelor Fourier a functiilor care

participd la convolutie cu un factor /2 .
F[f,*f,]=N2zF[f,]F[f,] (55)

Proprietatile convolutiei:
-liniaritate: f *(ef,+a,f,)=a (f *f)+a,(f = f,)
-comutativitate: f = f, = f, * f,

8.3 Produsul de convolutie

Orice incercare de a masura valoarea unei marimi fizice este limitata,
intr-o anumita masura, de precizia aparatului de masura folosit. Pe de o
parte, marimea fizica pe care vrem sa 0 masuram va fi in general o variabila
X, functia adevarata ce trebuie masurata cu ditributia f (x) . Pe de alta parte,

aparatul pe care il folosim nu furnizeaza valoarea adevarata a functiei; o
functie g(y) defineste rezolutia aparatului.

20
1

15

05
1

00

Figura 8.7 Functii rezolutie: ideala 3-functie, rezolutie fara bias, bias cu
deplasarea observatiilor spre valori mai mari decat cele reale
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Figura 8.7 ilustreaza functii de rezolutie posibile. Pentru rezultate bune ne
dorim functii rezolutie apropiate de o d-functie. O mare clasa de aparate au
functii de rezolutie cu grosime finita si media centrata pe valoarea adevarata.
Totusi, unele aparate au bias care tinde sa deplaseze observatiile producand
erori sistematice.

Fiind data distributia adevarata f(x) si functia de rezolutie a

aparatului de masura g(y) vrem sa calculam ce distributie a observatiilor
h(z) vom avea. Simbolurile X, y si z toate se refera la aceeasi variabila

fizica (de exemplu o lungime sau un unghi) dar sunt notate diferit pentru ca
variabila apare in analiza in trei roluri diferite.

Probabilitatea ca o citire adevarata dintre x si x+dx, si deci avand
probabilitatea f(x)dx sa fie selectata de experiment, sa fie mutata de

rezolutia instrumentului cu o cantitate z—x intr-un mic interval dz este
g(z—x)dz Atunci probabilitatea combinata ca intervalul dx sa furnizeze o

observatie care sa apara in dz este f(x)dx g(z—x)dz. Adunand contributiile

de la toate valorile lui x care pot produce observatii in domeniul z si z+dz ,
gasim ca distributia observata este:

h(z)= [ f(x)g(z-x)ax (56)

Integrala (56) se numeste convolutia functiilor f si g si se noteaza f =g .

Distributia observata este convolutia distributiei adevarate cu functia
rezolutie experimentala.
Daca rezolutia este ideala adica o &-functie, g(y)=5(y) atunci

h(z)=f(z) sidistributia observata este cea adevarata.
Convolutia oricarei functii g(y) cu un numar de 5-functii lasa o copie
a lui g(y) in pozitia fiecarei d-functii.

Exemplu: Determinati convolutia functiei f(x)=5(x+a)+5(x—a) cu
functia rectangulara g(y) din figura.
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h(z):_z f (x)g(z—x)dx=_]i[§(x+a)+5(x—a)]g(z—x)dx

=g(z+a)+g(z-a)

fx)
aiy)
hiz)

UL T T 1 T T 1 T T 1 T T 1 UL
32101 2 3 32101 2 3 32101 2 3

x ¥ z

Figura 8.8 Convolutia a doua functii f(x) si g(y)

8.4 Transformata Laplace

Unele functii f (x) nu au transformata Fourier pentru ca f nu tinde la
zero pentru |x| —» o si integrala din transformata Fourier nu este convergenta.
De exemplu f(x)=x nu are transformata Fourier. O functie ne poate

interesa numai pentru x>0. Acestea ne conduc la considerarea
transformatei Laplace definita prin:

o0

f(s)=]f(x)e~dx , s real (57)

0
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