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Laborator

e 8 teme

e cel care prezintd temele pana la termenul limitd precizat la
fiecare tema, punctajul maxim ce poate fi obtinut este
punctajul afisat pentru fiecare tema

e ccli care prezintd temele dupa termenul limitd precizat

punctarea se va face din 50% din punctajul temei prezentate



Examen

e teza scrisa de 1 ora, cu 3 sau 4 exercitil din materia predata,

~ry

“cu cursurile pe masa
e teza scrisa este notata intre 1 s1 10

e testul scris va avea loc:

- Tn saptamana 10 sau 11 - din primele 9 cursuri

- 16 mai - 22 mai 2022 - pentru cei care nu obtin puncta;
de promovare sau pentru marireca notei - din toate
cursurile



Calculul punctajului / notei final(e)

Punctaj final = punctaj laborator + 45*nota examen

Promoveaza disciplina acei studenti care au:

e nota la examen > 3
si
e punctaj final > 410 pt

Nota finala se calculeaza din punctajul final aplicand ”’curba lui Gauss”.



Desfasurarea semestrului

Saptamananile 1-7 si 9-13 — scoala conform orarului
Saptamana a 8-a (prima saptamana de evaluare) — libera

Saptamanile 10, 11, 12 - test scris
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http://numerical.recipes/

Capitolele cursului

Rezolvarea sistemelor liniare (Ax=Db)
Optimizare numerica (MiN { F(X) ; X e R"})
Valori si vectori proprii (Au = u)
Interpolare numerica

Ecuatii neliniare (f(x)=0)



“The world cannot be understood without numbers. But the

world cannot be understood with numbers alone.”

Hans Rosling, Anna Rosling Ronnlund, Ola Rosling

Factfulness. Zece motive pentru care interpretam gresit lumea si

de ce lucrurile stau mai bine decéat crezi

“The world cannot be understood without numbers, nor through

numbers alone.”



Traffic Flow
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FIGURE 1.24 Two traffic patterns.

(R.C. Penney — Linear Algebra, Ideas and Applications, 4-th ed., Wiley, 2016)
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one way streets;

the numbers represent the average number of cars per
minute that enter or leave a given street at 3:30pm;

X, Y, Z, W, ... - average number of cars per minute on a
certain street

no. of cars entering = no. of cars leaving
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X+Y =50

y+2 =80
Zz+w =50
X + w =20

X+y+z+w =100
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Centralitate in retelele sociale

- notiune 1Introdusa de A. Bavelas in 1948 studind
comunicarea ntre oameni

(V, E) — graful care modeleaza reteaua, A — matricea de
adiacentd asociatd, A=(a;);;_;, N=[?|

- care sunt cele mai ‘importante’ noduri din retea?
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1. Centralitate de grad (‘degree centrality’) — se bazeaza pe
notiunea de grad/grade asociate nodurilor in grafuri

Se numeste drum geodesic intre doua varfuri orice drum de
lungime minima (numar minim de muchii) dintre cele 2
varfuri.

2. Centralitate de apropiere (‘closeness centrality’)

Centralitatea de apropiere a unui nod este suma lungimilor
drumurilor geodesice de la nodul respectiv la toate celelalte
nodurl.
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3. Centralitate de interrelatie (‘betweennes centrality’)

b(V)= Z nst(v)

S#V#L, nst
s,teV

unde nst este numarul total de drumuri geodesice intre
nodurile s si t, iar nsy(v) este numarul de drumuri geodesice
care trec prin nodul v.

- masoara controlul pe care il detine nodul v in circulatia
informatiilor in retea
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4. Centralitate de vector propriu (“eigenvector centrality’)

- se tine cont de faptul ca nu toate muchiile (conexiunile)
sunt la fel de importante (ca in cazul centralitatin de grad)

- conexiunile catre persoane influente vor ‘imprumuta’
importantd mai mare decat conexiunie catre persoanele mai
putin influente

X(1) = centralitatea de vector propriu a nodului v;
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N
x(i)=% Z x(j)=%2ain(j), A > 0 0 constanta
j=1

JeT'(v;)
X = (X(1), X(2), ..., X(N))"

x=%Ax & AX=AX

n>0 - valoarea proprie Perron (cea mal mare valoare
proprie) , X — vectorul propriu asociat
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Compresia imaginilor digitale si descompunerea dupa valori singulare

o imagine digitald «» matrice de pixeli A cu m linii si n coloane

A=(aij)i=1 .+ & €Rsau R’

j=1,...,n

(a; €{0,1,...,255} saua; €{0,1,...,255} sau a, €[0,1]")

Memorarea lui A: m-n-mem(int/double)(-3) bytes

Descompunerea dupa valori singulare (SVD) a uneil matrici

A=USV' UeR™ SeR™" VeR™

U u,U,,...u, |, VVv,,v,,...,v, | = matrici ortogonale
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(ui’uj)Rm=5ij={l o ts ’ (Vi’VJ)Rn=5‘J' Vi)

O daca i # |
(6, 0 - 0 0)
0 o, 0 0
S= ERmxn
0 O o 0
0 0 0 0)

c,20,2-+-20,>0 ,r<min{m,n}- valorile singulare ale matr. A
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_ T T T
A=ouyv, +o,u\Vv, +---+o,uyv

r-r-r

. T T T

A= A =o,uyv, +o,uVv, +---+0o .UV,
memorarea lul Axnecesita k(m+n+1)-mem(double)

mn
r =

m=1265,n=538 1, = ( D’
m+n+

k=50 r=7.54; k=100 r.=3.77; k=200 r.=1.88;
k=300 rc=1.25; k=400 rc=0.94; k=538 r.=0.70
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Vectori si matrici
Fie Xi yi,A € R. Se definesc vectorii X, y e R" si operatiile

de adunare s1 inmultire cu scalan astfel:

(xl\ (yl\ (X1+y1\ (ﬂxl\

X X, + AX
x=| 2| y=| 7|, xey=| 2T | ax=|

\ Xn \ Yn / \Xn T Yn \ﬂ’xn)
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Fie vectorul ze C";
/zl\

Z2
z=|."|cUu z,,Z2,,..,2, €C.

\Zn
Pentru z € C utilizam notatiile:
Zz=a+iIb,Rez=a, Imz=b ,
Z = a—Ib — conjugatul numarului z

z|= Ja?+b? - modulul numarului complex z

23



Notam cu R™" / C™" spatiul matricilor cu elemente reale /
complexe cu m linii si N coloane

A=l @ . |, aeR/Ci=12..,m, j=12,..,n
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Definitie
X se numeste spatiu vectorial (spatiu liniar)
+: XxX=>Xsi -KxX—>X, (K=R)
astfel incat ( X , + ) este un grup comutativ :
a+tb=b+a, Vab e X-comutativitate,
(@a+b)+c =a+(b+c), Vab,c e X-asociativitate ,
F0eXa.l.a+t0=0+a=a, Va € X -element neutru,

VaeX, F-aeXala+(-a) =(-a)+a=0-element opus.
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1ar pentru operafia de inmultire cu scalari au loc relatiile:

Alatb)=4Aa+ Ab, VA1 eK, Vab eX,
(A+tu)a=Aa+ua, VAueK, VaelX,
AMpa) =(Apa, ViueK, VaelX,

71 eKastfelincat 1-a =a, Va e X.
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Definitie

Fie X un spatiu liniar. Spunem ca vectorii X1, X2, ..., Xp € X
sunt liniar independenti daca:
aX +a,X,+.+a X, =0>a =a,=..a,=0,a, €K
Spatiul vectorial X este finit dimensional daca exista p
vectort liniar independenti in X, X1, X2, ...,Xp € X, sl orice
multime de g elemente din X cu g > p este liniar dependenta.

In acest caz dimensiunea spatiului X este p (dim X = p).
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Fie spatiul vectorial X finit dimensional cu dim X = p. Orice

sistem de p vectori liniar independenti din X se numeste baza
a spatiului X.

Fie X1, X2, ...,Xp € X 0 baza pentru spatiul X . Atunci pentru

VX € X, Funice constantele a1, a,..., ap € K astfel incat

M-

X=X +0,X, +. . +a X =) a X .

I
i=1
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R"este un spatiu vectorial finit dimensional, dim R"=n cu

baza canonica:

(1)

0/

(0)

0/

29

(0)

\0 )

- pozitiak

..,€

n

(0)

1)



Calcul matricial

Fie matricea Ae R™":
(a, ... a )
A= : . , A=(a..

d| )i=1...m,j=1...n

\aml ot amn J
Se defineste matricea transpusa:.
(a,, ... a_,)
A=l i i [AT=(a, e R™"

\aln amn)

30



Pentru matricea:

(a, ... a, ) (a, ... a

m1l

\aml amn) \aln mn /

QO

Pentru A e R™" matricea adjuncta coincide cu transpusa,
g p

AR = AT,

31



Fie vectorul x e R", acesta este considerat vector coloana,

X e R™:
fxl\

32



O primavara frumoasa!
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Daca facem Inmultirea matriciala Aej obtinem coloana | a

matricel A:
( \
0 (al_ )
(3 2 ) .
11 in ||
Ae. =| - . : 1 _ =y
ej I . . pozitiaj |~ | -
am amn E
\ “m1 J \amj )
N

Ae; este coloana j a matricel A, J=1,....n;

ei' A este linia i a matricei A, i=1,...,m.



Fie vectorii X, y, cu ajutorul lor definim produsele scalare in
C"siR":

(X, (y,)
X
x=|," [eC", y= .y2 eC"
\ Xn \ Yn /
(Xl\
X,

(G Y)=2ox Y=y x=(Y, ¥, = ¥a)] .
=1 .




()

1
X2

\ %n /

\ Yn/

(X’ y)=ZXiYi = yTX=(yl Y2"'yn) :
i=1 .

(y

\ %n J



~ W o

Proprietatile matricei A"

(A+B)"=A+B"
(AR = A

(AB)H = BH AF
(A-l)H — (AH )-1

Proprietati ale matricei A’

(A+B)'=AT+B’
(A=A
(AB)T = BT AT
(A" =(AT)"



Propozitie
Fie AeC™*" ,xeC",yeC™" atunci:

(AX,Y)ar =(x A" y)(Cn .

Pentru cazul real avem:

AeR™", xeR", yeR" = (AX,Y)n =(x,ATy)

R
Demonstratie
(AX,y) =y" (AX) =y" Ax =y" (A" x =
= (A y)" x = (x, Ahy).



Tipuri de matrice

Definitii
O matrice AeR™" se numeste simetricd daci A =A'.

O matrice Ae C™" se numeste autoadjuncta daca A = AR,

O matrice Ae C™" se numeste unitara daca APTA=A A" =1,

O matrice Ae C™" se numeste ortogonala daca
ATA=AAT =1,



O matrice Ae C™", A=(aij ) se numeste matrice
triunghiulard inferior (Sau Inferior triunghiulara) daca

aij=0 pentruj > i

[ a, 0 0 0 0 )
a,, a,, o .. 0 0
a a a 0 0
31 32 33
A= .
a(n—l)l a(n—1)2 a(n—1)3 e a(n—l)(n—l) 0
\ Ay A, A3 o an(n—l) a‘nn]



O matrice Ae C™", A=(aij ) se numeste matrice
triunghiularad superior (Sau superior triunghiulara) daca

aij=0pentruj<i

(all d, a3 - a1(n—1) i, )
0 dy Ay v a2(n—1) A,
0 0 dgg o A3(n-1) ds,

o o0 0 - Anyn-1)  An-pyn
\ O O O O ann )




Notam cu I, matricea unitate:

| eR™ | =|:

10 O ---
01 0 ...

00 0 -

10

00
00

10
01,




Matrice diagonala D=diag[d1, da,...,dn]

DeR™ D=|:

(dlg 0.-0 0)
0d, 0--- 0 O

00 0--d_, 0

KOOO”’O dn)

11



Definitie

Norme

Fie X un spatiu vectorial real. Se numeste norma aplicatia:
| EX >R,

care indeplineste conditiile:

() |
(2)
(3)

X| 2 0;
x+yl<|
AX|=|4

X
X
X

=0 & x=0;
+|y|,V X,y e X;
'V xe X,YVAeR.

Vom numi norme vectoriale normele definite pe spatiile

X =C"sauR".

12



Exemple

Fie spatiile vectoriale C" sau R". Pe aceste spatii urmatoarele
aplicatii sunt norme vectoriale:

x|, =Y |x;| - city-block (Manhattan)
=1

x|, = \/ixiz ~ euclidiana
=1

,1=1..n} — Cebyshev (a tablei de sah)

x| =max{x,

13



Daca H - HV este 0 norma vectoriald si P e R™" este o matrice

nesingulara (det P # 0) atunci aplicatia:
|-, ' R" >R, X[ =[P,

este de asemenea 0 norma vectoriala.
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Definitie
Se numeste produs scalar 1n spatiul vectorial X aplicatia:
(-,-): XxX>K
care satisface conditiile :
(@) (x,x)20,VxeX, (x,x)=0 <& x=0;

(b) (x,y)=(y.x),Vx,yeX,
(c) (Ax,y)=4(x,y),Vx,yeX,VieK,

(d) (x+y,z)=(x,z)+(y.z),Vx,y,ze X.

15



Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz:

(<) =V )N(Y.y) WXy e X

Intr-un spatiu vectorial dotat cu produs scalar se poate induce

o0 norma numita euclidiana:

Xl =1x1 = (%, %).

16



Reamintim definitia produselor scalare pe C" si pe R"

Introduse anterior:

(X’ y)C” =inyi ’ (X’ y)R” =§Xiyi

Obtinem norma euclidiana (valabila in spatiile C" si R"):

n
u=Ixl= 3

17



Norme matriceale

Definitie

Aplicatia H - ‘ : R™ — Rse numeste normd matriceald daca:

(1)|A/20V AeR™ ; |[Al=0 & A=0.
(2)|aA=a|A ,YaeR,V AecR™.
(3)|A+B|<|A|+|B|,V A BeR™.
(4)|A*B|<|Al-|B|,V A BeR™.

18



Exemple

n

Norma Frobenius definita de relatia |A|_ = \/ ‘ai ; ‘2 este

i=1 j=1

5

0 horma matriceala.

Aplicatia HA 1=1,....n,J=1,...,n} NU este 0

. =max{a

norma matriceala.

19



Pentru n = 2 fie:

(1 1) (11
|2 TR o | N2 2
11 BET!
V2 V2 ) L V2 V2

1

A*B=I ,A — B - —

Al =Bl =

1

A B o =1> A L Bl =

max 2

20




Norme matriceale naturale

|, :R" > R, onorma vectoriala — || - ||, :R™" = R, norma

matriceala naturala sau indusa.

Al =max{

Definiti1 echivalente :

Al =max{|Ax|, ;xeR",|x

=max{|Ax| ;xeR",

21



|A|. se numeste normd matriceald naturald sau normda
indusa de norma vectoriala H : HV

Avem urmatoarea relatie:

(AX], <[A X

V,VAER”"” VxeR".

Norma Frobenius | - | nu este 0 norma naturala.

I
Ini=max{“xxv;x¢0}=1, v Il

. =(1+1+---+1)% =Jn=#1 pentru n>?2.

22



n
Pentru ||, = )’ |X,| norma matriceala indusi este:
=1

Al =max{,
i=1

;)]1=1,2,...,n}

Pentru | x| =max{x,

;1=1,...,n} norma matriciala indusa

este:

A, =max{} | ;i=12,...,n}
j=1

23



- H - HV si H - H\LP - norme vectoriale — H - H. si respectiv H - HLP

normele matriciale induse

(= 111l
v ?

e = l-llis

X, =IPx|, - [A],=]PAP~

24



Valori si vectori proprii
Definitii

Fie Ae R™". Se numeste valoare proprie (autovaloare) a

matricei A un numar complex A € C pentru care existad un

vector nenul x e C", x #0a.l.:
AX=AX.
Vectorul x se numeste vector propriu (autovector) asociat
val. proprii A.
AX=AX & (Al -A)x=0,x#0 & det(dl —A)=0

25



—> Matricea A1 — A este singulara.

Polinomul:

p,(A)=det(Al_ —-A)=A"-a A" -a,A""-..—a_A-a,
se numeste polinom caracteristic asociat matricei A.

—> grad pa = n — are n radacini care sunt valorile proprii
ale matricei A.

Se numeste razda spectrala a matricel A:

p(A)=max{4,,i=1,...,n, 4 — valorile proprii ale matricei A}

26



HXH2 = \/ix i ‘ * norma indusa este

=1

HAH2 =| Al= \/ p(A" A) se numeste norma spectrali.

Propozitie
Fie | - | o norma matriceald naturala. Atunci:

p(A)<|A[, ¥V AeR™

27



Numere in format binar
In 1985 IEEE a publicat un raport numit Binary Floating Point
Arithmetic Standard 754-1985 si o actualizare in 2008 IEEE
754-2008 care furnizeaza standarde pentru numere in virgula
mobila binare si decimale, formate de interschimbare a tipului
de date, algoritmi de rotunjire aritmetica, tratarea exceptiilor.
Aceste standarde sunt respectate de toti fabricantu de

calculatoare care folosesc arhitectura in virgula mobila.

28



O reprezentare binara pe 64 de bit1 a unui numar real se face in
felul urmator: primul bit este bitul de semn, urmatornin 11 bifi
reprezinta exponentul C 1ar urmatorii 52 de bifi contin
informatii despre partea fractionara, f, numita si mantisa:
(-1)° 271+ f) .
0 10000000011 10111001000100000000000000000000000000000000000000000 =
217.56640625

[27.5664062499999982236431605997495353221893310546875,
27.5664062500000017763568394002504646778106689453125).

29



Cel mal mic numar pozitiv care poate f1 reprezentat este cu
s=0,c=1, f =0 adica
7 =279%2(140)~0.22251x 107"
iar cel mai mare este pentru s=0, c=2046, f =1-27>*
Z =219%8(2-272) ~0.17977x10°*.
Numerele care apar in calcule s1 sunt mai mici decat z sunt
setate Tn general la O (underflow) iar cele mai mari decat Z duc,

de obicel, la oprirea calculelor (overflow).

30



Se observa cd numarul 0 are doua reprezentari:
s=0,c=1f=0s1s=1c=1f =0.
Reprezentarea zecimala
+0.d,d,...d, x10" 1<d, <9, 0<d. £9,i=2,...,K -
reprezentarea zecimala folosind K cifre. Orice numar real V:
y=0dd,...d d, .d,,...x10"
poate fi reprezentat folosind k cifre printr-o simpla trunchiere
fl(y)=0.d.d,...d, x10" .

31



O altd metoda de a obtine o reprezentare cu K cifre este prin
rotunjire:
fl(y)=0.9,0,...6, x10"

Daca d, , > 5 se adaugd 1 la dk pentru a obtine fl(y) (round up),

altfel se face trunchierea la k cifre (round down).

Un numar r* aproximeaza numarul r cu t cifre exacte daca t

este cel mal mare ntreg nenegativ pentru care:

‘r—r*

<5x107".

s

32



Tn cazul trunchierii avem

y— fl(y)
y

<107+

lar cand se face rotunjirea:

y— fl(y)
y

Operatiile elementare

X+, y= fI(fI(x)+ fl(y))
X—.y= flI(fl(x)- fl(y))
xx,y= fl(fl(x)x fl(y))
X+, y= fI(fl(x)+ fl(y))

<0.5x107%**,

33



Surse de erori 1n calculele numerice

1. Erori in datele de intrare:

- masuratori afectate de eror1 sistematice sau

perturbatil temporare,

- erori de rotunjire: 1/3, =« , 1/7,...

34



2. Erori de modelare

- erori de discretizare:

limita unui sir , suma unei seri1 , functii neliniare
aproximate de functu liniare, aproximarea
derivatel une1 functii ...

- simplificari Th modelul matematic

idealizari , ignorarea unor parametri...

35



3. Erori in timpul calculelor:

- de rotunjire datorate capacitatii limitate de memorare

a datelor, operatiile nu sunt efectuate exact.
- erori ale bibliotecilor folosite (,bug’).

4. Erori umane (date, algoritmi, intelegerea problemei)

36



Eroare absoluta, eroare relativa
a — valoarea exacta,
a — valoarea aproximativa.

Eroare absolutd . a-a sau |a- a| sau Ha—ﬁH

~

a=4a +4.,|a-a| <4,
Eroare relativa. a =0 a-a sau M sau ———
a el al

a-3
a

<96, (0,se exprimd, de reguld, in %).

37



In aproximairile 1kg +5g, 50g+5g erorile absolute sunt egale
dar pentru prima cantitate eroarea relativa este 0,5% 1ar pentru

a doua eroarea relativa este 10%.
a,=a,tA, ,a,=a,tA

A, .., SA, +A

a,+a, a, "

a1 cu eroare relativa 0, si az cu eroare relativa o,

a <
a=a;*aysau —+ rezulta &,=9, +9, .
az 1 2

38
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Conditionare €-> stabilitate

Conditionarea uneil probleme caracterizeaza sensibilitatea
solutie1 in raport cu perturbarea datelor de intrare, in 1poteza
unor calcule exacte (independent de algoritmul folosit pentru
rezolvarea problemei).

Fie x datele exacte de intrare, X 0 aproximatie cunoscuta a
acestora, P(X) solutia exactd a problemei si P(X) solutia
problemel cu X ca date de intrare. Se presupune ca s-au facut

calcule exacte la obtinerea solutiilor P(X) si P(X) .



O problema se considera a fi prost conditionata daca P(X) si

X =XI|

X1

este

P(X) difera mult chiar daca eroarea relativa

mica.
Conditionarea numerica a unei probleme este exprimata prin

amplificarea erorii relative:

| P(x)—P(X)]
K(X)= ||||)|?(_X)2( |||| pentrux#0 si P(x)#0

1]



O valoare mica pentru K(X) caracterizeazd o problema
bine-conditionata.

Conditionarea este o proprietate locala (se evalueaza pentru
diverse date de Iintrare x). O problema este bine-conditionata
daca este bine-conditionata in orice punct.

Eroarea relativa in datele de iesire =

Numar de conditionare X Eroarea relativa in datele de intrare



Se considera polinomul Wilkinson:
W(X)=(X=1)(x=2)---(x=20) = x* = 210x" + P,,(X)
Daca se schimba coeficientul 210 al lui x*° cu
-210 - 272==210.0000001192
solutule (cu 5 zecimale exacte) noulul polinom sunt:

1.00000 2.00000, 3.00000, 4.00000, 5.00000, 6.00001, 6.99970, 8.00727,
8.91725, 20.84691,10.09527 £10.64350 11.79363 £11.65233,
13.99236£12.51883, 16.73074£12.81262, 19.50244 £+ 11.94033



Pentru rezolvarea unei probleme P, calculatorul executa un

~

algoritm P. Deoarece se folosesc numere in virgula mobila,

calculele sunt afectate de erori:
P(x) # P(x)
Stabilitatea numericd exprima marimea erorilor numerice

Introduse de algoritm, in ipoteza unor date de intrare exacte,

= | P(x) = P(X)]]
| P(X) — P(x)]|| sau TR




O eroare relativa de ordinul erorii de rotunjire caracterizeaza
un algoritm numeric stabil.
Un algoritm numeric stabil aplicat unei probleme bine

conditionate conduce la rezultate cu precizie foarte buna.

~

Un algoritm P destinat rezolvarii problemei P este numeric

stabil daca este indeplinita una din conditiile:



1. I5(x) ~ P(X) pentru orice intrare X;

2. existd X apropiat de x, astfel ca P(x) = P(X)
X = datele exacte,
P(X) = solutia exacta folosind date exacte,
P(x) = solutia ,,calculata” folosind algoritmul P cu date

exacte de Intrare



Rezolvarea sistemelor liniare
Istoric

e 1900 1.Hr., Babilon - apar primele probleme legate de ecuatii
liniare simultane

e 300 1.Hr. Babilon - tablita cu urmatoarea problema:
"Avem doua campuri de arie totala 1800 ha. Productia la
hectar pe primul camp este de 2/3 busel (=36,3[) iar pe al
doilea este de 1/2 busel. Daca productia totala este de 1100

buseli, sa se determine aria fiecarui teren in parte.”



e 200-100 1.Hr. China — 9 capitole despre arta matematica —
metoda de rezolvare foarte asemanatoare eliminarit Gauss

(,,Avem 3 tipuri de grdu. Stim ca 3 baloturi din primul tip, 2
baloturi din al doilea tip si 1 balot din al treilea tip cantaresc 39
Masuri. De asemenea, 2 baloturi din primul tip, 3 baloturi din al
doilea tip si 1 balot din al treilea tip cantaresc 34 masuri si 1 balot
din primul tip, 2 baloturi din al doilea tip si 3 baloturi din al
treilea tip cantaresc 26 masuri. Cdte masuri cantareste un balot

din fiecare tip de grau™)



e 1545, Cardan — in Ars Magna, propune o regula (regula de
modo) pentru rezolvarea unui sistem de 2 ecuatii cu 2
necunoscute (seamana cu regula lui Cramer)

e 1683, Seki Kowa, Japonia - ideea de ,,determinant”- ,,Method
of solving the dissimulated problems™. Calculeaza ceea ce
astdzi cunoastem sub numele de determinant, determinantii
matricelor 2x2, 3x3, 4x4, 5x5 in legatura cu rezolvarea unor

ecuatil dar nu a sistemelor de ecuatii.
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e 1683, Leibniz intr-o scrisoare catre 1’Hopital explica faptul

ca sistemul de ecuatii:

10+11x+12y=0
20+21x+22y=0
30+31x+32y=0

are solutie deoarece :
10*21*32+11*22*30+12*20*31=10*%22*31+11*20*32+12*21*30

(conditia ca determinantul matrice1 coeficientilor este 0).

11



Leibniz era convins ca o notatie matematica buna este cheia
progresului s1 experimenteaza mai mult de 50 de moduri
diferite de a scrie coeficientii unui sistem de ecuatil.
Leibniz foloseste termenul de ,rezultant” 1n loc de
determinant si a demonstrat regula lui Cramer pentru
,rezultanti”. Stia ca orice determinant poate fi dezvoltat in
raport cu o coloana — operatia se numeste azi dezvoltarea

Laplace.

12



e 1750, Cramer prezinta o formulda bazata pe determinanti
pentru rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare — regula lul
Cramer — ,,Introduction in the analysis of algebraic curves™
(da o regula generala pentru sisteme n X N:

,One finds the value of each unknown by forming n
fractions of which the common denominator has as
many terms as there are permutations of n things’

e 1764 Bezout, 1771 Vandermonde, 1772 Laplace — reguli de

calcul al determinantilor

13



e 1/73 Lagrange — prima utilizare implicita a matricelor in
legatura cu formele biliniare ce apar la optimizarea uneil
functii reale de 2 sau mai multe variabile (dorea sa
caracterizeze punctele de maxim si minim a functiilor de mai

multe variabile)

14



e 1800-1801, Gauss introduce notiunea de ,,determinant™
(determina proprietatile formei patratice) — Disquisitiones
arithmeticae(1801); descrie operatiile de inmultire matriciala
s1 Inversa a unel matrice in contextul tabloului coeficientilor
unel forme patratice. Gauss dezvolta eliminarea Gaussiana
pe cand studia orbita asteroidului Pallas de unde obtine un
sistem liniar cu 6 ecuati cu 6 necunoscute.

e 1812, Cauchy foloseste termenul de ,,determinant” in sensul

cunoscut azil.

15



e 1826, Cauchy gaseste valorile propri1 s1 deduce rezultate
legate de diagonalizarea une1 matrice. Introduce notiunea de
matrice asemenea s1 demonstreaza ca acestea au aceeasi
ecuafie caracteristica. Demonstreaza ca orice matrice reala

simetrica este diagonalizabila.

e 1850, Sylvester introduce pentru prima data termenul de
matrice (din lating, ,,uter” — un loc unde ceva se formeaza sau

este produs, ,,an oblong arrangement of terms”)

16



e 1855, Cayley — algebra matriciala, prima definitie abstracta a
unel matrice. Studiaza transformarile liniare si compunerea
lor ceea ce 1l conduce la operatiile cu matrice (adunare,

inmultire, inmultirea cu un scalar, inversa)

e 1858, Cayley in Memoriu asupra teoriel matricelor : ,,Sunt
multe lucruri de spus despre aceasta teorie a matricelor i,
dupa parerea mea, aceasta teorie ar trebui sa preceada

teoria determinantilor”

17



e Jordan (1870 — Treatise on substitutions and algebraic
equations — forma canonica Jordan), Frobenius (1878 — On

linear substituions and bilinear forms, rangul uneil matrici)

e 1890, Welerstrass — On determinant theory, definitia

axiomatica a determinantului

e 1925, Heisenberg reinventeaza algebra matriciala pentru

mecanica cuantica

18



e 1947, vonNeuman & Goldstine iIntroduc numerele de

conditionare atunci cand analizeaza erorile de rotunjire
e 1948, Turing introduce descompunerea LU a unei matrice

e 1958, Wilkinson dezvolta factorizarea QR

19



Propozitie
Fie Ae R™ pentru care existd o norméa matriciald naturala
astfel ca HAH < 1. Atunci existd matricele (I + A)™ si avem

evaluarile:

b
1-[A]

1
<|(T£A)7) <
1o (A

20



Evaluarea erorii In rezolvarea sistemelor liniare

(conditionarea sistemelor liniare)
Fie AeR™, beR", xeR" sisist. de ec. liniare:
Ax=D
A nesingulari < det A=0 = 3Jsol. sist. Xx=A"b
Pentru erorile in datele de intrare facem notatiile:

e AAe R™" eroarea absoluta pentru A;

e Abe R" eroarea absoluta pentrub;

21



In realitate se rezolva sistemul:
(A+AA)X=b+Ab
solutia fiind X:
X=X+ AX

In mod natural se ridica urmatoarele probleme :
1. Daca A este matrice nesingulara, AA=7? a.l. A+ AA sa fie

nesingulara ?
2. Pp. A st A+ AAnesingulare care sunt relatiile intre

AN (88 X,

Al T

22



1. Pp. A nesingulara.
A+AA=A(1 +ATAA) >

A+ AA nesingulard <> (1, + AAA) nesingulari

Propozitie

Fie A nesingulard si |AA|< Al H Atunci 1+A1AA este

nesingulara si avem:

23



1
1A A

(1,+A7AA)" <

Demonstratie. Avem:

1
A7

-1

A<= |AAA <A AAI<L S 3(1+A7AA)

TSIV i PER. L |
H( ) 1—HA‘1AAH 1—HA‘1H-HAAH

Pp. cd A este nesingulara si |AA| < Al_l

24



(A+AA)(x+Ax)=b+Ab= (A+AA)AXx+ Ax+(AA)x=b+Ab=
A(1+ AMAA)Ax = Ab—(AA) x = Ax = (1+A7AA)" A*[Ab—(AA)x]=
Ax|<|(1+ A7 aA) " A7 (|4b]+ [4A]x]) =

A A (Abm) 1
) <1 aAll [ A ®
1 _JA
x| |

Din Ax =b obtinem |b| < |Al[x| =

s1 finand seama

de acest rezultat, din (1) deducem:

Ax|_ |ATIA (Ab +AAJ
< = .
X T 1-[ATAAI b (A

25



K(A) = ||A?] ||Al| numarul de conditionare al matricei A.

Propozitie

— atunci:

Din In=A A rezulta 1=|I [<|A||A=k(A).
K(A) 21, VA dar dep. de norma matriciala naturala utilizata.

26



O matrice A pentru care numarul de conditionare este mare se

numeste matrice prost conditionata (k(A) ,mare’).

AX
Ax=Db cu k(A) mare — upoate fi mare chiar daca erorile

Ab] L IAA]

si sunt mici.
bl A

relative

27



Fie A o matrice simetrici A= A', nesingulari. Utilizand

norma matriciala subordonata normei vectoriale euclidiene:

Al =\p(ATA)=p(A)

k(A)=|Al,-| A7,

Matricea simetricd A are valorile proprii reale 4,,4,,...,4

AZ are valorile proprii 47,47 ,...,A°
1 1

Alare valorile proprii 1 S ey —
A A A

n

28



1
A
1

]
J

A[<2,/< .. <= p(A)=[4,) si p(A7)

= K = p(A)= 4 A7 = ()=
1
k, (A)=[| All, - || A7 I, = /z” numdr de conditionare spectral.
1

A matrice ortogonald — k2(A)=1
A'A=A-A' =1 A=A

Al =\p(ATA)=Jp(1)=1=|A"],

k (A)=|Al,-[A7], =|Al,-|AT] =1,

29



Matrice aproape singulara dar cu numar de conditionare mic:

A=diag[1,0.1,0.1,...,0.1]eR™*® = det A=1-(0.1)” =107
IAL=1,[|A7],=10 = k,(A)=|| A, [|A™]|,=10

30



Matrice foarte prost conditionata cu det. nenul (det A=1):

(1 2 0 --- 0)
o 1 2 --- 0
A=| : ,
o 0 0 .- 2
o0 0 0 - 1
(1 —2 4 e (=) e (=2
1 _2 e (=2)"? e (=2)"°

31



| All.=Il All,=3 ,

A7 L=l A™ |l,=1+2+--+2""=2"-1

n=100 = k(A)=||A|l Il A™[l.=ll Allll A™ [l,=3- (2" -1)
detA=1

32



{X+ Y | {X+ Y K(A) = 4002

X + 1.001ly=2 X + 1.001y=2.001
X=2,y=0 x=1, y=1
400x —201y = 200 401x —201y =200
—800x + 401y =-200  |-800x + 401y =-200

x=-100, y=-200 x = 40000, y = 79800
k,(A) = 2503 k,(A)=1002000

33



1.2969x +0.8648 y = 0.8642
x=2, y==2 Kk, (A)= 249730000

0.2161x +0.1441y =0.1440

X =0.9911, y=-0.4870 ,

A, _[08642) (12969 08648) (0.9911) (107
B (0.1440) 0.1441 0.1441) | -0.4870) | -10"®
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Matricea Hilbert

1
H = (hij)?,j=1 1 hij =~ 1 =jxi+j_2 dx
0

1+ -1

(V24" s
2 4 \/ﬂ'ﬂ

k,(H,) =

35



N kZ(Hn) n kZ(Hn)

1 1 I 4,753-10°
2 19.281 8 1.526-10%
3 5.241 -10? 9 4,932.10%
4 1.551-10* 10 1.602-10%°
5 4,766-10° 11 5.220-10
6 1.495-10' 12 1.678-10%°

H_1=(9i,—) g, = (-1)"™! (nN+i=-1!'(n+ j—1)!

(+J=D[i-)1i-1)17 (n=i)(n—j)!
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Metode numerice de rezolvarea sistemelor liniare

Fie matricea nesingulara Ae R™" si be R". Rezolvarea
sistemului de ecuatii liniare Ax=b se poate face folosind

regula lui Cramer:

_ det A (b)

" detA
in care Ai(b) se obtine din matricea A prin inlocuirea coloanei

1,...,N,

| cu vectorul b.
Algoritmul dat de regula lui Cramer este foarte costisitor din

punct de vedere al resurselor s1 instabil numeric.
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Din aceste motive s-au cautat alte metode de aproximare a
solutiei X. Unul din cele mai folositi algoritmi este algoritmul

de eliminare Gauss :

Ax=b <> Ax =D cu A matrice superior triunghiular

x=A"=A"0 (notim Ax=Db~ Ax =b)
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B | CA\ D\ cninfold 2021-2022 sem ii\curs\curs 044Cra

n =10
Eliminarea Gauss
D4.03.2022 21:02:25

Timp in milisecunde (eliminare Gauss) 2
PD4.03.2022 21:02:25

Eroarea |Ax-b| = 1,00442975964863E-14

Eroarea |x-x_exact| = 7,1581622508791E-14

Solutia exacta : 1,2,

Regula lui Cramer
04.03.2022 21:02:25
Timp in milisecunde (Cramer) 4364
04.03.2022 21:02:29

Eroarea |Ax-b| = 2,85393991926588E-11

Eroarea |x-x_exact| = 3,99554995866884E-11




{ B C\ D\ cninfo3 2021-2022 sem ii\curshcurs 03\Cramer.exe — O X
n = 11
Eliminarea Gauss

05.83.2022 16:14:13

Timp in milisecunde (eliminare Gauss) ©
05.03.2022 16:14:13

Eroarea |Ax-b| = 1,56226172104547E-14

Eroarea |x-x_exact| = 4,84508249897898E-13

Solutia exacta : 1,2,

Regula lui Cramer
05.083.2022 16:14:13

Timp in milisecunde (Cramer) 50199
05.03.2022 16:15:04

Eroarea |Ax-b| = 9,72812910066041E-10

Eroarea |x-x_exact| = 7,05987026507931E-10
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B | C\ D\ cninfo3 2021-2022 sem ii\curs\curs O\ Cramer.exe

Eliminarea Gauss
04.03.2022 21:52:28

Timp in milisecunde (eliminare Gauss) ©
04.03.2022 21:52:28

Eroarea |Ax-b| = 2,016889093424503E-14

Eroarea |x-x_exact| = 1,34706499390866E-13

Solutia exacta : 1,2,

Regula lui Cramer
04.03.2022 21:52:28

Timp in milisecunde (Cramer) 921179
04.03.2022 22:07:53

Eroarea |Ax-b| = 1,03068652311345E-09

Eroarea |x-x_exact| = 5,65280022570973E-10




B | CA\ D\ cninfo3 2021-2022 sem ii\curs\curs 03\Cramer.exe — a X

n =13

Eliminarea Gauss

P5.03.2022 11:42:13

Timp in milisecunde (eliminare Gauss) 2
P5.03.2022 11:42:13

Eroarea |Ax-b| = 2,36547860027221E-14

Eroarea |x-x_exact| = 6,02527783109332E-14

Solutia exacta : 1,2,

Regula lui Cramer
P5.03.2022 11:42:13
Timp in milisecunde (Cramer) 12236765
5.03.2022 15:06:09

Eroarea |Ax-b| = 3,44101391273652E-09

Eroarea |x-x_exact| = 9,95924703928746E-10
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B | C\ D\ cninfo3 2021-2022 sem ii\curs\curs 03\Cramer.exe - [m] X

8000

Eliminarea Gauss
05.03.2022 16:17:20

Timp in milisecunde (eliminare Gauss) 2285277
05.03.2022 16:55:25

Eroarea |Ax-b| = 1,45671149537004E-05

Eroarea |x-x_exact| = 0,000268972468485747

Solutia exacta : 1,2,

Regula lui Cramer
©5.03.2022 16:55:26
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Metoda substitutiei
Fie sistemul lintar Ax = b unde matricea sistemului A este
triunghiulara. Pentru a gasi solutia unica a sistemului, trebuie
ca matricea sa fie nesingulara. Determinantul matricelor
triunghiulare este dat de formula:
detA=a,a,,-a_

detA=0 ,a. #0 Vi=12,...,n

44



Vom considera ntal cazul cand matricea A este inferior
triunghtulara. Sistemul are forma:
a‘11 Xl = bl
a21 Xl + a22 X2 = b2
(1)

a, X, +a,X,+--+a.x =b

a X, +a.,X,+--+a . X +--+a X =D

45



Necunoscutele x,, X,,..., X, se deduc folosind ecuatiile

sistemului de la prima catre ultima.

Din prima ecuatie se deduce Xi:

b
el (2)
a‘ll

X, =

Din a doua ecuatie , utilizand valoarea X1 din (2), obtinem Xa:
bz —a, X
a‘22

X, =

46



Cand ajungem la ecuatia I:
A Xy + @, X, Feee X+ X = bi

folosind variabilele x,, x,,..., X._, calculate anterior, avem:

X. = b, — & X, =+ — 8 X4
|
a;;
Din ultima ecuatie se deduce Xn astfel:
— bn — 8, X — AKX, e d X

X

n

a

nn
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Algoritmul de calcul al solutiei sistemelor (1) cu matrice

inferior triunghiulara este urmatorul:

i—1
— =

a..

X.

1=12,....n=1.n

Acest algoritm se numeste metoda substitutiei directe.
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Vom considera, Tn continuare sistemul (1) cu matrice
superior triunghiulara :

Ay Xy Feeeta Xy oo+ X+ X = bl

in—1 Xn—l + ain Xn = bi

a. X +--+a
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Necunoscutele x,, X,,..., X, se deduc pe rand, folosind

ecuatiile sistemului, de la ultima catre prima.

Din ultima ecuatie gasim Xn:

— “n
Xn—a

nn

Folosind valoarea lui Xn dedusa mai sus, din penultima

ecuatie obtinem:
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Cand ajungem la ecuatia I:

a. X +a. X +--+a X =hb

H+17v1+1

Se cunosc deja X X de unde ducem:

i+1°? |+2""’

b.—a. X , —-—a X

—_ +1 7 i+1 In""n
X. =
aﬂ
Din prima ecuatie gasim valoarea lu1 Xi:
bl —ap X, — A X

X, =
1

o1



Procedeul descris mai sus se numeste de metoda substitutiei
Inverse pentru rezolvarea sistemelor liniare cu matrice

superior triunghiulara:

b, — Z a; X
i j=i+1 ’i=n’n_1’...’2’1_
.

M - numarul de operatii *, / (inmultiri/impartiri) efectuate

A - numarul operatiilor = (adunari/scaderi) efectuate.
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Atunci pentru calculul componentei Xi se efectueaza

M=n-i+1, A=n-I si in total:

M =Zl:(n—i+1)=zn:k=n(”+1),

= n(n 1)

1
A=Y (n-i)= Sk
I=n
Efortul de calcul pentru metoda substitutie1 directe este

- n(n+1) A n(n—l).

2 2
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Algoritmul de eliminare Gauss

Algoritmul se realizeaza in n-1 pasi prin transformarea
sistemului dat intr-un sistem echivalent cu matrice
triunghiulara superior.

Pas 1
la acest pas se obtine sistemul:

AWx =p® ~ Ax=b, unde A" are prima coloani in
forma superior triunghiulara.



Pas 2
se construieste sistemul

AP x =b® ~ Ax=b, unde A® are primele doua
coloane in forma superior triunghiulara.

Pasul r
se obtine sistemul A"”x =b") ~ Ax=b, unde A" are
primele r coloane in forma superior triunghiulara.

Pasul n-1:
se obtine sistemul
A x =p™ - Ax =b, unde A" are primele n-1
coloane in forma superior triunghiulara.



Daca la un anumit pas matricea A" nu poate fi construita
aceasta ne va arata ca matricea A este singulara.

In realizarea acestor pasi se utilizeazi urmitoarele operatii
elementare:

e inmultirea unei ecuatii cu un factor si adunarea la alta
ecuatie,

e interschimbarea a doua ecuatii si/sau doua coloane in
matricea A.



Pasul 1

Intrare : sistemul Ax=b
lesire : sistemul AYx=b" ~ Ax=b, matricea A® are
prima coloana in forma superior triunghiulara.

Fie ecuatia I, cu 1=1,...,n

E. 1 a,x+a,X,+---+a X =Db.

Presupunem a,, # 0. Operatiile efectuate au ca obiectiv

anularea coeficientilor lui X1 din ecuatiile de la 2 la n si sunt
descrise Tn continuare:






Sistemul obtinut prin aceste operatii are forma:

ra&) X1 + ag) X2 doececcncns + a&) Xn _ bl(l)
ag) X2 I + ag? Xn — gl)
P
al(;) X2 o + al(:) Xn . bl(l)
L aglz) X2 B + agi) Xn — br(,l)




Pas 2

Intrare : AWx ="
lesire : APx =p® ~ Ax=b, A® are primele doua
coloane in forma superior triunghiulara.

Se presupune ag) # (0 51 se urmareste anularea elementelor

NCE

2 . A o .
3, s Ago ,...,agz) (transformarea coloanei 2 in forma superior

triunghiulara). Operatiile efectuate asupra  ecuatiilor
Ei(l), | = 3,---,N Sunt urmatoarele :



Se observa ca nu se schimba forma superior triunghiulara a
primei coloane.



Pasr

Intrare - AUV x=pY

lesire : AVx=b" ~ Ax=b, A" are primele r coloane
in forma superior triunghiulara.

Sistemul are urmatoarea forma:



al™x +--+al™x o4 alx =p{Y

al"™x 4+--+alx =pl"
(r-1)
r+1

Dx +--+alx =b

r+ln

(r
ar-+1r

al x +.o4alx =p

al"Vx +...+al™x =pl"
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Presupunem a{"™ = 0.

Vom urmiri anularea elementelor a'”

A

E(r—l) * (
E(r—l) * (_

ir
(r-1)
A

r+1r ’agi)Zr ’”°’ag:)'
(r-1)
a r r
azﬂ)]*' E£+11) _ E§+)l = a£+)1r = O

r-1

| Ir

]+ ECY=E

(r-1)
a?:1>]+E£”)=E£” = a)=0;
al’l’

11



Se observa ca nu se schimba forma superior triunghiulara a

primelor r-1 coloane.
La fiecare pas s-a facut ipoteza a{™ % 0. Elementul a'™
poarta numele de pivot. In cazul in care elementul pivot este

nul se pot aplica urmatoarele strategii, numite de pivotare:

12



Pivotare (stabilitate + 2™ = 0 ?)

rr

1° Fara pivotare
Se cautd primul indice i,e{r,r+1,---,n} astfel Tncét
al'™ % 0. Se interschimba ecuatiile io si .

Sa observam ca 1in procesul de calcul la pasul r intervine

factorul astfel cd valori mici ale lui aﬁ[‘l)‘conduc la

a(r_l)

rr

amplificarea erorilor de calcul. Pentru a asigura stabilitatea
numerica a procesului de calcul este de dorit ca a§; _l)‘ sa fie

‘mare’.

13



2° Pivotare partiald
Se determina indicele Io:
al"™ = max{‘a(r )

Il

1= r,...,n}

s se inter-schimba ecuatiile 1,,rdacai, #r.
3% Pivotare totala

Se determina indicii lo §i Jo:

al"™V| = max{ (=

i Jo

;i=r,...,n,j=r,...,n}

si se inter-schimbad ecuatiile i,,rdacai,#r si coloanele

Jo.rdaca j,#r

14



Schimbarea  coloanelor 1mplica  schimbarea  ordinii
variabilelor astfel incat in final va trebui refacuta ordinea

initiala a variabilelor.

Daca dupa pivotare elementul pivot ramane nul,
(r-1)
a

"™V =0, atunci putem deduce ca A" este singulara.

In adevar, daca 1in procesul de pivotare partiala

al™% =0, atunci

rr

15



Ay Ay vreeeeees a,,
a =0---a
A(r—l) — rr n —
0
0
i Qececocens a,. |

det AU =al{™al™..

) agiz:ll‘-)—l det .

16




Deoarece operatiile efectuate (cele de interschimbare de
ecuafil si/sau coloane) nu au schimbat decat semnul

determinantulul avem:
detA=+det AV =0 = detA=0

prin urmare matricea A initiala este singulara.
S11n cazul procesului de pivotare totala daca

al™ =0 atunci:

rr

17



_all a12 ......... aln_
A(r—l) — arr = OO —
0
0
I Oeeeonnees 0 |

det AU =ali™Ma{f...al"™D det| . =0

det A=+det A'™ =0 = A este matrice singulara.

18



r=1;
pivotare(r);
while (r < n-1si|a |>¢€)

/[l Pasr
*fori=r+1,...,n
° f _-&,
a

oforj=r+1,...,n
a; =a; +f *a,;
ca,. = 0;
b =b +f*Db;
*r = r+1;
* pivotare(r);
if (Ja, | £ &) 'MATRICE SINGULARA'
else {Ae< A" bbb
se rezolva sistemul triunghiular superior Ax =b}

19



Numarul de operatii efectuate la pasul r si in total este:

(n-r)[IM+(n-r)A+(n-r)M +1A+1M] =

M : z(n—r)2+22(n—r)=(n_1)n(2n+5),

6

A: z(n—r)z+Z(n—r)=(n_1)2(n+1),

M : €+(9(n2) : A: §+O(n2)

20



Eliminarea ,,chinezeasca”
200-100 1.Cr. China — 9 capitole despre arta matematica —
metoda de rezolvare foarte asemanatoare eliminarit Gauss
,Avem 3 tipuri de grdu. Stim ca 3 baloturi din primul tip, 2
baloturi din al doilea tip si 1 balot din al treilea tip cantaresc
39 masuri. De asemenea, 2 baloturi din primul tip, 3 baloturi
din al doilea tip si 1 balot din al treilea tip cantaresc 34
masuri si 1 balot din primul tip, 2 baloturi din al doilea tip si
3 baloturi din al treilea tip cantaresc 26 masuri. Cdte masuri

cantareste un balot din fiecare tip de grau”

21



Notatia actuala:

3b, +2b, +
2b, +3b, +
b, +2b, +3

w

w

w

22

Notatia chinezeasca

1 2 3

2 3 2

3 1 1
26 34 39



Pasul 1
Se inmulteste coloana a doua cu 3 si se scade din ea coloana a
trela atat timp cat este posibil.
Se inmulteste prima coloana cu 3 si se scade din ea coloana a
treia atat timp cat este posibil.
Se ajunge la forma:

0 0 3
4 5 2
g 1 1

39 24 39

23



Pasul 2
Se inmulteste prima coloana cu 5 s1 se scade din ea coloana a
doua atat timp cat este posibil.
Se ajunge la forma:

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Pentru rezolvare se foloseste metoda substitutiel inverse pe

sistemul obtinut mai sus.

24



Descompuneri LU

AeR™, A=L-U,
L inferior triunghiulara si U superior triunghiulara
L,UeR™

Ly = b= solutia y”

* . * ) X* = A_lb
UX =y = solutia X

AX=Dbh & LUx:b<—>{

25



Fie minorul principal principal al matricei A:

d, a, - alp

a a oo A
A =det| * % P eR™, p=1...,n

p2 L pp

26



Teorema (descompunere LU)

Fie Ae R™ o matrice reald patratica de dimensiune n astfel
ncat det AIO #0, Vp=1,...,n. Atunci existd o unica matrice

inferior triunghiulara L =(l;), .., , si o unicd matrice

astfel Tncat
A=LU (1)

Demonstratie. Existenta: demonstratia se face prin inductie
dupa n dimensiunea matricii A.

27



Algoritmul Crout de calcul al descompunerii LU

Fie Ae R™ o matrice reala patratici de dimensiune n
care satisface ipotezele teoremei de mai sus. Algoritmul de
calcul al matricelor L s1 U are n etape. La fiecare pas se
determina simultan:

- cate o coloana din matricea L s1

- cate o linie din matricea U .

Descriem Tn continuare, un pas oarecare.

28



Pasulp (p=1,2,...,n)
Se determina elementele coloanei p ale matricii L:
I, 1= p,...,D

si elementele liniei p ale matricii U ,

u, =1, u;i=p+1...,n,

pi !

(upi= lip =0, 1=1,...,p-1).

29



col. p amatr. L

pp+1

30

u, ) lin. p a matr. U



Se cunosc de la pasii anteriori:

- elementele primelor p-1 coloane din L
(elemente I, cu k =1,..., p—1,V)).

- elementele primelor p-1 linii din U
(elemente u,; cu k =1,..., p—1,V]j)

Calculul elementelor coloanei p din matricea L,

I, 1=p,...,n se face folosind elementul ajp si (LU)ip. Avem:

31



n p
a;, = (LU), =kz:likuklo (U, =0,k =p+1,...,n)= kZlikukp
=1 =1

-1

©

LU, + U = Z:Iikukp+liIO (u,, =1)

=~
1

1

Pentru i1 = p,...,n avem:

p—1
L =aip—kz: LU, i=p,....n (2)
=1

(u, =1, L, u, k=1...,p—1 sunt elemente de pe coloane
din L silinii din U calculate la pasii anteriori)

32



Calculul elementelor liniei p din matricea U:

I=p+1,...n(u;=0,1=1,...,p-1,u =1)

pl’

se face analog:

n P
a, =(LU), =kz:|pkuki(|pk =0,k = p+1,...,n):z:|pkuki =
=1

k=1

=)l u.+l u

pk pp~ pi
k=1
|

Dacéd | ) #0 putem calcula elementele nenule ale coloanei p

din matrlcea U astfel:

33



p—-1
(api — Z | pkuki
_ k=1

pi
I PP

, I=p+1,--,n (3)

u

(elementele |, u, k=1,...,p—1 sunt calculate anterior

|
pasului p)
Dac | =0, calculele se opresc, descompunerea LU nu

poate fi calculatd - matricea A are un minor A  cu
determinantul 0.

Unicitatea: Demonstratie prin reducere la absurd.
Facem observatia ca 1nversa unel matrici nesingulare

triunghiulara inferior (superior) este o matrice de acelasi tip.

34



Presupunem ca
A=L-U=L -U, (4)

Din ipoteza A nesingulara rezultd existenfa inverselor
matricelor L, L, ,U ,U,. Inmultind egalitatea (4) la stanga cu
L1si cu U* la dreapta obtinem

UU=L"L,.
Matricea UU;" este superior triunghiulard cu elementele
diagonale egale cu 1 iar matricea L™L, este inferior
triunghiulara. Rezulta ca:

uu*=L"L =1, deci  L=Li, U=U:.

35



Numarul de operatii efectuate:

A (adunari, scaderi):

: n(n-1)(2n-1) 1
;[m—p+1>(p—1>+(n—p)(p—1)]— - =1’ +0(n)
M (inmultir1, impartir1 ):

n (n-n(n+1) 1
;[(n—p+1)(p—1)+(n—p)p] . =2 +0(n)

36



Descompunerea Cholesky

O matrice Ae R™ se numeste pozitiv definitd daci:

(AX,x)., >0 VxeR", x#0
Notatie: A> 0

Fie Ae R™ o matrice simetrica (A=AT) si pozitiv definita.
Descompunerea Cholesky pentru matricea A este de forma:

A=LL", L matrice inferior triunghiulara

37



=LL'

Ill O O \ (Ill I21 Inl\
I21 I22 O O I22 In2
\Inl In2 Inn)\O 0 Inn)

Matricea L se calculeaza in n pasi, coloana dupa coloana.

38



Pasr (r=1,...,n)
Se calculeaza elementele coloanei r a matricii L:
intai elementul diagonal | apoi
celelalte elemente lir (I=r+1,...n)

Coloana r a matricii L:

(O O Irr Ir+1r Iir Inr)T

- se cunosc elementele primelor (r-1) coloane ale matricii L

39



Calcul I

am
ri
Irr—l
.
arr=(LL )rr=(|r1 Irr—l Irr—l O O) Irr =
0
N
r-1
2 2 2 2 2
= Irl_l_Ir2_|_°”+|rr—l-|_Irr = Irr=i a, — Irk
k=1

Calcul lir (iI=r+1,...,n):

40



rl

rr-1

+1 1 lir=K

— Iillrl-l_|i2|r2+'"+Iir—llrr—l ir-rr =

41



Calcul Numeric

Cursul 5

2022

Anca Ignat



Algoritmul de eliminare Gauss fara schimbare de ecuatii
<> descompunere LU

Presupunem ca la fiecare pas al algoritmului de eliminare

Gauss pivotul este nenul (a™ #0), deci nu e nevoie de

r

schimbare de ecuatil.

Algoritmul se poate scrie astfel:



forr=1,...,n-1
fori=r+1,...,n

arr

IIE =E + f*E,
ofor j=r+1,...,n

a; =a; + f*a,;
.air=0;
b =b + fx*b;



Consideram vectorul si matricea:

(") = eR" |, T =1 +t(r)erT e R™"




tel =

00 --.

(() vee ] o...())= 00

0...t")

colr

r+1

.10

.. 0
o« O=1lin(r+1)




Matricea T, este matrice triunghiulara inferior cu 1 pe
diagonala principala:
colr




Inversa matricei T, este

-1 __ (r)AT
T =1,-t"%

r

-1 _ (NaT (NaT ) = (NaT 4+l _tNaT+(NaT
TT = +t"e )l —-te )=1 —te +t'e —t'e t'e =

=1, -ttt =1, (0=t{"=¢/t"")

Daca A este 0 matrice oarecare, vrem sa vedem cum se poate
construl matricea B=T, A fard a face Inmultire matriciala.
Vom studia legatura intre liniile matricelor A si B.



e/ B=¢ (T.A)=¢ (I +t"e])A=¢ A+e'te] A=

=e A+t (el A)

Linia 1 a noil matrice B se obtine din linia 1 a matricel A la
care s¢ adauga linia r a matricei A inmultita cu factorul t".

e A i=1,....r (t" =0)

e A+t"(e/A) i=r+1...,n

e B =+




Operatia TrA descrie Pasul r al algoritmului de eliminare
Gauss daca:

(r) (r) (r)

t(r) A1 t(r) _ d;, t(r) _ Ay
r+l (r) ' 7 (r)* ' (r)
A A A

Algoritmul de eliminare Gauss fard schimbare de ecuatll
poate fi descris astfel:

T ,-TTLA=U cuT =1 +t"%

(r) (r) ORY
t=[0...0 (_ar+1r ...(_air ) ...(_anr )
(1) NG 5(1)
rr rr rr



Avem:
A — Tl_sz_l .. 'Tn__ll U — LU ’ L — T1—1T2—1 .o .Tn—_ll

T T, =1 —tYe)(I. -t )=1_—tWe —tPe] +tVe/tPe) =
=1, —tWe] —t¥e] +tWtPe) =1, —tWe] —t%e] (11 =0)
Prin inductie se arata ca:

L=T7'T,%--T =1 —tYe] —tPe] —...—t" Ve

n-1 -~ 'n



(1 0
2 g
a11
a11 Eiéé)
a8, &,
a11 Eigé)
a'r+11 ag-llr)12
a11 Eiéé)
w8
\a11 ag)

10

a(r_l)

r+1r

(r-1)
a,

a(r_l)

nr

(r-1)
a,




Descompuneri QR
Definitie
Se numeste matrice ortogonald, 0 matrice Qe R"*" care
satisface relatia:

Q'Q=QQ"=1, (Q7"=Q")
Matricele ortogonale au urmatoarele proprietati:

e Daca Q este matrice ortogonald atunci §1 matricea
transpusa Q' este ortogonala.

Q'Q=Q'(Q") =QQ"'=(Q")' Q" =1,

11



e Daca Q1 si Q2 sunt matrice ortogonale atunci Q1Q> este
tot matrice ortogonala.

(QQ,)'(QQ,)=Q,0,QQ,=Q,1Q,=1,
(Qle) (Qle )T = QleQér QlT — Q1T I Ql = In

e Daci Q e R™ este matrice ortogonalad si X € R" atunci

[1Qx I =[x 11,

1Qx = (Qx.Qx)=(x,Q"Qx)=(x,x) =l x|}, II-],20=
|| Qx ||, =l] x|,

12



Fie A o matrice reald patratica de dimensiune n. Pp. ca avem:
A=Q0R

unde Q este o matrice ortogonala iar R este 0 matrice superior
triunghiulara.

Ax=b < OQRx=b & Q'QRx=Q'b < Rx=Q'b

13



Algoritmul lui Householder

Matrice de reflexie - P e R™" de forma:

n
P=1,-2w", veR", |v|,= ) lv,=1
i=1

(\/2 )
(v, Vi WV, ...V, V.

vV,

2
V.V, V V.,V
— — 271 2 °*** 7"2'n
VV - : (Vl’Vz’...,Vn)_ .

2
\\Vn \VnV1 ViVp .o Vo)

14



Matricele de reflexie sunt :
simetrice - P =P si
ortogonale - PP' =P'P=P* =1,

P' =, -2w") =1_=-2(w") =1_=-2(v")' v =1_-2w' =P

15



P?=(1_—2w")(l —2w')=1_-=2w' —2w' +4(w')(w')=
=1_—4w' +4v(v'V)v' =1_—4w' +4v||v|Ev' =

=1 —4w' +4w' =1_ (|v]|,=1)

o). o Yol 3 e
e G )

Vectorul y=Px este reflectatul vectorului x in raport cu axa
Oxo.

16



Algoritmul care foloseste matricele de reflexie pentru a obtine

o descompunere QR pentru o matrice Ae R™" a fost descris
de Alston S. Householder 1n articolul "Unitary
triangularization of a nonsymmetric matrix" aparut in Journal
of the Assoc. of Computing Machinery 5 (1958), 339-342.

Transformarea matricei A intr-una superior triunghiulara se
face in (n-1) pasi, la fiecare pas folosindu-se 0 matrice de

reflexie.

17



Pas 1: A" = P A (matricea P1 se alege astfel incat col. 1
sa fie transformata in forma superior triunghiulara)

Pas 2: A® =P,A" = P,(P,A) (P; transformi col. 2 n
forma superior triunghiulara, fara sa schimbe col. 1)

Pasr: AV =P A" =P (P_,...P,A) (se transformi col r

in forma superior trlunghiular fara sa schimbe primele
(r-1) coloane)

18



Descompunerea QR construita cu algoritmul Householder
este urmatoarea:

P

n-1

...pr...pzplA:(jA: R
unde )
Q= Pn_l...P ...PZPl

r

6 este matrice ortogonald ca produs de matrice ortogonale.
OA=R & Q'0A=Q'R & A=Q"R=0R

Q=Q" = (PP .P,P) =PP,--.P....P

n-1

19



Pasul r
La intrarea in pasul r matricea A are forma:

(all A, o0 Qg et Qg )
0 a22 azr azn
arr "t arn
A= a |

20



Pasul r consta in:

A:=PA
P=1-2v'(v")', v"eR", |v'],=1

unde vectorul v " se alege astfel ca matricea A sa aiba si
coloana r in forma superior triunghiulara:

21
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(all dj, a4y,
0 T
0O 0 ..-a,
O 0 ---0
O 0 -.--0

0 0 -0




Calculul matricei Py
Pentru simplitate vom nota Pr=P, v'=v.

( ) -
A, (alr Ay,
Ay, a,, =a,,
ar_iy a, , =a
a — a. =k

Ae =| " — (PA)e, = Ae, =| "

ar+1r O
a,, 0

\anr J \O

23




Aplicand proprietatea matricelor ortogonale :
Qe Rnxn, X e Rn, ” QX ||2=|| X ”2

pentru matricea Q=P s1 vectorul x=Aer avem:

”PAer ||§:a12r+a22r+...+a2 _I_k2:

r=1r

2
r=1r

2
r+1r

| Ae, |F =a/ +a’ +---+a’, +a’+a’, +--+a +---+a’

Din relatia de mai sus rezulta:

n
2 — — A2 2 2 2 2 —_
k?’=c=a’+a’, +-+aj+--+a.,=Ya. >k=tJo
i=r

24



Determinarea vectorului v ce defineste matricea P:

(PA)e, = (1 —2w')(Ae,) = Ae, —2(wW')(Ae,) =

=Ae, —2v(v' (Ae.)) = Ae, —(2a) v = Ae, —U

unde cu a si U am notat:

25



a‘2r V2
. : :
a.=V (Ae )=((Ae ),Vv) B = ,
(Ae)=((Ae)v) =0 |,
\&nr ) \Vn

=a, V,+a,V,+--+aV, +--+a Vv

26



u:=(2a)v = Ae, —(PA)e, =

27

a

—k

rr

r+1r

ir

nr




Cu aceste notatii, matricea P devine:

1.1
P =1, — 2= )u (o) u” = 1, — (=) =1, =’
2a° 2a 2a S

B =2a’

Pentru a cunoaste matricea P trebuie sda mai determinam
constanta A. Din conditia:

1

1
IVIE=1= [l -ulf=1=
a

4o’

lul=1 = 2B =|lull;

28



Fullz=I

2
=a’ +a

\a

nr

2
r+1r

J

I,=(a, —k)*+a

2
r+1r

2 2
+ee4a 4o +a =

2 2 2 —
+.-4+a . +---+a —2ka, +Kk° =

=o—2ka,+0=2(c—-Kka,,)

29



de unde obtinem:
ﬂ -0 - karr

Vom alege semnul constantei k astfel Tncat g sa fie cat mai
mare posibil deoarece constanta f apare in operatia de

impartire. Avem:

B "mare" —» B=-o-ka 20 (c20) -
semn k =-semna,

Ce inseamna f=07?

30



_1
'3_2

— a, =k,a

lul;=0—> [lul;=0 —>u =0~

=0,...,a, =0,...,a, =0

r+1r r

Cum arr=k si semn k = -semn a,r obtinem:

a =0, Vi=r,..,n
adica avem coloana r deja in forma superior triunghiulara, se

poate trece la pasul urmitor. In acest caz matricea A este
singulara.

31



Ne intereseaza cum se efectueaza operatia A=P A fara a face
inmultire matriciala. Vom pune in evidenta schimbarile in
raport cu coloanele.

(PA)e; = nouacol. jamatr. A= (I, —iuuT)(Aej) =
= Ae, —%(uuT)(Aej)= Ae, —%u(uT(Aej)) =

=Aej—ﬁu

32



7, = u'(Ae;) =(

=a,(a, —K)+---+3

(u=0,1=1,...,

alj (O 3
arj ] arr - k )Rn =
a‘r+lj ar+1r
Kanj ) \anr )
ualr Tt a‘njanr

33

r-1,u =a, —k,u =a

Zu. ; Zu. ;

ir?

I1=r+1,....n

n)



Noua coloand | se obtine din vechea coloanda | din care
scadem vectorul U inmultit cu constanta pj. Ne intereseaza ca

primelor (r-1) coloane sa nu li se schimbe forma superior

triunghiulara deja obtinuta.

34



Pentru j=1,...,(r-1) avem:

@ 0
0
a,.
0
]
=u'(Ae)=(a, =0 ° )on =
Vi~ i/ G TV g kPR T
ar+r
a; =0 T
G
2 =0

=a,,0+---+a,;0+---+0(a, —k)+---+0a, +---+0a,, =0

35



Din faptul cd y,=0, j=1,..,r—1 rezultd cda primele (r-1)
coloane ale matricei A nu se schimba cand facem operatia
A=P/A, raman in forma superior triunghiulara.

Algoritmul de trecere de la matricea A la matricea P/A este

urmatorul:

Ae. pentruj=1,...,r-1
(P.A)e. =1(a,,8,,....8,,,,K,0,...,0)" pentru j=r

Ae. ——uU pentru j=r+1,...,n

36



y; =(Ae;,u), = Z U;a;

u=0 1=1,..r-1, u=a -k, u=a, I=r+1,..,n
Operatia de transformare a vectorului termenilor liberi

ir !

b:=Pb:
Prb:(ln—%(uuT))b: b—%(uuT)b: b—%u(uTb): b—%u

y=u'b=(b,u) , =) ub

37



Algoﬂtmul lui Householder
Q=1;
forr=1,..-,n-1
calculeaza matricea P. (constanta £ si vectorul u)
A=P *A;
b=P *b;

La sfarsitul acestui algoritm, Tn matricea A vom avea matricea
superior triunghiulard R, n vectorul b vom avea Q'b™, b™

este vectorul initial al termenilor liberi, 1ar matricea Q va
contine matricea Q' din factorizarea QR a matricei A.
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Algoritmul Householder detaliat
Q=1,;
forr=1,...,n-1
/ / constructia matricii P. —constanta g si vectorul u

eo=) a;

oif (oc<g)break; //r=r+1e< P =1_(A singulara)
ok =o;

oif (a, >0 )k =-k;

‘ﬂ=o-_karr;

eUu =a_—k; u=a_ ,I=r+1,...,n;

ir ?
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[/ A=P *A
/ / transformarea coloanelor j=r+1,...,n
e for j=r+1,...,n

«7=(r,1 )= (Ae, 1) = (Y ua,)/ B

*for 1=r,...,n
dq;; =a; — Y *U;
/ / transformarea coloanel r a matricii A
ea =Kk;a =0, I=r+1,...,n;
/[/b=P.*Db

o7 =(r1B)= (0. f=(Xub)! B

efor i=r,...,.n b =b —y*u;
40



//Q=P. *Q
efor j=1,...,n

*7:(6ej’u)/ﬂ:(z uiaij)/ﬂ;
*for 1=r,...,Nn

aij =Eh,- —y*U,
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Numarul de operatii efectuate:

A (adunari, scaderi):

(N=1)+2n(N—1)+ n(n-1)(2n-1) _ (n=1)(n+1)(2n+ 3) _
3
— %n?’ +0(n%)

M (inmultiri, impartiri ):

4(n=1)+3n(n=1)+ n(n=1zn-1) _ §n3 +0(n?)

6
R (radicali ): (n-1)
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Algoritmul lui Givens

Fie A o matrice reala patratica de dimensiune n. Pp. ca avem:
A=0R
unde Q este o matrice ortogonala iar R este 0 matrice superior
triunghiulara.
AXx=b < ORx=b < Q'ORx=Q'b < Rx=Q'b

In cazul algoritmului Givens, pentru a aduce sistemul Ax=b la
forma Rx = Q'b se folosesc matricele de rotatie. O matrice de
rotatie R . (@) = (r;); ;-,, are urmatoarea forma :
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R (0) =1 .
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(1 pentrU|—J i #p,i#Q

C pentrui=j, 1=p,1=0
r,=9S pentrui=np, =g

—S pentru i1=q, J=p

| 0 Tnrest

unde p, g € {1,...,.n} 1ar ¢ si S sunt doud numere reale care
satisfac relatia c’+s°=1. Constantele ¢ si s pot fi alese astfel
fncat c=cos@, s=sind. Se aratd usor, folosind relatia c?+s°=1,
cd matricea R (@) este ortogonala:

Ry (8) Ry (0) =R, (O)R,(8) =1,
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Calculul matricei:
B=R, (H)A,
B se obtine din A modificand doar liniile p si .
Fie
A =e' A, - liniaiamatricei A
B,=e B -liniai amatricei B.
Linitle matricel B:

B=A,I1=1...,n, 1#p,1#(
B, =CA, +sA,
B, =—SA, +CA,
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D, =ca,+sa; , J=1...,n

0; =—sa,+ca; ,J=L1...,n

0, =a; Inrest

Calculul matriceil :
_ T
D=A qu (9)’

D se obtine din A modificand doar coloanele p si g.

Notam Ae;j, Dej — coloana J a matricel A si respectiv D.
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Coloanele matricel D:

D,=A , J=1...,n, J#p,]#q
DeIO = cAeIO + sAeq
Deq = —sAeIO + cAeq

d,=ca +sa, , 1=1...,n
d,=-sa,+cq, ,1=1...,n

d;=a; Inrest

iq !

Algoritmul lui Givens se desfasoara in (n-1) pasi - la pasul r
se transforma coloana r a matricel A in forma superior
triunghiulara fara a modifica primele (r-1) coloane.
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Pasul 1
Intrare: matricea A, vectorul b

lesire: matricea AW (cu prima coloana in forma superior
triunghiulari), b

Se efectueaza urmatoarele operatil de inmultire cu matrice de
rotatie:

Rln (eln )+ R13 (913) R12 (612) A= A%

Ri1(61,) - Ri3(613)R,,(60,,) b= b

Unghiurile 6. (constantele cii si sii)) se aleg astfel ca
elementul de pe pozitia (I,1) din matricea rezultat sa devina 0.
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Pasul r

Intrare: matricea A (are primele (r-1) coloane in forma
superior triunghiulard), b

lesire: matricea A (cu primele r coloane in forma superior
triunghiulard), b

La acest pas matricea A" si vectorul bV se transforma
astfel:

an(ern) Rri(eri)'“ Rr r+1(6r r+1) A(r_l) — A(r)
an(ern).” I:eri(eri)”° Rr r+1(9r r+1) b(r_l) — b(r)
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unde elementele c=c.; si S=s.; din matricele de rotatie se
aleg astfel ca dupd inmultirea cu R..(6..),i=r+1,...,n

elementul (i,r) sa devina O.
Consideram operatia B =R _.(8..)A, unde &.. se alege astfel

cab =0:

b,=ca,+saq; ,

b, =—sa;+ca; ,]=1...,n
(b, =4a, Tnrest)

(J=r) b, =-sa_+ca,

o1



Cea mai simpla alegere pentru C si S astfel ca sa obtinem bi=0
este:

c=fa. , s=fa_ |,

rr Ir

f alesastfelcac’+s°=1 = f=

\/a”+a
¢= Zarr 2
\/arr+air \/arr+a

2 2 _ — — — —
\/arr+air =0 =>a,=a,=0 = c=1,s=0

(R (@) = 1,)
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Deci elementul de pe pozitia (i,r) este deja nul. Nu avem ce
schimba Tn matricea A.

Operatia B =R .(6..)A, nu afecteazd forma superior
triunghiulard a primelor (r-1) coloane. In matricea B aceste
coloane vor continua sa fie in forma superior triunghiulara.

b,=ca,+sa;=0, by=-sa;+ca;=0,)=1,...,r-1
deoarece a;=a; =0
Inmultirea B=R_.(6..)A nu schimbi decit liniile r si i ale
matricei B. In concluzie, operatia B=R_(8..)A nu schimba

elementele nule deja obtinute, c1 doar face ca elementul de pe
pozitia (I,r) sa devina O.
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Algoritmul lui Givens poate fi descris astfel:

Rn—ln (Hn—ln)” | an (Hrn) Rr r+1 (Hr r+1)” | Rln (Hln) RlZ (912) A= R

Rn—ln (Hn—ln)”' an (Hrn) Rr r+1(9r r+1)”' Rln (Hln) R12 (le)b = 6 = QTb

Notam cu Q urmatoarea matrice:

Q = Rn—ln (en—ln ) e an (Hrn) e Rr r+l (er r+l) e Rln (Hln ) e I:212 (912)
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~

Matricea Q este matrice ortogonald ca produs de matrice
ortogonale. Descompunerea QR a matricei A este urmatoarea:

~T ~T

QA=R (@ =Q)=A=Q R=QR
Q = 61_ = ( Rn—1n (Hn—ln)'” an (Hrn) Rr r+1(6r r+1)”' R1n (Hln) Rlz (612))T
= RIZ(HH) Rirn(eln) R:—r+l(6r r+1)”° R:;](ern) RT (en—ln)

n-1n

~
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Pe scurt, algoritmul lui Givens este urmatorul:

Q=1;

forr=1,---, n-1
fori=r+1,---,n

r A= Rri (eri)*A;
b= Rri (eri)*b;

\ 6 =R; (eri)*é;

A
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Q=1,;
forr=1,...,n-1
fori=r+1,...,n

/ / constructia matricii R;(6,;) — constantele c si s

of::Jaﬁ+aﬁ;
oif (f<eg){c=15s=0;}//R.(6.)=1
else{c=a, /f;s=a,/f;}

/I A=R.(6.)* A

o for j=r+1,...,n

|
vechi

a,=C*a, +S*a,;
a; =—S*a,

+C*a,;
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ea. =0;a, =f;
//b=R.(6.)*b

ob =C*b +S*b;

oh =—s*b"" +cxb;
/1Q=R,(6,)*Q

efor j=1,...,n

0; =C*Q; +S*0qy,

~ ~ vechi ~

(G =—3%d;  +C*0;;,
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La sfarsitul acestui algoritm, in matricea A vom avea matricea
superior triunghiulard R, Tn vectorul b vom avea Qb™ (b"™ -
vectorul termenilor liberi initial), 1ar matricea Q va contine

matricea Q' din factorizarea QR a matricei A.
Numarand operatiile efectuate (exceptand calculul matricei

Q) obtinem:

"N=1) adicali
n(n- 1)6(4n+7) %n +O(n*) — aduniri/scideri

2n(n—-1)(2n + 5) 4
3

—n® 4+ 0(n®) Tnmultiri/impartiri
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QR - algoritmul Gram Schmidt

AeR™ cu detA #0

A=QR
(rll I"12 rln\
0 r r
I:al az an:l=|:q1 qz qn:l 22 2n
&O 0 M0 )
(1)

al = Aej— coloana j a matricei A
q’! = Qe; — coloana j a matricei Q
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Relatia (1) poate f1 rescrisa astfel:

r

1 1
,.g =a

1 2 2
,q +1r,q =a

) 2)

1y... b ... P _ Ab
Mo+ +r,q +-+r1, g° =a

1 J n __ AN
M e 00 e+, 00 =2
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Algoritmul de calcul al descompunerii QR cu metoda
Gram-Schmidt se desfasoara in N pasi, la fiecare pas

calculandu-se:
- coloana p din matricea R

- coloana p din matricea Q

Avem:

det A0, A=QR, Q- ortogonala = det R=0 (r;, #0 V1)
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Pasul 1
Se foloseste prima ecuatie a sistemului (2)

1_ A1
I,qg =a

Se face produsul scalar al acestei ecuatii cu vectorii ' si a. Se

foloseste proprietatea coloanelor matricelor ortogonale:

o "IF=1 pentru i=]j
(q’q,)Rn={||q 5 p J

0 pentru i # |
=il =
11
I, = iHale . q =ia1 (r,, # 0 deoarece det A #0)

r11
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Pasul p
Se foloseste ecuatia p sistemu

1
r0 4410

ui (2):

iy... P—gP
+--+r1 0" =a

La acest pas se cunosc deja co

oanele gt,0%,...,g”*. Se face, pe

rand, produsul scalar al aceste1 ecuatii cu vectorii:

g'.9°

1""qp-l

gP s1 aP.

p o _ _
(Zrkpq ,q’j =(ap,q‘)Rn j=1,..,p-1
k=1

Rn
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]Rn

Avem:
1 1 -1
qp=r (ap_ 1pq _'"_rp—lpqp )
Pp
1 _
la® lb=1=—ll(a" ~r,,q" == r,.,a"") I
pp
Obtinem:
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Algoritmul Gram Schmidt modificat

fori=1,n
vi=al;
for1=1, n
ri = ||V'l2;
q'=(1/ri) V;
forj=(0+1),n
rij=(q', v));
vl =\l - riqu;

3 2 3 2
M- (n°+3n°) A (N°+n°-2)

2 2
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Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii
liniare

Ax=b, AeR™, beR" (1)

e s¢ presupune cunoscut ca A este nesingulara, det A4 # 0,
e solutia exactd a sistemului (1) Se noteazd cu X :

X =A"Db (2)
e N - dimensiunea sistemului este "mare";

o A este matrice rard - CU "pufine” elemente a; # 0;



e pentru a aproxima solutia X matricea A nu se schimba
(transforma) ci doar se folosesc elementele nenule ale

matricel ;
e se construieste un sir de vectori {X"'}c R", sir care

n anumite cazuri, converge la X :

x*) > x" pentruk > o



O schema generala de deducere a unei metode iterative

Fle descompunerea:
A=B-C, B,CeR™, B “usor”inversabila (3)

Ce Inseamna B "usor" inversabila ? Sistemul liniar, avand ca
matrice a sistemulul matricea B:

Bx = f
se rezolva ‘usor’ (adica repede) — ca in cazul sistemelor cu
matrice diagonale sau triunghiulare, de exemplu.



AX =bhe BX —=CX =bh o
BX =CX +be X =B™Cx +B'bh= Mx +d

unde
M:=B7'CeR™, d:=B7beR" (4)

Sirul {x"'} se construieste astfel:

X = Mx® +d, k=0,1,2,...x% e R" ales arbitrar (5)
Vectorul x**" poate fi privit si ca solutia sistemului
liniar:

Bx=1f cu f:=Cx"™ +b (6)



Cunoscand vectorul x*, urmitorul element din sir, X",
se poate construi fie utilizand relatia (5) (daca putem construi
matricea M explicit), fie rezolvand sistemul liniar (6).

Matricea M poarta numele de matricea iteratiei 1ar
vectorul x® e R" se numeste iteratia initiald.

Ne punem problema convergentei sirului x":
X' 3 x" , koo

Se stie ca aceasta convergenta nu are loc pentru orice matrice
B. Avem urmatorul rezultat general de convergenta.



Fie Ae R™ ,{A*}un sir de matrici.

A“S50 koo o HA"H—)O,k—)oo.

Axn
Propozitie
Fie Ae R™. Atunci:
A*5>0,k>o <& p(A)<l.
Daca existd o norma matriceald naturald pentru care ||A|| <1
atunci:

A* - 0pentru k — oo.

(h=1—>aeR,a“ > 0pentruk >0 < jaj<1)



Propozitie

Fie Ae R™". Seria Z A* converge daci si numai daci raza
k=0

spectrala a matrice1 A este subunitara:
n
Y A=S & p(A)<L.
k=0

Daca existd o norma a matricei A astfel incat |[|Al| < 1 atunci

seria converge. In cazul convergenter avem :

A =S=(1-A"

=~
||M8
o



Teorema de convergenta
Fie AeR™ 0 matrice nesingulara s
B,CeR™ , detB=0, astfel ca A=B-C. Fie x® eR" un

vector oarecare si {X"'} sirul de vectori dat de relatia (5) cu
M sid dati de (4). Atunci:

X' 3 x koo, VXV & p(M)<1 (7)
unde  p(M)=max{|1];A— valoare proprieamatricii M}
este raza spectrala  a matrice1 M. Daca exista o norma
matriciald naturald astfel ca |[M|| < 1 atunci sirul {x"}

converge la solutia X~ a sistemului (1).
M|<1 = x5 x koo, vxO (8)



Demonstratie: Scazand relatiile (5) si X" = Mx™ +d obtinem:
XM _x"=M(x"™ -x"),k=0,1,2,...

Avem:
x(P) _ " = |\/|(X(p—1) —X)= Mz(x(p—z) —X)=...= M p(X(O) —X")
X(p) — X* =M p(X(O) . X*),Vp
Prin urmare:
xXP 53 x , poowe MP50,pow
MP—>0,p>wo & p(M)<1
Daca:

IM[<1 = MP50,poo = xPo5x, powo Vx©



Evaluarea erorii absolute || x™ — x" ||

Presupunem ||M||<1 ( sirul {x"’} converge la x").
Avem din (5):

XD = Mx") 4 ¢
x() = Mx!™ 4+ d

x40 _ @ = M (xO = x-D) v
Pentru orice K, |, folosind relatiile de mai sus, avem:

y(+ D) _ s () =\ (X(k+J') _ X(k+j—1)) —...= M j(x(k+1) — X(k)) VK, ]
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Aplicand succesiv relatia precedenta obtinem:

X(k+ p) — X(k) — X(k+ p) — X(k+ p_l) _|_ X(k+ p_l) — X(k+ p_2) _|_ oo _|_

+X(k+2) _ X(k+1) + X(k+1) _ X(k) —

[
~~
X

Py
=

+

+
=

X

=

+

—

p—-1 p—1
(k+P) _ 3o (k) — Z(X(k+j+1) — xk+Dy = (ZM ) (x %D — x )y
j=0 j=0

11



Facand p— oo obtinem:

¥ — X(k) — (ZM j)l\/l (X(k) _ X(k—l))

J=0

IM]<l= YM! =(1,-M)"

j=0
Mai avem s1 evaluarea:
1 _ 1
IM]<1 = <1, = M) I
1+ || M ] 1-[[M ||
Prin urmare:
| M ||

* k k K—
X" = x| (S|

1-{|M]|

12



Aceasta relatie ne spune ca din punct de vedere practic
putem opri algoritmul atunci cand diferenta dintre doua
iteratii succesive devine suficient de mica, acest lucru
asigurand apropierea de solutie.

In continuare vedea cum se memoreazi matricele rare si
vom particulariza matricea B.
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Memorarea matricelor rare

- se memoreaza doar valorile nenule s1 suficiente informatii
despre indici astfel ca sa se poatd reconstitur complet
matricea

Pp. ca matricea A are NN elemente nenule.

Memorare comprimatda pe linii

Se folosesc 3 vectort:
valori — vector de numere reale de dimensiune NN
Ind_col — vector de indici de dimensiune NN
Inceput_linii — vector de intregi de dimensiune n+1

14



In wvectorul valori se memoreazi elementele nenule ale
matricii A Tn ordinea liniilor 1ar in vectorul ind col se
memoreazd indicii de coloani ai elementelor din valori. In
vectorul inceput_linii se stocheaza indicele/pozitia in
vectorul valori / ind_col al/a primului element de pe linia i

memorat Tn vectorii valori / ind_col.
- Inceput_linii(n+1) = NN+1

- Inceput_linii(i+1) — inceput_linti(l) =
numarul de elemente nenule de pe linia I, I=1,n

15



(1025 0.0 2.5 0.0 0.0
35 104.88 1.05 0.0 0.33
A=| 0.0 0.0 100.0 0.0 0.0

0.0 1.3 0.0 1013 0.0
\0.73 0.0 0.0 1.5 102.23)
n=5, NN=12

valori = (102.5, 2.5, 0.33, 1.05, 104.88, 3.5, 100.0,
101.3, 1.3, 1.5,0.73, 102.23)

Ind col =(1,3,5,3,2,1,3,4,2, 4,1,5)

inceput_linii = (1, 3, 7, 8, 10, 13)

16



Daca se stie ca matricea are maxim N_max elemente nenule
pe fiecare linie se pot folosi 2 matrice pentru memorarea rara:

valori — matrice de numere reale de dimensiune n X n_max
Ind_col — matrice de indici de dimensiune n X n_max

In matricea valori se memoreazi pe linia i elementele
nenule de pe linia 1 a matricei A iar n matricea ind_col se
memoreaza indicu de coloana a1 elementelor corespunzatoare
din matricea valori.
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(1025 0.0 2.5

00 104.88 1.05

A=| 0.0 0.0 100.0

0.0 1.3 0.0

L 0.73 0.0 0.0

(1025 25 0 )

104.88 1.05 0.33
valori=| 100.0 0 0
1013 13 0

10223 1.5 0.73)

18

0.0
0.0
0.0
101.3
1.5

Ind _col =

00
0.33
0.0

0.0

102.23,

w
A N O W W




Diagonalele matricei A:

do ( 111 22"“’ann)

dl ( 12 23”"’an—1n)

d_; 1 (8y.,84, +-1801)

d, 1 (Qu5:8, 18y 0n)

d_, (81,8, --18p)
Pentru matricele care au elementele nenule plasate pe
cateva din diagonalele matricei A (n_d diagonale cu

elemente nenule) se pot folosi pentru memorare o matrice si
un vector:
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diag — matrice cu numere reale de dimensiune n x n_d
diag_no — vector de intregi de dimensiune n_d

In matricea diag se memoreazi pe coloane diagonalele cu
elemente nenule 1ar In diag _no este specificat numarul
diagonalei care e memorat in coloana j a matricei diag.

diag(l, J) = A irdiag_no(j)
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(205 2.0 00 00 0.0 )
00 405 30 0.0 0.0
A=| 1.0 0.0 100.0 0.0 0.0
0.0 2.3 00 1015 40
L 0.0 0.0 3.0 00 1025,

(% 205 20
* 405 3.0
diag=| 1.0 100.0 0.0 diag_no=(-2,0,1)
2.3 1015 4.0

\30 102.5 * )

Alte tipuri de memorari rare:
http://netlib.org/linalg/html templates/node90.html
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Metoda Jacobi pentru rezolvarea sistemelor liniare

Fie sistemul:
Ax=b, AeR™.  beR"
cu
detA=0 , a,#0,1=1,2,...,n
Alegem:
(a,, O 0 )
0 a, 0

B =diagla,,,a,,,...,a,,] =

7 'nn

22



detB=a,a,,---a_ #0

nn

/
ER
g
1
0 —
B~ =diag[ L , L ,...,i]= a,,
all a22 nn . .
0 0
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Matricea C este:

C=(c;))eR™ ¢,

1)

24

—a.

0

dacai # |

dacai = |




_%
a'll

25

Matricea iteratie1 se poate calcula s1 are forma:

_ s
Ay

_ 9
a22

0

an3

nn




Ca .
_ R ~|-(-") dacdi# ]
(m )e My = .

0 dacai = |

Construim vectorul g:
g:=Mx“eR" , Mx"= (9)is

Componentele vectorului g sunt:

k) — k — k -
= 3m =3 =B, =L

=1

j#l j?’-‘l
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Vectorul d este:
d=B'b= (d),eR", d

:E,i=1,...,n

Sirul {x"'} = R" se construieste folosind formula:

XY =MxW+d & x* Y=g +d ,i=1...,n

( \
n
(k)
b, —jz:;aijxj
xi(k”):\ il / o 1=1,...,n
a.

27



(b, Zaux(k’ Za x\)

(k+1)_ j=i+l -
X , 1=1,...,n 1
. - (1)

Formula (1) descrie metoda lui Jacobi de aproximare a
solutie1 unui1 sistem liniar.
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Conditii suficiente de convergenta
Propozitia 1
IM|<1 = x%5x koo

Demonstratie. Fie X solutia sistemului Ax=b. Din relatia
A=B-C rezulti BX =CX +bsau X =Mx +d.
Procesul iterativ x™**" = Mx™ + d conduce la relatia:

X* . X(k+1) k+1

=HM(X*—X(k))HSHI\/IH

X —x® <. < M|

X" — x|

29



In continuare vom aplica aceasti propozitie pentru diverse
norme.

n n 1
* Din |[M [l = > 'mi)? <1 deducem:

i=1 j=1

ZZ( ”] <l = x5 x kow

i=1 j=1
j#i

30



* Din || M [l,=max{D |m, [ j=1,...,n} <1 deducem:
=1

Z(l ) |]<1 Vi=1,...n = x¥5x" koo
1 ]

o (Criteriul dominantei diagonalei pe linii)
Din || M ||,=max{d)_|m, i =1,...,n} <1 deducem:

=1

Z(l L |)<1 vVi=1l,...,.n = X(k)—))(*,k_)oo

n _ .
Y la;|<la;| Vi=1...n= limx" =x

=1 k—o0

31



o (Criteriul dominantei diagonalei pe coloane)

n

Ylal<la;| Vi=1...n=>|M| <1= |imx® =x

=1 k—o0

I# ]

32



Metoda Gauss-Seidel pentru rezolvarea sistemelor
liniare

Consideram din nou sistemul liniar:

Ax=b, AeR™.  beR"
cu

detA=0 , a,#0,1=1,2,...,n

33



Putem deduce metoda Gauss-Seidel din metoda lui Jacobi
astfel:

1I—1

Xt = (b -Ya, xi Za”xjk))/a” i=1,...,n — Jacobi
j=1 J=i+l
-1
xV o= (b -Ya, x¥Y Zauxfk))/a”, =1,...,n—Gauss-Seidel
j=1 j=i+l
Cand calculim Xx**" cunoastem deja x{*V,.... x** i

putem folosi aceste valort in prima suma.
Deducerea metodel Gauss-Seidel din schema generala se
face luand:

34



a, a, 0 .- 0

B = dj; dz gy o 0
\anl a‘n2 anS a‘nn)
a; daca j<i
B = (bij) e R™ bij - N
0 dacaj>i

Matricea B este nesingulara (a. # 0, V1):

detB=a,a,,---a_ #0

nn
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Matricea C este:

B-A

C=(c;)eR™

—a;, —a;
0 -a,
0 0
0 0
0 0
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In cazul metodei Gauss-Seidel, vectorul x*** se obtine din

x") rezolvand sistemul inferior triunghiular (7) din schema
generala;

Bx=Cx" +b=f (1)

Solutia sistemului (1) este data de formula:

X, = (f —Zbu )b, =(f, —Zau )la;, i=1,2...,n
(2)

37



Vectorul f este:
f. = (Cx(k)). +b , 1=1,2,. (3)
(Cx™)). —Zc”xj") = Zauxﬁ") Vi=1,...,n (4)

j=i+1

Folosind formula de rezolvare a sistemelor inferior
triunghiulare (2), din relatiile (3) si (4) avem:

(k) X (kD)
(b Z a'] XJ Zall J

N T =121
a..
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Conditii suficiente de convergenta pentru
metoda Gauss-Seidel

Propozitia 1
Daca matricea A este astfel iTncat:

n n
YGRS
i=1 =1 &

j#i
atunci are loc convergenta sirului construit cu metoda Gauss-
Seidel la solutia sistemului AX=Db:

XMW x" koo VXPeR"

39



Propozitia 2 (Criteriul dominantei diagonalei pe linii)

Daca matricea A este astfel Tncat:

n
Zlaij I<|a, | Vi=1,...,n
j=1
J#i
atuncit:
X(k)—) X* : k —> 00 VX(O) = Rn

40



Propozitia 3 (Criteriul dominantei diagonalel pe coloane)
Daca matricea A este astfel Tncat:

Zlaij | <la;| Vj=1...,n
=1

E|

atunci metoda Gauss-Seidel converge:

limx® = x", vx©

k—o0
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Metode iterative pentru matrice simetrice i
pozitiv definite

Consideram cazul sistemelor liniare cu matricea sistemului
simetrica s1 pozitiv definita:

A= A" —matrice simetricd—a; =a; Vi,j=1,2,...n



a‘11 12 13 a1n \ ( all a21 a‘31 a‘n1 \
a21 a22 a23 a2n 12 a'22 a32 an2
— T
a31 a‘32 a33 aSn _ A _ a13 a23 a33 a‘n3
\anl anz an3 a‘nn) \aln a‘2n aSn ann/

A=A" = A=L+D+1L'

D =diag[a,,,a,,,...,a ] =




\anl

a32

a‘n2

n3

aln
aZn

a‘3n

n-1n




Definitii
Matricea A e R™" se numeste pozitiv semidefinita (A >0):

(AX,x),. 20 VxeR"
Matricea A se numeste pozitiv definita (A > 0) daca:

(Ax,x)]Rn >0 VxeR", x#0.



Propozitie

Daca matricea Ae R™" este pozitiv definitd atunci matricea
A este nesingulara.

Demonstratie:  Presupunem prin reducere la absurd ca
matricea A este pozitiv definitd si singulara. Atunci, sistemul

de ecuatn limiare AX=0 are pe langa solutia banala X=0 s1 0
solutie X°=0 . Avem:

20 = O<(Ax0,x°)=(0,x°)=0 contradictie!

A>0 = a;=(Ae,e)>0Vi=1...,n



Lema
Fie AeR™ o0 matrice simetricd si BeR™ 0 matrice
nesingulard astfel incat matricea P = B + BT - A este pozitiv
definita. Fie matricea M = I, - BA. Atunci raza spectrald a
matricel M este strict subunitara daca si numai daca matricea
A este pozitiv definita:

op(M)<1l & A>0
Teorema
Fie Ae R™" o matrice simetrica, nesingulara, cu diagonala
pozitiva, aii > 0, Vi=1,...,n si beR" vectorul termenilor
liberi. Atunci metoda lui Gauss-Seidel genercaza siruri
convergente la solutia X = A™b, V' x©@ daci si numai daci A
este pozitiv definita .



Demonstratie: Din teorema de convergenta avem:
X5 x, koo o p(M)<l1
Daca matricea A se scrie sub forma:

A=L+D+L"
matricele B si C sunt date de:

B=L+D , C=B-A=-L
Matricea 1teratie1 M este:

M=B'C=BB-A)=1 —-B*A



Incercim si  aplicim Lema de mai sus. Pentru aceasta

verificam daca matricea P este pozitiv definita:

P=B+B —A=L+D+(L+D) —L-D-L" =D
(PX’X)R” = (DX’X)R” = ((aiixi)i’(xi)i)Rn :Zaiixiz
=1

a; >0 Vi=>(Px,x),,>0 VxeR",x20= P>0

Putem aplica Lema de unde deducem convergenta sirului
construit cu metoda Gauss-Seidel doar 1n cazul Tn care
matricea A este pozitiv definita:

X' 3> x, koo o p(M)<l & Apozitivdefiniti



Metodele relaxarii

Fie AeR™" o matrice reald patratica de dimensiune n,
simetrica, A=A" si pozitiv definitd, A > 0 si be R" un vector
real. Consideram sistemul de ecuati liniare:

AX =D

Deoarece matricea A este pozitiv definita sistemul de mai sus
are solutie unicid, X = A"'D. Vom considera functia

f:R">R,:

f(y)=(AX"=y). X" =y)  , yeR"



Din faptul ca matricea A este pozitiv definita avem:
f(y)=20, VyeR" si f(y)>0 =f(X") ,Vy#Xx"

Prin urmare X este si unica solutie a problemei de
minimizare:

min{f(y);yeR"}=0= f(x)

Vom cduta solutia sistemului Ax=b, X" = A™'b ca fiind solutia
problemei de minimizare de mai sus folosind o metoda de tip
relaxare de forma:

10



y?eR"~dat, y“V=y“+ce, I=l , k=01,..

(K+1)

Y]

(K+1)

=y, Yizl, y*P=y"+c

Constanta cx se determind astfel incat f(y**?)< f(y™) in
speranta ca sirul y® astfel construit converge la x*. Notim cu

rld =D - Ay® vectorul reziduu.
Avem:

r =h— Ay® = Ax* — Ay® = A(x* — y )

f(y* )= 1f(y")-2¢c 1" +cea

11



Pentru ca f(y*™)< f(y™) este necesar si suficient s
alegem c astfel ca:

k (k) r
cca, —2¢. ' <0 < (a,>0)c e 0,2;— sau 2a— 0
I Il

r(k)

C =0, —— , CUo, (0,2)
Il

Metoda de relaxare obtinuta este urmatoarea:

r(k)

y(O)eR”—dat, y(k+1)_y(k)+wk - e, k=0,1,..., o 6(0,2)
I

12



Pentru a aproxima X se deduce o clasi de metode numite
metodele relaxarii succesive. Aceste metode se obtin
aplicand metodele de relaxare de mai sus. Vom considera:

w, = o, VK

Vom construi un sir {X(k)} c R" astfel:

13



X = y un vector din R" dat

(0)
(1) _ ,(0) f
vy =y +ot—e,
a11
(1)
2) _ ) I,
y =y +o2—e,
a22
(n-1)
() _ \,(n-1) I
y'" =y +a)—a e,

nn

X =y

14



Trecerea de la iteratia K la iteratia urmatoare se face astfel:

x () = y(kn
r(kn)
| -1 y(kn+1) — y(kn) + oLt el
all
r(kn+1)
| =9 y(kn+2) — y(kn+1) + W e2
a22
r(kn+n—1)
_ (kn+n) __ ,(kn+n-1) n
l=n vy =Yy + o " e,

nn

X(k+1) — y(k+1)n) k O l 2

15



Acum putem scrie dependenta vectorului X** de x®:

x?eR",we(0,2) date,

-1 n
(k+1) _ (k) , @ (k+1) (k) -_
X =X +;(bi—§ a; X; —z a; X; J 1=1,2,...,n
I

j=1 j=i

-1
x* = (1-w) xfk)+£(b.— a, X§ Y — Z a. x(k)], i=1,2,...

j=1 j=i+1

Metodele de mai sus poarta numele de metodele relaxarii
succesive. Pentru @ =1 obtinem metoda Gauss-Seidel.

16



0 0< w <1 metodele se numesc de sub-relaxare si pot fi
folosite Tn cazul cand metoda Gauss-Seidel diverge.

01< w < 2 metodele se numesc de supra-relaxare si pot fi
folosite pentru accelerarea convergentel in cazul cand
metoda Gauss-Seidel converge.

Rearanjand formulele de mai sus avem:

1
a; 1-
ain§k+1)+¢Xi(k+1)=(B X(k+1))- =( @) X(k) Z a, X(k)+b _
1 ) ! /) j=i+1

=(C x(k))i +(b)i

j=

17



Matricea A fiind simetrica, poate fi scrisa sub forma:
‘0 0 --- 0 0)

a, 0 - 0 0
A=L+D+L" cu L=~

\anl an2 e d O)

nn-1

D =diag|a,;,a,,, ..., a,, |

LB | nn

18



Cu aceste notatii, matricile B si C de mai sus pot fi scrise
astfel:

B=L+~D , C="%p_r
a a

Vom verifica daca metodele relaxarii succesive se Tnscriu in
clasa generala de metode 1terative, adica vom verifica daca

A=B-C:

BoCol+2D-2?p " L+D+L"=A
1) a

Convergenta sirului X® la solutia X =A"b ?

19



Teorema

Fie 0 matrice Ae R™", simetricd, A=A' cu det4 # 0, a;i>0
,Vi=1,..,n, beR" un vectorreal si @ e (O, 2). Atunci sirul
x® construit cu 0 metoda de relaxare succesivd converge la

solutia X a sistemului liniar AX=b oricare ar fi iteratia initiala
X daca si numai dacd matricea A este pozitiv definiti.

X' 3 x" koo, Vx? o (AX,X)>0,VxeR", x#0

Demonstratie: Vom verifica daca raza spectrala a matricel
iteratiel este subunitara folosind Lema. Avem:

20



M=B*C=B"(B-A)=1,-B"A

B=L+-D , detB=—
a

a8y, 8, #0 (8;>0, Vi)

Matricea A este simetrica iar matricea B este nesingulara.
Pentru a fi indeplinite ipotezele Lemei trebuie sa verificam ca
matricea P este pozitiv definita:

P=B+ BT—A=L+£D+ LT+1D—L—D—LT=2_—wD
@ W 10,

21



(Px,x)=(2_w)zn: a.x’>0, x20 (a,>0,Vi) <
/) -

= (Z;w)>0 s we(0,2)

Toate Ipotezele lemei sunt Tndeplinite, prin urmare avem
convergenta dorita.

22



Valori si vectori proprii
(eigenvalues, eigenvectors)

Definitie
Fie Ae R™ . Numirul complex 4 € C se numeste valoare
proprie a matricei A daca existd un vector ueC",u=0

astfel ca:
Au=AuU

Vectorul u se numeste vector propriu asociat valorii proprii
A.

Pentru existenta vectorulur u# 0 este necesar s1 suficient ca
matricea (Aln — A) sa fie singulara , adica det(Al, — A)=0.

23



Polinomul de grad n:
p(A)=det(A1,—A)

se numeste polinom caracteristic al matricei A.
Propozitia 1

Fie radacinile polinomului caracteristic A1, A2, ..., An
distincte, 4i # 4j pentru 1<i< j<nsi u,U,,...,U Vectorii
proprii corespunzatori. Atunci U,,U,,...,Usunt liniar

independenti. (demonstratia se face prin inductie)

24



Propozitia 2
Fie valorile proprii A4i ale matricei AeR™" distincte.
Atunci existd o matrice nesingulara T astfel ca:

TAT =diag[4,, 4,....,4,]

Demonstratie. Fie u,,U,,...,U. vectoril proprii ai matricei A.

Consideram matricea T ale care1l coloane sunt vectorii proprii
Ui, T=[u, u, ... u ]. Deoarece vectorii proprii sunt liniar

independent1 conform propozitiel 1 rezulta ca matricea T este
nesingulara. Vom avea:

AT =[Au, Au, ... Au, |=[A4u, 4,u,...4.u,]=T.diag[4, 4, ... 4]
Inmultind la stdnga cu T obtinem concluzia propozitiei 2.

25



Definitie
Matricile A si B sunt asemenea (notatie A~B) daca si numai
daca exista o matrice nesingulara T (det T # 0) astfel ca:

A=TB T

A~B = p,(1)=ps(4).

Propozitia 3

Demonstratie.

py(A)=det(A1 — A)=det(Al,—TBT™)=det(ATT*-TBT™)
= det(T (41, - B)T™) =det(T)det(1, - B)det(T ™) = p, (2)

Propozitia 3 ne spune ca matricele asemenea au acelasi
polinom caracteristic s1 aceleasi valor1 proprii.

26



Teorema lui Gershgorin

Fie Ae R™ si A € C o valoare proprie oarecare a matricei A.

Atunci:
i, €{1,2,...,n} astfel incat ‘ﬂ— a, |Sr,h =>4,
j=1
1#lo

(Valoarea proprie A se afla in cercul din planul complex de
centru a,; sirazar, .)

27



Demonstratie. Fie A € C o valoare proprie a matricei A si
u # 0 un vector propriu asociat valorii proprii A, Au= Au.
Avem:

AU =a.u, +Za u. < (A-a;)u, —Zauuj, i=1,..,n.

j¢| J¢|
Fie io astfel . , =max{ =1....,n}>0(u=0).
\Vom avea:
oo Y ‘ ‘ ‘u ‘
‘ﬂ -8, |= 21 a ; e Z o] ~, finand seama cd;— 0 <1
};io ° J<'0 °

28



Observatie. Presupunem ca matricea A are n vectori proprii
liniar independenti u*,u,...,u" asociati valorilor proprii A,
A2, .., An Fie U =|:u1 u2...u”:| . Datorita independentei
vectorilor uX rezultd ca matricea U este nesingulara si avem:

A=diag[ﬂl,ﬂz,...,/1n] UAU = A
Consideram matricea perturbata:
A(e)= A+¢B.

UTA(e)U=A+sU"BU=A+¢&C
A(g)~U"A(g)U = au aceleasi valori proprii 4, (&)
A(e)-A —eci|<ed e, = |A(e)-4|=0(¢).
j=1

J#i

Cij

29



Metoda puterii pentru matrice simetrice
Propozitie

Fie AeR™", A=A". Atunci toate valorile proprii ale
matricel A sunt numere reale.
Demonstratie. Fie AeCsiueC",u#0, Au= Au.

Consideram produsul scalar:
(Auu) =2(u.U)g = Aluf

Au,u).. =(u,A'u)  =(u,Au). =(Au,u).=(Au,u).eR
C C C C C
_(Auu),.
ul;

e R

30



Propozitie
Fie AeR™, A= A'. Atunci existd o bazi ortonormati de

vectori proprii ai matricei A, {ut, u®,..., u"}:

. 1 dacai=]
(u,u’)n=5ij= L
R 0 dacai# |
Echivalent, putem scrie ca existd vectori proprii {ut, u?,..., u"}
asociati valorilor proprii reale {41, A2,..., An} atfel ca:

AU=UA & U'AU=A
cu A =diag[4,,4,,...,4.]si U =[u'u?® --- u"] matrice ortogonali.

31



Definitie
Se numeste coeficient Rayleigh al vectorului u€R" pentru
matricea A urmatoarea marime scalara:

u"Au  (Auu),.  (Auu),,

u'u  (u,u),. ul’

Se verifica usor ci daci U€ R" este vector propriu al matricei
A asociat valorii proprii 4 atunci r(u)= A.

r(u)=

Fie AeR™, A= A". Matricea are valori proprii reale A,
A2yeeey An. Presupunem in plus ca:

|2, > 4,12 -] 4,2 0

32



Metoda puternn este un algoritm care aproximeaza valoarea
proprie de modul maxim 41 si un vector propriu asociat.

Se porneste de la un vector nenul de norma euclidiana 1,

u” eR", |[u®|,=1 si se construieste urmitorul sir de
vector1l de norma euclidiana 1.

U(O), u = :IEO) U(O), u® = 1(1) Au(l),...1
[ AUl [ AU 1,
1 _
ul®) = D) Au 1),
| AU 1,

In anumite conditii acest sir converge la un vector propriu

asociat valorii proprii A1, 1iar coeficientii Rayleigh
corespunzatori converg catre A1.

33



Teorema

Fie Ae R™, A= A" o matrice simetricd pentru care valorile
proprii indeplinesc conditia:

24,152,121 4,120

Daci U” eR" ||u@|,=1, (u®,u') ., # 0 (u* vector propriu

asociat lui 41) atunci:
1
u(k) — —r
| A"u™ I,

r(u™) - 4,

A“u® — u' (vector propriu asociat lui 4,)

34



Demonstratie. Fie {u!, u?..., u"} vectori proprii asociati
valorilor proprii {41, A2..., An} care formeazd o baza
ortonormatd in R". Avem:

u” =au"+a,u’+---+au", a ek
Deoarece (u(o),ul)Rn #0 rezultd ca a; # 0. Din constructia
sirului U® deducem ca existd o constanta ck astfel ca:
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u =c, Au® =
=c, A“(a,u' +a,u’ +---+a u")=

Kyl K, ,2 K, N
=c (a4 U +a,4L,u +---+a A U)=

k Kk
=Cc A/ a1u1+a2(%} u2+---+an[%J u"
1 1

Din aceasta ultima relatie, din faptul ca A1 este valoare proprie
dominantd si a1 # 0 deducem ca pentru k suficient de mare
vectorul u® se aliniazd dupa vectorul propriu u':

u® ~ ¢ Afa U

36



Metoda puterini
u® eR", Ju®,=1;
k=0;
do

o K+ +;

ow=Au*";

£ _ L
Wl

o A, =r(u)= (Au(k),u(k)) -

R

o U .

while (|| Au® — 2, u® ||> & si k <k

max)’

37



Metoda iteratiei inverse

Considerdm o matrice simetrici Ae R™", A= A" si ueR

un numar real care nu este valoare proprie a matricer A. Vom
folosi metoda puterii pentru a aproxima valoarea proprie a
matricel A care este cea mai apropiata de u si un vector

propriu asociat.
u# valoare proprie — det(A—ul )#0 - I (A-—pul )™

Fie {41, A2,..., An} Valorile proprii reale ale matricei A.

38



Valorile proprii ale matricei (A-gIn)™* sunt:

{ 1 1 1 }
(ll_ﬂ)’(ﬂz_ﬂ)’ o (ﬂn_ﬂ)

Matricele A si (A-ul)™ au aceiasi vectori proprii. Sa
presupunem ca A este valoarea proprie cea mai apropiata de u
(s1 singura). Atunci:

1 1
>
|A‘|_ﬂ| |ﬂ'j_ﬂ|

V=l

39



Aceasta relatie sugereaza i1deea aplicari metoder puterii
matricei (A - ul,)™ pentru a aproxima valoarea proprie

(A1 — u)™? si a unui vector propriu asociat. Algoritmul duce la
aproximarea valorii proprii cea mai apropiata de u, A1 $l a

unui vector propriu asociat acestei autovalori, u'.

40



Metoda 1teratiei inverse
u® eR", [u®|l,=1;
k=0;
do
o K+ +;
o Se rezolvi sistemul (A— gl )w=u*";

o (k) =—1 ,
| wl,
o ﬂ‘k = r(u(k)) — (Au(k),u(k))Rn )

while (|| Au® =4, u® ||> & si k <k

max)’
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Forma superioara Hessenberg

Spunem ca o matrice H e R™" este In forma superioard
Hessenberg daca:
hy=0,i=1...n,j=1...,i-2

O matrice in forma Hessenberg arata astfel:



(hll h12 h13"'hln—1 hln )

h21 h22 h23 "'hzn—l h2n

H = 0 h32 h33'“h3n—1 h3n
0 O h43 "h4n—1 h4n

\O O O0--h_, h_ )

Ne intereseaza un algoritm care sa transforme o matrice
patratica A oarecare ntr-o matrice Hessenberg superioara H
care sa aiba aceleasi valori proprii:



A—> H ail. H~A, H=PAP™, Pmatricenesingulara
Algoritmul este o adaptare a algoritmului lu1 Housholder s1 se
desfasoara in (n-2) pasi, folosind matricile de reflexie pentru
a transforma matricea.

Pas 1
se efectueaza operatiile A=P1 A P1 (matricea P:1 se alege
astfel incat coloana 1 sa fie transformata in forma superior
Hessenberg)



Pas 2

A=P,AP, = P,(P,A™)P,
(P2 transforma coloana 2 1in forma superior Hessenberg
fara sa schimbe coloana 1)

Pasr
A=PAP =P (P_ ---PA™P...P_)P
(se transforma coloana r in forma superlor Hessenberg
fara sa schimbe primele (r-1) coloane)



Pasul r (r=1,2,...,n-2)
La intrarea 1n pasul r matricea A are primele (r-1) coloane

in forma superior Hessenberg. La iesirea din pasul r matricea
A va avea primele r coloane in forma superior Hessenberg:

Aies = Pr Aintr Pr ! Aies -~ Aintr
P=1-2v'(v')', vieR", ||Vv'],=1

Vectorul v se alege astfel ca matricea Aies sa aiba coloana r
in forma superior Hessenberg si sa nu schimbe primele (r-1)
coloane ale matricii Aintr .



Calculul matricii Py

P= In—iuuT

p=o0o-k-a

n
kK?’=0c=al,, ++a +--+a, = Yy a, = k=1Jo

r+1r

r+1r

I=r+1

semn K = -semn a

r+1r



(0 )
A yar — k
u:=|.
air
\ Qe J

p=0->r=r+1 (P=1))



Algoritmul de trecere de la matricea A la matricea P, A este

urmatorul:

Ae, pentruj=1,...,r-1

(P.A), =<(a,,a,,...,a,,k,0,...,0)"  pentru j=r
Yi L _
Ae,——-U pentru j=r+1,...,n
7; = (Aej ), = D, ug,
I=r+l1

u=0 1=1,..r,u_ ,=a,, -k, u=a, 1=r+2...,n



Vom descrie in continuare cum se efectueaza operatia
A:=AP, fara a face inmultire matriciala (matricea A este cea
obtinuta mai sus avand primele r coloane in forma superior
Hessenberg).

Vom arata ca aceasta operatie nu schimba forma superior
Hessenberg obtinutd. Vom pune in evidenta transformarile
lintilor matricii A. Pentru i=1,...,n avem:

e; (AP)= noua liniei a matricii AP = (e A)(I, —iUUT) =

=eiTA—i(eiTA)u uT=eT A-LiyT
B B

unde



.
yi — (ei A)U — air+1ur+1 +eeet a‘inun
Elementele liniel 1 se schimba astfel:
a; = a; Ly, J=r+1...n, 1=1..,n
ﬂ J

Operatia A:=AP; nu modifica primele r coloane ale matricii
A, ele ramanand in forma superior Hessenberg.

10



Algoritmul de obtinere a formei superior Hessenberg

forr=1,...,n-2
/ / constructia matricii P. — constanta 8 si vectorul U

°0 = zn: a’;

I=r+1

oif (c<g)break; //r=r+1eP =1
ok =Jo;

oif (a,,,, >0 )k=-k;

e f=0—-ka
-k;u =a

r+1r?

U, =a.,, L I=r+2,...,n;

11



[/ A=P * A
/ / transformarea coloanelor j=r+1,...,n
e for j=r+1,...,n

y=(r,18)= (Ae, )/ B=(3 ua,)/

I=r+1

for i=r+1,...,n

A

q; =a; — 7 * U,

\

/ / transformarea coloanel r a matricii A
ea .. =K;a =0, I=r+2,...,n;

12



[/ A= A*P
/ / transformarea lintilor 1=1,...,n
e fori=1,...,n

y=(18)= (€T AW =(Y ua,)l B

j=r+l

A

for j=r+1,...,n
dq; =a; —y*Uj,

13



Algoritmul QR de aproximare a valorilor proprii ale
unel matrice oarecare

Prezentam 1in continuare cel mai folosit algoritm de
aproximare a valorilor proprii pentru matrice patratice
oarecare.

Spunem ca o matrice S e R™"este In forma Schur reald
daca matricea S este in forma superior Hessenberg si in plus
este bloc-diagonala:

14



1p
o |0 Sz S,
(0 0 -« S,

blocurile Sii sunt astfel ca:
- S, € R - este valoare proprie reala

2x2 - . .
- S € R™ - este bloc corespunzator valorilor proprii

complexe
Valorile proprii corespunzatoare blocului

a b 2)(2 A L A L4 . )
S, = ] e R™° sunt radacinile ecuatiei:
C

15



A-a -b
| e a-d |=(ﬂ-a)(ﬂ-d) -bc = A°—(a+d)A +ad —-bc=0

Se presupune ca aceasta ecuatiec de gardul 2 are radacini
complexe.

Algoritmul QR de aproximare a valorilor proprii
construieste un sir de matrici A" e R™", matrici asemenea
cu matricea A, A% ~ A YKk, sir care converge la o matrice in
forma Schur reald, A% — S,k — o0. Matricea limita S este

asemenea cu matricea A, valorile prorii ale matricii S fiind
usor de calculat. Sirul A® se construieste astfel:

16



AP =A , A =Q R, (descomp.QR calc. pentru matricea A”)
AY =R Q, , A" =Q,R, (descomp. QR calc. pentru matricea A™)

A(2) 1Q1

AY =Q R, (descomp.QR calc. pentru matricea A™),

A =R Q, ,k=0,1,2,.
Matricile Qx sunt matrici ortogonale (Q;' =Q, ) iar matricile
Rk sunt superior triunghiulare.

17



Matricile A® si A&*D sunt asemenea:

QII * |A(k) = QkRk = Rk = QIA(k)
Al — Rka = QI A(k)Qk = Al AR Vk

Matricile sirului construit sunt toate asemenea prin urmare au
aceleasi valori proprii anume cele ale matricii initiale A= A(©):

A=A0 A0 ... AR _..._ g
Daca matricea A® este in forma superioard Hessenberg,

atunci descompunerea QR realizata cu algoritmul lui Givens
se simplifica. Reamintim algoritmul lui Givens:

18



Rn—ln (Hn—ln)' ot an (epn) U Rpp+1 (pr+1)' " Rln (eln)' "t R12 (612) A=R

Daca matricea A este in forma Hessenberg in algoritmul lui
n(n—1)

Givens, din cele inmultirt cu matrici de rotatie

raman doar (n-1):
Rn—1n (en—ln ) ot Rpp+1 (9pp+1) ot R23 (923) R12 (912) A=R.

Problema care se pune este daca pornind cu o matrice in
forma Hessenberg, toate matricile sirului raman in forma
Hessenberg:

19



A" (in forma Hessenberg) = H = QR (cu Givens) = ?
A*Y = H =RQ=Q"AYQ =0Q"HQ —este tot in forma Hessenberg ?

Avem:

H Q HQ RR (912) rr+1( r+1)”° nln( )

Notam cu; B
R=R RlT2 (6’12)
pentru care avem.

20



Fil=0ril+sri2 ’Vi ri1=o,i=2,ooo’n F
_ .+ _ =
r,=—sr,+Cr, ,Vi r,=0,1=3,...,n

deci coloana 1 se transforma in forma Hessenberg iar coloana
2 ramane in forma suprior triunghiulara.

0,1 :
0,1=3,...,n

La pasul p avem:

(R RT (912) p 1p(9p 1p)) R-[I)-p+l(epp+l) — Ii IQ-FI)-p+1 (pr+1) = ﬁ )
R=R R.(8,)-- R, 1p(9p 1p)

21



matricea R are primele (p-1) coloane in forma Hessenberg iar
restul coloanelor sunt in forma superior triunghiulara. Vom
arata ci la acest pas matricea R va avea primele p coloane n
forma Hessenberg iar restul coloanelor in forma superior

triunghiulard. Operatia R:=RR . (6,,,) presupune doar

smlmbarea elementelor coloanelor P sip+l:
r. = Cf. +srI|O+1 Vi I _O l=p+1,..
3" S+ —
o =—Sh,+Ch,, VI (B =0, 1= p+2

T,=0,i=p+2...,n
=0, I=p+2,...,n

|p+1

22



Observim din relatia de mai sus ci in matricea R coloana p
are forma Hessenberg 1ar coloana p+1 ramane in forma
superior triunghiulara (celelalte elemente din matrice nu se
modifica).

Prin urmare dupi pasul n-1 matricca H = A**" este in
forma superioara Hessenberg. Algoritmul QR de aproximare
a valorilor proprii folosind descompunerea Givens pastreaza
forma Hessenberg.

23



Algoritmul QR pentru valori proprii

/ / se aduce matricea A la forma Hessenberg

¢ A=QAQ";

ok =0;

e While ( A#forma Schur reala )

(e A=QR;//secalculeazi cu algoritmul Givens
e A=RQsau Q' AQ;

\0k=k+L

AL
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In practica se presupune ca matricca A este Tn forma
Hessenberg neredusa, adica:

a.,=0Vi=2,..,n

Daca matricea nu este in forma neredusa, problema se
decupleaza:

A, Al p

A= , p=n-1saun-2

_A21 Azz_n_p
p nN-=-p

25



Algoritmului QR cu deplasare (“shift”) simpla
Algoritmul cu deplasare simpla este urmatorul:

e A=Q AQ";//aducerea la forma Hessenberg neredusa
ok =0;

e While ( A#forma Schur reala )

‘e A—d, | _=QR;//secalc.cualg.Givens

e A:=RQ+d, I,;

\0k=k+k

AL

26



d, € R sunt constantele de deplasare.
Daci A-dIn=QR (AW)si A=RQ+d I (A**D), se pune

problema dacd cele doud matrice sunt asemenea (A ~ A)
(sirul de matrice construit cu pasul QR cu deplasare simpla au
aceleas1 valori propri1).

A=Q'QRQ+dQ'Q=Q"(QR+d 1 )Q=Q'AQ = A~A
Varianta cu deplasare se efectueaza pentru a accelera

convergenta algoritmului. Daca A1, 42..., 4n sSunt valorile
proprii ale matricii A ordonate astfel ca:

A, —d|2[4,—d|2-2

A, —d|

27



Rapiditatea cu care a') — 0,k — oo este datd de rata de

p+1p
Kk
. . ﬂ“p+1 — d -
convergenta a expresiei . Daca se alege d=A4,
A,—d
convergenta a'*) — 0 este rapidd. Avem urmitorul rezultat:
Teorema

Fie d o valoare proprie a unei matrice Hessenberg nereduse
H. Daca H=RQ+d I, cu H-d I =QR descompunerea

QR a matricel H—-d |, =QR. Atunci:
Hnn—l =0 y Hnn =d
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Algoritmul QR cu deplasare simpla gaseste valoarea proprie d
intr-un singur pas. Euristic s-a constatat ca la fiecare pas, cea
mai buna aproximare a unei valori proprii este a'*.

d =a )
Algoritmul QR cu deplasare simpla

e A=Q AQ";//aducerea la forma Hessenberg neredusa
ok =0;

e While ( A= forma Schur reala )

‘e A—a_ | =QR;//secalc.cu algoritmul Givens
e A=RQ+a I ;

ek=k+1;

A
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Algoritmului QR cu deplasare (“shift””) dubla

In cazul cand valorile proprii ai, a» corespunzitoare
blocului:

app apn

G: , p=n—1
d

np nn

sunt complexe, a,,a, € C, abordarea cu deplasare simpla nu
mai asigura accelerarea convergenteil. Avem:

30



det(11,-G)=(1-a,)(A-a,)=(A—-a,)(A-a,)-a

=A°-(a,+a,)A+aa,=4"-(a,,+a,)A+a a, —a,a,

pn np

a, +a,=a, +a, =trace(G) , aa,=a a,—a,a,=0detG

Algoritmul QR cu deplasare dubla consta in trecerea de la
matricea A = A® la matricea Az = A®*D realizand doi pasi cu
deplasare simpla :

A =2 A1 (deplasare simpla a1), A1 = Az (deplasare simpla a)
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A-al =QR,

A1 :R1Q1+a1|n
Al_aZIn =Q2R2
Az :R2Q2+a2|n

Fie matricea :

M :=(Q1Q2)(R2R1)=Q1(Q2R2)Rl=Q1(A1_a2 In)R1:
:Ql(QlTAQl_az In) R, = QlQlTAQlRl - a,QR, =

-(A-2,1,)QR, = (A-a,1,)(A-a,1,)
M=(Q,Q,)(R,R)=(A-a,1,)(A-a,1,)=

=A’—(a,+a,)A+aa, |

n
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Avem urmatoarele relati1 de asemanare:

A~A=Q AQ, ~ A =Q]AQ,=Q]Q AQ,Q, =(Q.Q,) A(QQ,)
A =(0Q,) A(QQ,)=Q"AQ , Q:=QQ,

Matricea Q care asigura trecerea de la matricea A la matricea
Az este matricea ortogonala din descompunereca QR a matricii

M =(A—a2 In)(A—a1 In). Pasul QR cu deplasare dubla se
face urmand etapele:
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1) se calculeazd matricea M = A°—s A+ql _ cu
S=aitaz=apptann , (= aid2= app adnn- dpnanp ,
2) se calculeaza descompunereca QR a matricii M;

3) AzZ:QTAQ.
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Vectori proprii

Consideram doua matrici asemenea A s1 B:

A~B < A=PBP™* , P matrice nesingulara
Stim ca cele doua matrici au acelasi polinom caracteristic,
P,(4)= pg(4), deci au aceleasi valori proprii. Ne intereseaza
care este legatura Intre vectorii proprii asociati aceleiasi valori
propril. Fie u vector propriu asociat valorii proprii A pentru
matricea A si W vector propriu asociat valorii proprii A pentru

matricea B. Care este relatia intre u si W?
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Au=Au,Bw=Aw, A=PBP™ = PBP'u=Au =

BP'u=AP'u= w=P'u , u=Pw

Daca se aplica algoritmul QR unei matrici simetrice, forma

Schur reala la care se ajunge este o matrice diagonala:

S = A =diag[A1, 42, ..., An]
Legatura dintre matricea simetrica inifiala A s1 matricea
diagonala este de forma:

S =A =diag[A1, A2, ..., An] = UTA U
unde U este o matrice ortogonala, coloanele matricii U fiind

vectori proprii asociati valorilor proprii reale A1, A2, ..., An .
Matricea U se poate calcula astfel:
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Algoritmul QR pentru matrici simetrice (valori +vectori proprii)

/ / se aduce matricea A la forma Hessenberg
*A=QAQ’;
o U =(§T :
ok =0;
e while ( A# matricediagonala)
‘e A=QR;//secalculeazi cu algoritmul Givens
e A=RQsauQ'AQ;
oU =UQ;
ok=k+1;
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Descompunerea dupa valori singulare
(Singular Value Decomposition)
Teorema

Fie Ae R™". Atunci existd o matrice ortogonala patratica de
dimensiune m, U e R™", o matrice ortogonala patratica de
dimensiune n, V € R™" si constantele pozitive:

o= o2 ..20o>0, r<min{mn} al.
D Or><(n—r)

_O(m—r)xr O(m—r)><(n—r)_ (l)
DeR™, D=diag|a,....,0, ]

A=UIV' TeR™ I=

38



Constanta r este chiar rangul matricii A, r = rang(A).
Constantele o1, oo, ..., or poartd numele de valori singulare
ale matricii A.

Folosind relatia (1) avem:

AT =(UzvT) =VETUT,

AAT =USVVEITUT =USS'UT =UA_U"
S :

0 0

| (m=r)xr (Mm=r)x(m-r) |

Am — ZZT — rx(m-r) c Rmxm

39



ATA=VITU'USV' =VE'ZV' =VA VT ,
0 g -
! 0 0

| (n=r)xr

rx(n-r)

= Rnxn

(n=r)x(n-r) _

Tinand cont de ortogonalitatea matricilor U s1 V, putem
rescrie relatiile de mai sus astfel:

(AA)U=UA, , A, =diag[o},0},....67,0,....0 [ e R™"
(ATA)V =V A, | A, =diag|67,07....,07,0,...,0|eR™

40



2
r

Din aceste relatii deducem c¢i oy,0;,...,0. sunt valorile

proprii strict pozitive ale matricilor AAT si/sau ATA iar
matricile U s1 V sunt matrici ale caror coloane sunt vectorii
proprii asociati (cei ce formeaza baze ortonormate). Matricile

AAT si ATA sunt matrici simetrice:

(AAT)T =(AT)T AT = AAT (ATA)T = AT(AT)T = ATA

s1 au toate valorile proprii nenegative:

41



(AAT)u=/1u:>(AATu,u)=(ﬂu,u):>

_(Auau) |auf
(u,u) Jul;

Putem folosi descompunerea dupa valori singulare pentru a
defini pseudo-inversa unei matrici oarecare Ae R™" (nzm).

0

1 -1

A=UZV' | A'=, (UZVT) =(VT) Ut =vEUT

Ramane de definit matricea X;". Urmand acest rationament
se defineste pseudoinversa Moore-Penrose a unel matrici

42



A e R™" astfel:

D™ 0
AI =VZIUT | AI c R™™ | ZI _ rx(m-r)
_O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)_
D+ eR™, D =diag| ...,
01 Or

= Rnxm ’

Pseudoinversa definita mair sus satisface urmatoarele

proprietafi:

(A') =A , VAeR™ ; (A7) =(A') , VAeR™

AA'A= A , A'AA" = A

43



Exista o proprietate care nu mai este satisfacuta de
psudoinversa desi este respectata de inversa clasica:

JA,B al. (AB) =B'A"
Descompunerea dupa valori singulare poate f1 utilizata si
pentru rezolvarea sistemelor liniare cu matrici oarecare (m+#n)

Ax=b , AeR™"  beR™ , x=A'beR".
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Problema celor mai mici patrate
AeR™ beR™ , Ax=b , xeR" (1)
a, X, +a, X, +-+a,X =D

a, X, +a,,X,+--+a, X =hb,

a, X, +a,X,+--+a X =b

a . X +a X, --+a X =b

m

45



Sistemul are soluti clasice daca:
rang A =rang [A | b]
e M <N - o infinitate de solutu
°mz=n
- dacd rang A =rang [A | b] solutii clasice
- daca rang A # rang [A | b] solutii Tn sensul celor mai
mic1 patrate

Vectorul reziduu:

r(x)=b—Ax e R"
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Vectorul x e R" se numeste solutie in sensul celor mai
mici pdtrate pentru sistemul (1) daca este solutia urmatoarei
probleme de optimizare:

min{Hr(x)Hi =||o— Ax 2; xeR"} (LSP)
1 4] (0

A=[2 5|eR* , b=|0|, m=3,n=2
3 6 1)

rang A=2#rang [A|b] =3
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Sistemul:
X, +4x,=0

2X, +5X%,=0 (2)
3X, +6X,=1

nu are solutie clasica (nu exista X1, X2 care sa satisfaca toate
cele 3 ecuati1 simultan). Vectorul reziduu are forma:
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0) [1 4 " (=%, —4X%, )
r(x)=b—Ax=[0|-|2 5 (x1)= -2X, —5X,
\1) _3 6_ 2 \1—3X1 —6X2)

Solutia in sensul celor mai mici patrate a acestui sistem este
definita ca solutia problemei de optimizare:

min{ (=, —4x,)? + (=2X, =5%,)? + (1= 3x, - 6%,); X,, X, € R}

min{1—6x, —12X, + 64X, X, +14x] +77X;; X,, X, € R}
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Aceasta problema de minimizare are solutia:

13 2

1
M=o == IT0IE=S

s1 este solutia in sensul celor mai mici patrate a sistemului (2).

range(A)={yeR";y=a,A"' +a,A’+---+3,A", a e R, i =1,n}

A= |:A1 A’ ---A”] A e R™sunt coloanele matricii A
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Teorema

Fie AeR™"(m2>=n), beR"™. Un vector x e R" minimizeaza
norma euclidiana a vectorului reziduu ||r(X)||2=||b-AX||2,
rezolvand problema (LSP), daca si numai daca:

r(x) L range(A) < A'r(x)=0

sau echivalent
A'Ax=A"b (3)

Sistemul (3) poarta numele de sistemul de ecuatii normale.

o1



Este un sistem patratic de dimensiune n, matricea sistemului
A" Ae R™" este simetricd. Sistemul de ecuatii normale (3)
este nesingular daca si numai daca rangA = n, in acest caz
solutia X a sistemului (3) este unica.

det A"A=0 < rang A=n

s
14 32 3
A=[2 5|, A'A= , A'b=
32 77 6
_3 6_
14X, + 32X, =3 13

= X, =—, X,
32X, + 17X, =6 18
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Pseudo-inversa matricii A

Presupunem ca A are rang A = n. Atunci pseudo-inversa
poate f1 definita ca:

At =(ATA) AT eR™ (A*=A' ?)

o [14 327 1 2 3
A" = *
32 77| |4 5 6
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Rezolvarea sistemului de ecuatii normale

1) Folosind factorizarea Cholesky (descompunere LU)
pentru matrici simetrice:
A'A=LL", LeR™ matrice inferior triunghiulara
e Se calculeazd matricea ATA si vectorul A'b;
e Se calculeaza factorizarea Cholesky a matricii ATA=LLT;
e Se rezolva sistemul inferior triunghiular Ly= A'b pentru y;

e Se rezolva sistemul superior triunghiular L™X=y pentru x;

2) Se calculeaza descompunerea QR (cu algoritmul lui
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Householder adaptat) pentru matricea A:

A=QR , Q e R™ matrice ortogonala , Re R™",

_F_QE ]Rnxn_ B - - - -
R = 0 , R —matrice superior triunghiulara

T (m=n)xn

e Se calculeaza factorizarea QR modificata a matricii A;

e Se calculeaza vectorul Q'b ;

e Se rezolva sistemul sup. triunghiular RX = (QT b)

i=1,n’
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3) Se foloseste desc. dupa valori singulare a matricii A
A=UZV', ZeR™ ,UeR™™,V eR™
e Se calculeazd SVD pentru matricea A=UZV";
e Se calculeazi vectorul U'b;
e Se rezolva sistemul diagonal 2w = U'b pentru w;

e Solutia este Xx=Vw;

1), 2) sau 3) ? > se recomanda 2)
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Interpolare numerica
Presupunem ca despre o functie f cunoastem doar valorile
intr-un numar finit de puncte. Pornind de la aceste date, dorim

sa aproximam functia f Tntr-un alt punct.

X Xo X1 X2 ... Xn1 Xn

f Yo Y1 V2 ... V¥n1  Yn

In tabelul de mai sus f(xi) =vyi, i=0,1,...,n si Xi ZXj, i#].

Dat un punct x# X;, 1=0,1,...,n dorim sa aproximam f(x)
cunoscand cele (n+1) perechi (Xi,yi), 1=0,...,n. Punctele x;
se numesc noduri de interpolare.




Polinomul de interpolare Lagrange

Notam cu /L multimea polinoamelor de grad cel mult n.
Dimensiunea acestul spatiu este N+1, baza uzuala fiind data
de polinoamele 1, X, x?,..., X". Vom considera o altd bazi in
acest spatiu. Se considera polinoamele pi:

0 pentru j#1i
1 pentru j=i’

p. eIl astfel ca pi(xj)={ ]=0,...,n,1=0,...

Din relatia pi ( Xj )=0, V'] #1 si faptul ca p; este de grad n
rezultd ca Xo, Xi,...,Xi1, Xi+1,...,Xn Sunt cele n radacini ale
polinomului pi.



Avem:

pi(x)= Ci(X— Xo)"'(x_ Xi_1)(x_ Xi+1)°°°(X— Xn),
c.eR,1=0,...,n

Constanta ci se determina din relatia pi( Xi) = 1:

pi(xi) =1= Ci(Xi — Xo)"'(xi - Xi—1)(xi — Xi+1)"'(xi - Xn) =
1

0 =) (6 = X)X = %) (% = %,)




Polinoamele pi au forma:

(X =Xg) (X=X ) (X = X)) (X = X,) v, XX
pi(x)_(Xi_XO)"'(Xi_Xi—l)(xi_Xi+1)"'(xi_xn)_g(xi—xj)
1=0,...,n
Propozitie

Polinoamele po, p1,..., pn formeaza o baza in 1.

Demonstratie: Vom arata ca cele n+1 polinoame sunt liniar
Independente:



q(x)=a,p,(X)+a,p,(X)+---+a p, (X)=0, VX
=>a,=a,=--=a,=0
Vom face pe rand X = Xo, X = X1,..., X = Xn 1n polinomul q:

X=X, q(xo)=aopo(xo)+a1p1(xo)+'"+anpn(x0)=
=a,1+a,0+---+a 0=a,=0 =a,=0
X=X, 0q(x,)=0 = a, =0

X=X Q(Xk)=ao po(Xk)+°"+ak pk(xk)+"'+an pn(xk)=
=a,0+---+a, 1+---+a 0=a =0=a, =0

X = X q(x,)=0 = a =0

n



Toate constantele a sunt nule deci polinoamele
{pi; i =O,...,n} formeaza o baza in 11,
Pentru a aproxima functia f pornind de la tabelul de mai sus,

vom construi un polinom |, el ai. sa satisfaca conditiile de
Interpolare:

| el , | (x)=y, , Vi=0,..,n (1)

Odata construit acest polinom, vom aproxima f(x) prin
In(X), f(x)= | (X)

Vom scrie polinomul |, in raport cu noua baza
{pi;i=0,...,n}, deci exista constantele reale ao, ai,...,an
astfel ca:



|, (X) = Za P, (X)
Constantele ax se determina astfel
k=In(xk)=a0p0(xk)+---+akpk(xk)+---+anpn(xk)=
=a,0+---+a, 1+---+a,0=a, = a =Yy,

Prin urmare un polinom de grad n care indeplinesc conditiile
de interpolare (1) este:

I (X)= ZY.p(X)—Zn:y. (X=Xg) (X = Xi J(X = Xiyg) (X = X))

(X — X ) (X — Xi_ 1)(X _X|+1) (X — X )

N | (= (2)

i—0 =0 Xj — X,

j?‘—'l




Polinomul din formula (2) se numeste polinomul de
Interpolare Lagrange.

Propozitie
Polinomul |, dat de formula (2) este unicul polinom de grad
N care indeplineste conditiile de interpolare (1).

Demonstratie: Presupunem ca mai exista un polinom qelh
care indeplineste conditule (1):

qell, , q(x)=Yy. , Vi=0,...,n

Fie polinomul p(X)=In(X)-q(X) € Ih.



p(x, )=l (x)=-a(x)=Vy, -y, =0 ,Vk=0,...,n

Polinomul p are ca radacini toate nodurile de interpolare.
Polinomul p este polinom de grad cel mult n si are (n+1)

radacini distincte (Xi # X,V 1 ]). Acest polinom nu poate fi
decat polinomul identic nul:

p(x)=1,()=a(x)=0 Vx, I,(x)=q(x) Vx

Polinomul |, este unicul care satisface (2).



Fie wn+1 polinomul de grand (n+1) care are ca radacini
nodurile de interpolare:

W (X)=(X=X,)(X=X,)(X=X,)ell ,

Fie a = min{Xo, X1,..., Xn}, b = max{Xo, X1,..., Xn}.

10



Teorema restului (eroarea la interpolarea Lagrange)

rie feC™|ab] xelab], X#x,,Vi=0,...,n.

S1
Atunci existd un punct yE& [a’b] Y =YXy Xpseens X5 X)
(punctul y depinde de nodurile de interpolare X; si de punctul
X) astfel ca eroarea la interpolarea numerica este data de:

NN 10 .
f(X)_In(X)_ (n+1)' Wn+1(x) (3)

Demonstratie: Consideram functia F:
F (X) = f (X) _ In(X) — C\Nn+1(x)
Constanta reala c este aleasa astfel ca F(X) =0 adica:

11



_ T(x)-1.(X)
B Wn+1()_()

C

, (X#EX V)= w_,(X)%0) (4)

Functia f fiind de clasa C™?! pe intervalul [a,b] rezultd ca si
functia F este din C"*{[a,b]. Avem:

F(xi)=T(x)-1.(x)—-cw,,,(X;)=Yy, -y, —c0=0,Vvi=0,...

Functia F are (n+2) zerouri, %o %1+ %0 X Aplicand
succesiv Teorema lui Rolle rezultd cad F' are (n+1) zerouri,
F" are n zerouri,..., F™D are 1 zero in intervalul [a,b]. Vom

o/ o/ * o/

zerourile mitiale X, X;,..., X, X §i:

12



y=Y(Xy, X,,e.0s X, X) €[a,b] al. F™(y)=0. (5)

Derivata de ordinul (n+1) a functiei F se calculeaza astfel:
I: (n+1) (X) — f (n+1) (X) _ Ir(]n+1) (X) —C W(n+1)(X) —

= f")(x)-=0-c(n+1)!= f "™ (x)-c(n+1)!
(6)

(derivata de ordin (n+1) a polinomului de grad n 1, este 0).
Din relatiile (4), (5) s1 (6) rezulta ca:
(n+1) v\ _ T (n+1)
o F7O) TR ) =W, 5
(n+1)! w_ ., (X) (n+1)!

13



Forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

Fie Ik(X, Xo, X1,..., Xk, f) polinomul de interpolare Lagrange
pentru functia f pe sistemul de noduri distincte {Xo, X1,..., Xk}.
Propozitie

Fie l1(X, Xo, X1,..., Xk1, ), lka(X, X1, X2,..., Xk, T)elk1

polinoamele de interpolare Lagrange pentru functia f pe
sistemele de noduri {Xo, X1,..., Xk-1} si respectiv {X1, X2,..., Xx}.
Atunci:

| (X, Xys X yeeer X, T) =

_ (X=X M (XX X yeeey Xy T) = (X=X ) (X, Xy Xy yeeny Xgs 1)

X — %o

(1)

14



Demonstratie: Exercifiu.

Consideram urmatoarele probleme de interpolare pentru f:

{(Xo Yo)r (X0, Yo )sooe s (Xets Vi)t = Lea (X0 X0 X eees Xy, F)
{(Xo Yo )y (X, Y )ves (X V)P 2 L (X, Xg, Xy e X, F)
Ne intereseaza sa gasim o formula de trecere rapida de la

polinomul de interpolare pe k noduri la cel care are un nod in
plus. Deoarece polinomul de grad cel mult k:

q(xX) =1, (X, Xy, Xyreees Xy T) =1 (X, Xgs Xgyeees Xy, T) eI,

15



are ca radacini punctele Xo,X1,...,.Xk-1 (Q(Xi)) = Vi - Vi = 0,
1=0,...,k-1) avem relatia:

k-1
L (X, Xgu Xy eees X F) =1 (X0 X, Xpveee, X o B+ AT (X=X,) (2)
j=0

Tn care A este dat de relatia:

= Ik(xk’XO’Xl""’Xk’ f)_Ik—l(xk’XO’Xl’”"Xk—l’ f)
k-1
(Xk_xj)
j=0 (3)

A

16



(Xk _Xj) = (Xk _Xi)H(Xi _Xj)

17



A=Y (@)
i=0 H(Xi _Xj)

(X == (%)

[ X0 Xgreeen X | = X0 Xy X |,

X — X,

[ Xg0 Xy X ] =

numita diferenta divizata de ordin k a functiei f pe nodurile
{Xos Xpeees Xy f

18



Propozitie

pentru orice sistem de noduri {x,, X,..., X, } si orice k.
Demonstratie: Se face prin inductie. Pentru k=1 avem:

+ Y1 =|:X1:|f_|:X0:|f

Yo
I:XO’XJ“_X—X X, — X X, — X
0 1 1 0 1 0

Presupunem ca relatia (8) este valabila pentru orice K si
pentru orice sistem de noduri {X,,X,,...,X,}. Pentru k+1

folosim relatia de recurenta si apo1 aplicam 1poteza inductiva:

19



k+1

20

i~ N0



yb yk 1
= k+1 k+1 . +Z k+1
H(XO_X) H(Xk+1 ' = (X_X)
=0 "

j¢k+1 j
K+1

_Z k+1
H(Xi _Xj)

j=0
J#I

Inductia este completa.

21



Din definifie se observa ca diferenta divizata
[Xo:X,,ees% ], nu  depinde de ordinea nodurilor

{Xo, Xp1eees X }

VVom nota n continuare cu Ik(x) polinomul de interpolare
Lagrange pe nodurile {X,,X,...., X, } pentru functia f. Avem:

1, () =1,() + [, ()=, O]+ +[1, () = 1, )]+ -+ [1,(X) =1, (X)] =
= Yo +[ o, X |, (X=Xg) oo+ Xgr Xpreves X ], (X=Xg) o+ (X = X,y )+

+|:X0,X1 °°°°° Xn:lf (X_XO)”°(X_Xn—1)

22



Am obtinut forma Newton a polinomului de interpolare
Lagrange:

L (X) = Yo +[ Xo X, [0 (X=X0) +[ %o X, X, | (X = Xg)(X = X;) +-+-+

[ Xor Xpreee X | (X=X ) e+ (X=X, _y)

23



Schema lui Aitken de calcul a diferentelor divizate

Ne propunem sa calculam diferentele divizate

[ Xg0 Xy | [ %o X0o Xo | vee o [ Xor Xgvens X, ],

necesare construirii polinomului de interpolare Lagrange in
forma Newton. Procedeul foloseste definifia recursiva a
diferentelor divizate si se desfasoara in n pasi. La pasul 1 se

calculeaza numai diferente divizate de ordinul 1:

%o X Jo [0 %o e [ Xos X -

24



In general, la pasul k se calculeaza diferente divizate de

ordin k:
[ X0 Xyreees X | [ X0 Xareees Xigs | oo | Xk Xk oo X |, -

La pasul n se calculeaza o singura diferentd divizata de

ordin n si anume] Xy, X,,..., X, ]. -

25



Pas 1

Yo
Y1 [XO’ X1:|f
Yo, [Xi%, ],

Yk [Xk—l’ Xk]f

yn—l |:Xn—2’ Xn—l f

yn [Xn—l’ Xn]f

Pas k

26
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Notam dd[1,k]= |:X|, lreees ,+k:| diferenta divizata de ordin

k, pe nodurile consecutive {x;,X X} 170,...,n-K,

i1 NjpLrec e Ntk
k=1,...,n, cu dd[i,0]=yi, 1=0,...,n. Schema Ilui Aitken se
implementeaza astfel:

dd[i,0]=vy., 1=0,...,n;

fork=1,...,n

fori=0,...,n=K

dd[i+1,k =1]-dd[i,k —1]

Xi, — X

iI+k

dd[i, k] =

27



Putem face aceleasi calcule folosind un singur vector, de
exemplu rescriind vectorul y astfel:

fork=1,...,n
fori=n,...,k
y. = Yi— Yi
Xi = Xk

La finalul aceste1 secvente de program, vectorul y va contine
elementele:

o [ xJps [0 ] e [0 0%,

(Vi =[ Xo1 Xpseees X, ]+ K=0,...,1).

28



Interpolare Newton pe noduri echidistante

Pp. ca nodurile de interpolare sunt echidistante:
X.=X,+1h , 1=0,1,..,n

In relatia de mai sus fie se di h distanta intre 2 noduri
succesive, fie se precizeaza primul si ultimul nod, Xo $i Xn 1ar
h se calculeaza:

h= (Xn _Xo)

n .
|:X- X. _ f(Xi+1)_ f(Xi) _ Yisr Y
1Y 741 g (X _Xi) h

i+1

29



Se itroduce notiunea de diferenta finita de ordinul 1:

Af (X)= f(x+h)— f(x)
Pornind de la aceasta definitie se pot introduce si diferente
finite de ordin superior:
A’ f(X)=A(Af (X)) =A(f(x+h)- f(x))=
= f(X+2h)=-2f(x+h)+ f(x)
st in general se pot introduce recursiv diferentele finite de
ordin k:

A“F(X) = AAS (X)) = A (x+h)— A (x)

Prin inductie dupa k, se poate deduce formula de calcul a
diferentelor finite de ordin K folosind doar valorile functiei f:

30



A (X) = Z( ~1)*"C! f(x+ih)

Observatie: Daca funCtla f este polinom de grad m atunci
Af (x) este polinom de grad m-1, A°f(x) este polinom de
grad m-2, s.a.m.d. Prin urmare:

A“f(x)=0, pentru k>m, f —polinom de grad m.

Legatura intre diferentele divizate si1 cele finite:

[Xu .+1:| f(le) f(x.) Af(xi)

|+1_X) h
I:Xi’xi+1ixi+2:| |:|+1, |+2:| I:X" '+1:| Azf(zx)
f (X142 = %) 2h

1+2

31



Prin inductie se poate arata urmatoarea legatura intre
diferentele divizate de ordin K si cele finite:
A*f(x)
I:Xi’xi+1"“’xi+k:|f = k!hkl :

Polinoame de interpolare pe noduri echidistante

L ()= Yo +[ X0, X, | (X= %) +[ X0, X, X, | (X=X )(X= %) ++--+

H Xo Xgveen X Jo (X=X ) (X = X))+ o+ (X = Xy ) 4o+

+|:X0’ Xpyeen Xn]f (X=X ) (X=X )=+ (X=X, ;)

32



Considera ca punctul de interpolare este de forma:

X=X,+th
st inlocuim diferentele divizate cu diferente finite in forma
Newton a polinomului de interpolare:

(X=X,) (X=X _,)= (X, +th=X,)-+(X, +th=x,—(k=1)h) =
=h*t(t-1)---(t—k +1)

33



| (%) = (x, +th) = yo+Af(x0)t+A2f(xo)t(t2_1).|_..._|_

t(t—1)-++(t— K +1)
" + ...

FA"f (Xo)t(t-l)";](lt— n+1)

Aceasta relatie poartda numele de formula lui Newton
progresiva pe noduri echidistante.

+Akf(X0) +

34



Consideram polinomul de interpolare Lagrange pe nodurile in
ordine inversa {X , X._,..., X, }:

In(X)= Yn +|:Xn’ Xn—l:lf (X_ Xn)+|:xn’ X1 Xn—2:|f (X_ Xn)(X_ Xn—l)'

+"°+|:Xn’ Xo g1een XO]f (X— Xn)(X— Xn—1)'°°(x_ XO)

Daca punctul de interpolare este de forma:

X=X, +th
analog ca mai sus obtine formula lui Newton regresiva pe
noduri echidistante:
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t(t+1)+m

| (X) =1 (x +th)y=y +Af(x _It+A*f(x ) +

t(t+1)---(t+k-1)

kl + ...
t((t+1)---(t+n-1)
n!

+ A F(x ) +

+ A" F(x,)

36



Schema lui Aitken pentru diferente finite

Pentru formulele lui Newton progresive/regresive, avem
nevoie de calculul urmatoarelor diferente finite:

Af (X)), A T(X,), ..., A“f(X,), ...,A" f(x,) - pentru formula
progresiva
Af(x ), AT (X ), ..., ANF(X__), ..., A"f(X,) - pentru

formula regresiva

Metoda de calcul a acestor diferente finite este similra
scheme1 Aitken pentru dieferentele divizate.

37



Pas 1

Yo
y,  Af(X,)
y, Af(x)

Y AT(X)

yn—l Af (Xn—z)
Yo  AT(X )

Pas k

A*F(X,)

Ak f (Xn—k—l)
Ak f (Xn—k)

38
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Functii spline
Fie nodurile:
x, e[a,b],i=0,1,...,n,
cu
a=X, <X <X, <+ <X ;<X =D

Se considera functia continua polinomiala pe portiunt:

S(X)=P.(x) pentru xe[x,X._,] Vi=0,..,n=-1

39



(P(X), Xe[X,,X]

P.(X), Xe[X;,X,]

P.(xX), Xel[X,, X.],
S(X) =+ 2() SL7%20 %,

P_(X), Xe[X,_,X 4l

LPn_l(x), Xe[X ;X ].

Pi(x), 1=0,...,n sunt polinoame. O asemenea functie poarta
numele de functie spline.

40



Functii spline liniare continue

Definitie
Functia S(X) definitda mai sus se numeste functie spline
liniard continud daca polinoamele P,(x),i=0,...,n—1 sunt

polinoame de gradul 1 si S(x) eCl[a,b], adica:

imS(X)=IlimS(x),1=1,...,n-1.

X—>X; X—>X;
X<X; X>X;

Fie functia f :[a,b]—> R pentru care se cunosc valorile:
y; = f(x),i=0,...,n.

41



Functia spline liniarda de interpolare S pentru functia f
indeplineste conditiile de mterpolare:

S(x.)=vVy.,i=0,...,n.
Tinand seama ca polinoamele Pi(X) sunt polinoame de gradul
1 s1 S(X) este continud vom avea conditiile:

rF)i(xi)= Yi
1P(Xi) =Y, 1=0,...,n-1,
P, (X)—polinom de gradul 1.

Din aceste conditii rezulta:

P.(X) = a— Yisr T R = % y.,1=0,...,n-1
X. X

— X.

1+1 I

i+1
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S(%) =P, (% )=P(x )=V k=1...,n-1,
S(XO)= PO(X0)= yO 1 S(Xn)= Pn—l(xn)= yn -

Functii spline cubice de clasa C?

Se considera sistemul de noduri distincte din intervalul [a,b]:
A={a=X,<X <-<X, _, <X, =D}
Functia S(X) asociata divizarii 4 care indeplineste conditiile :
S(x) e C?[a,b],
polinoamele P,(x)au gradul 3,1=0,...,n-1,
se numeste functie spline cubica.
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Data fiind o functie f :[a,b]— R cu valorile:
y; = f(x),i=0,...,n,

se considera functia spline cubica S(X) de interpolare ce
satisface

S(x;))=vV,,1=0,...,n.
Pentru determinarea functiei spline cubice de interpolare
observam ca polinoamele:

P(X)=a,x’+BX*+y,x+8, ,xe[x,%,,],i=0,...,n=1,

implica  determinarca a  celor 4n  necunoscute
{a.,B.,y,,6,;1=0,...,n—=1} pentru care se impun:
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‘n+1conditii din relatiile de interpolare S(x.)=y, ,i=0,...,n,
3(n—1) conditii de continuitate pentru S(x),S (X)si S (X)
innodurile x. ,1=1,...,n-1,

AL

\

in total 4n-2 conditii.
Se pot avea in vedere pentru adaugarea a doua conditi
Suplimentarea urmatoarele abordari :

o fixarea pantelor in extremitatile intervalului [a,b]. Se
presupune ca functia f este derivabila si se cunosc valorile
f1a), f{b). Se impun conditiile:

S'(Xo) = Po'(xo) = f'(a), S’(Xn) = Pn’—l(xn) = f'(b);

e periodicitatea primelor doua derivate:
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f'(a)=f'(b) (S'(x;)=PFy(xo)=P(x;,)=5"(x,)),
f(a)=f"(b) (S"(x;)=PFy(x,)=Pli(x,)=5"(x,))

e anularea derivatei secunde in capetele intervalului:
f"(a)= f"(b)=0

(S"(%,)=Py(%,)=0,5"(x,)=Pr,(x,)=0).
Functiule spline care indeplinesc aceste condifii se numesc
functii spline cubice normale.

e derivata de ordinul al treilea a functiei S este continua in
punctele X1 si Xn-1 . Aceasta Tnseamna ca polinoamele Po,
P1 respectiv Pn2, Pn1 coincid. Acest tip de functie spline
se numeste ,,not — a — knot™ si este utilizat in MATLAB.
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Vom calcula in cele ce urmeaza functia spline cubica in cazul
in care cunoastem suplimentar valorile celei de-a doua
derivate a functiei f Tn capetele intervalului de interpolare:

a,="1"@), a,=1"(b)

Recapituland, vom avea urmatoarele conditii:
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Pi—l(xi)=
< Di’—l(xi)=
Di’—’l(xi)=

\

\V/om nota:

P(x)=Y,,i=0,..,n=1,P_(x,)=Yy, —interpolare,

P.(x.),1=1,...,n-1,—continuitatea functiei S,
Pl(x.),1=1,...,n—=1,—continuitatea primei derivateli,

P"(x;),1=1,...,n=1,—continuitatea derivatei secunde,

P(x,)=a,=f"(@), P",(x,)=a,= f"(b).

S"(x;))=a ,1=0,..n.

Tinand seama de faptul ca functia S”eC|[a,b] este o functie
liniara pe fiecare din intervalele [Xi, Xi+1] rezulta ca:
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S"(X) —
hi = Xiu

lar din

rezulta:

X — X X, —
h- ai+l h

- X, 1=0,...,n=1

s'(x)=js"(x)dx, S(x)=jS’(x)dx

3

S(x)=(X_X‘) a, +(X”l_x) a+bx+c,

6h, ik 6h

Xe[X,X.,].b,cceR,i=0,...n=-1,
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a +hbx+c.,
b,c.eR,i=0,..n-1,

Vom calcula functia spline pentru cazul:
S"(a)=a,=PR,(x,),
S"(b)=a =P" (x).

(ao si an sunt doua constante cunoscute)

Impunand condituile de interpolare si de continuitate vom
obtine:
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h-2
Pi(xi)=€'ai +b,X, +¢ =Y,

2

Pi(xi+1)=rga +b, X, ,+¢=Y,, 1=0..n-1

1+1 171+l

Din aceste relati1 calculam b.sic. in functiedea, ,a.,,, V., V..,

—V. h
b, = yth_ h_ GI(ai+1 _ai)’
| 1=0,...n-1
XisaYi = XiVin hi | ;
C, = h — 5 (Xi+1ai — Xiai+1)'

Din conditia de continuitate a primei derivate a functier spline
cubice P’ (x,)=P/(x;), i=1,..,n—1, tindnd seama de:

o1



2h_, ' 2h_,
2 2
X— X X . —X
Pi'(x) = ( I) A, _( - ) a; + bi ’
2h 2h,
rezulta, utilizand formulele pentru bi-1 si b; deduse mai sus:

L) = e+ YT e ) -
i—1

Pi’—l(x) = (X ~ Xi_l)z d (Xi — X)2 A+ bi—l’

, h .-y h
Pi(xi)=_Elai + yl+1h_ yl o 6 (ai+l _ai)

Sau
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h. h

I -1

(h_,+h)a +ha, =6[y‘+1_ i _Yi~ y”), i=1....n-1.
(1)

Pentru i1=1 si I=n din (1) avem:

2(h,+h)a +ha, = 6( o= % _N” yOJ— h,a,
hl hO

hn—zan—z + 2(hn—2 + hn—ll)an—l = 6[ ynl: yn—l — yn—lh_ yn—2 ] — hn—lan
n—-2

n-1
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Sistemul liniar format din ecuatiile (1) cu necunoscutele
{a,,a,,-,a, ,} are forma:

Ha=f , cuHeR™ feR"

54



2(h,+h)a, +ha, =6(y2;1 - ylgoyﬂ—hof (@)

h h

i -1

(h_,+h)a +ha_, =6(y‘+1_ i K= yil) ,i=2,...,n-1

h a  +2h  +h )a = 6( Yo = Yna Yot ™ yn-Z) —h_, f"(b)
hn—l hn—2
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2(h, +h,)
hl
0

hl
2(h, +h,)
h2

h, 0 .- 0
2(h,+h,) h, -0

0 - h 5 2(h_3+h,)

0 0-- 0

56
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n

hn—2
2(h,_,+h ;)




- .
of Yo=Y _ Vi yo]_hof..(a)
\ hl ho
( _ _
e | e[ Y= ¥i_ Y yiljiﬂwn_l
\ hi hi—l
yn _ yn—l yn—l _ yn—2 "
6 - —h . f"(b
(e

Matricea H are diagonala dominanta atat pe linii cat si pe
coloane, este simetrica s1 pozitiv definita prin urmare putem
utiliza metoda Gauss-Seidel sau o metoda de relaxare pentru
rezolvarea sistemului Ha=f.

S



Interpolare in sensul celor mai mici patrate

X Xo X1 X2 ... Xn1  Xn

f Yo V1 Y2 ... Yn1  Vn

f(xi) =vyi , 1=0,...,n
f(x) =~ St(X; ao, ai, ..., am)
St (X; ao, A1, ..., am) = amXM+ ama XM+ ...+ ax + ag

Coeficienti ao, ay, ..., am se gasesc rezolvand problema de
minimizare in sensul celor mai mici patrate:
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min{ D°(S, (X,:2,,8,,...,3,)— yr)z; a,,a,,..a_eR} (LSP)
r=0

g:R™ >R, ,
g(a,,a,,...a_) = Z(Sf (X.;8,,8,,..,a_)— yr)z
r=0

n K y)
m
g(a,,a,,..,a. )= Z (amxr +eo4a X, +---+a1xr+a0—yr)
r=0

59 _ m k K
- (@g1808,)= 225 (X7 A oA, 43 Y, ) X
k r=0
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Solutia problemel de minimizare a problemei (LSP) este
obtinuta rezolvand sistemul de ecuati1 liniare, de dimensiune
(m+1):

09
—(a,,a,,...,a_ )=0, k=0,1,....m
aak( 0 1 m)

n

r

n
m k k Kk
(amxr +eta X +---+a1xr+a0)x =Yy, X ,k=0,...,m
r=0

-]
-]
-]
-]
-]
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Constantele { ao, a1, ..., am } sunt solutia sistemului liniar:
Ba=1z,

Be R(m+1)x(m+l) B= (bkj)km,j=0 Ze R(m+l) 7 = (Zk)km=0

bkj=zn:xf+j , zk=zn:yrxf . k,j=0,..,m
r=0 r=0
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Rezolvarea ecuatiilor neliniare

Fie f :[a,b]—> R o functie continua pe intervalul [a,b]
astfel ca f(a)f(b) < 0. In aceste conditii, existd X" e(a,b) astfel
ca f(x")=0. In cele ce urmeazi ne propunem si aproximim

solutia X~ a ecuatiei neliniare f(x)=0.

Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)

Pp. f(a)f(b) < O!'!! Pentru a aproxima solutia X~ cdutatd, vom

construi un sir de intervale {[a, ,b, ]; kK = 0} ce satsifac:



X*e[ak,bk]

[ak+1 ’ bk+1:|C I:ak ' bk]

b, —a
7k k
bk+1 o a‘k+1 — 9

Pentru primul interval vom considera:
a,=a, by=b , k=0.

Consideram punctul ¢ de mijloc al intervalului [ak,bk]:
_a,+hb,
2

C

Avem urmatoarele 3 variante:



1. f(c)=0 - solutia cautatd este X =c, algoritmul se opreste;

2. f(a)f(c) < 0 — solutia se gaseste in intervalul (a,c),
continudm procedeul cu intervalul [a,_, =a, , b, =c];

3. f(bk)f(c) < 0 — solutia se gaseste in intervalul X &(c,bk)

procedeul continud cu intervalul [a, , =C , b _, =D ].



Dat ¢> 0 exista un interval I:aE’bE:I astfel ca x* e (aE’bE) S1

= b-a . L
b —a. < & (k>log,——). Pentru &suficient de mic atat
&

a. cat si b pot fi considerate aproximari ale solutiei X"

(. ~ X" prin lipsa iar b ~ X"prin adaos).



Metoda tangentei (Newton-Raphson)

Vom presupune ci functia f e C* [a, b] este derivabila pe

[a,b] cu derivata continua in acest interval si satisface relatia
f(a)f(b) < 0. Pentru a aproxima solutia X a ecuatiei f(x)=0
vom construl un $ir {Xk}gR care sd conveargd la X,

X, = X ,pentruk >o. Primul element din sir, Xo,

consideram ca este dat. Urmatorul element din sir se
construieste ca fiind punctul de intersectic al tangenter la
graficul functiei f in punctul ( Xo, f(Xo) ) cu axa absciselor.
Procedeul se repeta cu X1 pentru a-1 obfine pe X2, s.a.m.d.



x, = Ox N tangenta la graficul functiei f in punctul (x,, f(x,))

X, = Ox N tangenta la graficul functiei f in punctul (x,, f(x,))

X, = OX Ntangenta la graficul fct. f inpt.(x,, f(x,)),k=0,1,2,

Ecuatia tangentei la graficul functiei f intr-un punct (a, f(a))
este urmatoarea (pentru o functie derivabila):

y=f(a)+ f'(a)(x-a)



Pentru a calcula xk+1 din Xk vom considera ecuatia tangentei:

y=f(x)+ f'(x )(x=x%,)
unde luam y = 0. Avem:

Xy, = X, — :,(())((k)) , k=0,1,2,... ,Xx,dat
k

Formula de mai sus poate fi folosita doar daca la fiecare pas
f'(x,)#0. Daca la un pas avem f'(x,)=0 putem calcula

cateva iteratii Xk (k >Kk) folosind f'(x__,).



Teorema de convergenta

Fie f eC*[a,b], cu f(a)f(b)<O0, f'(x)=0si f"(x)=0
VX e [a, b]. Daca alegem

“« a pentru f(a)f"(a)>0
° |b pentru f(b)f"(b)>0

atunci sirul {xk; K> O} construit cu metoda tangentei este

monoton, marginit si convergent la unica solutie X~ a ecuatiei

f(X)=0. Ordinul de convergenta este mai mare decat 2.



Metoda falsei pozitii (a coardei)

Presupunem ca functia f este continua, f eC [a, b] S1
satisface relatia f (a) f (b) < 0. Vom construi un sir {Xk} cR
care sa convearga la solutia cautata X,
X, = X, pentru kK — oo. Consideram date primul element din

sir, Xo s1 un alt punct X. Procedeul de construire a sirului este
urmatorul:



X, = OX N dreapta ce uneste punctele ()"( f()”()),(Xo, f(Xo))

X, = OX N dreapta ce uneste punctele ()”( f()’Z)), (Xl, f(Xl))

X, = Ox Ndreapta ce uneste pt. (X, (X)), (x,, f(x,)). k=0,1,2,..

Ecuatia dreptei ce trece prin punctele (a, f(a)) cu (b, f(b))
este:

y— f(a) _X-a
f(a-f(b) a-b

10



Pentru a-1 obtine pe X,,, din x, avem:
y—f(x,) _ X=X,
f(x)—-f(X) x —X

cu y=0

X =¥ — f(xk)(xk_i)=if(xk)_xkf(i)
L (x)-F(R) f(x)-F(X)
k=0,1,2,..., X,,X—date

11



Teorema de convergenta

Fie feCZ[a,b], cu f()f()<0, Ff'(x)#0 si
f"(x)#0 Vx e [a, b]. Daca alegem:

X=a si X,=b pentru f(a)f"(a)>0
X=bsi x,=a pentru f(b)f"(b)>0

atunci sirul {Xk; K> O} construit cu metoda false1 poziti1 este

monoton, marginit deci convergent la unica solutie X  a
ecuatiei f(X)=0.

12



Metoda secantel

Presupunem ca functia f este continua, f eC [a, b] S1
satisface relatia f (a) f (b) < 0. Vom construi un sir {Xk} cR

care sa convearga la solutia cautata X,
X, = X7, pentru k > . Consideram date primele doud

elemente din sir, Xo S1 Xa.
Procedeul de construire a sirului este urmatorul:

13



x, = Ox N dreapta ce uneste punctele (x,, f(X,)).(%,, f(x,)),

X, = Ox N dreapta ce uneste punctele (x,, f(x,)).(x,, f(X,)).

X, = OXNdreapta ce uneste pct. (xk_l, f(xk_l)),(xk, f(Xk)) ,
k=1,2,...

Obtinem elementul Xk+1 din Xk s1 Xk-1 astfel:

y— (%) X=X

f(x)—f(X_) X —X.

cu y=0

14



S (A R T
TR ()= F(x)

_ X, F(X.)—x T(X._,)
f(x.)—f(x_,)
k=1,2,... , X,, X, datl

15



Teorema de convergenta

Fie X" o solutie a ecutiei f(x)=0. Pp. ca
fecz[x*—r,x*+r:|, f'(x)%0 si f"(x)#0
VX e I:X* —-r, X + r:l. Atunci exista

0 < ro <r pentru care, daca X,, X, €e[X —r,,X +1r,] atunci
X €[X —r,xX"+r],Vk>2 si x, — X', pentruk — oo.

1+\/§

2

~1.61803.

Ordinul de convergenta este =

16



Metoda lui Laguerre
Fie polinomul:
P(X)=a,(X—= X )(X=X,)(X=X_) , a,#0
Metoda luir Laguerre propune construirea unui sir de numere

care sa convearga la una din radacinile polinomului p.
Consideram derivata polinomului p:

17



'(X) = P(X)| =+ ——— oo

Avem:

In| p(X)|=In]a, |+ In| X=X [+In| X=X, |[+---+In| X=X_

iIn|p(x)|= L + L +o 4 = =p(x)=G(x)
dx X=X, X=X, X — X P(X)

n

18



—d—zln| (X)|= L + L + -4 = =
e TS A TS S CE A

LPea) - POIP™0) _ 1y x)
p(x)]

Fie X1 radacina pe care vrem s-o aproximam si Yk valoarea

aproximativa curentd. Notam cu a = Yk - X1 s1 facem
presupunerea ca Yk se afla la acceeasi distanta de toate

celelalte radacini, adica:

y—X;=b Vi=2,...,n

19



Prin urmare avem:

pl(yk) 1 n-—-1

G(y,)= _1,.n-1

W=y Ta o
H(yk)z[p(yk)] ~POIP"(Y) _ 1, n-1
[ p(y,)] a® b

Rezolvam acest sistem in raport cu a s1 obtinem:

n

max[G(yk)i\/(n—l)(nH(yk)—Gz(yk))}

a=

20



Semnul la numitor este ales astfel ca expresia sa aiba
magnitudine maxima. Daca tinem cont de expresiile pentru G
s1 H obtinem pentru a urmatoarea formula:

n p(y,)
max[ p'(yk)i\/(n—l)2|:p'(yk):|2 —-n(n-1) p(yk)p"(yk)i|

a=

Urmatorul element din sir va fi:

21



n

Yeismi=Ye—a =Y, —

max[G(yk)i\/(n—l)(nH(yk)—Gz(yk))]

np(y,)
max[ p'(yk)i\/(n—l)z[p'(yk)] “—n(n-1) p(yk)p"(yk)i|

Yierr =Y —

Procedeul se opreste cand a devine suficient de mic. Metoda
lu1 Laguerre se poate apl. s1 ptr. aprox. rad. complexe si de
asemenea pentru polinoame cu coeficienfi complecsi. Pentru
radacini simple metoda lui Laguerre are ordinul de
convergenta 3.

22



Sisteme de ecuatii neliniare

Considera sistemul neliniar:

(X, %000y X )=0 (£, (X, )
f, (X, X,,...,%X,)=0 f X

<,2(1 i ) o F(X)=0,F=|.°|,X=|."
T (X X, X)) =0 Y X,

Fie matricea jacobiana asociata functier F (presupunem ca
functiile fi sunt diferentiabile):

23



(of, of, of )
OX, OX, o
of, of, of,

VE(X)=| 0x, 0OX, o (X;, Xy eeer X))

LA | n

of  of of

n n cee n

L OX, 0X, oX,, |

Pentru a gasi solutia X~ a sistemului de ecuatii neliniare
F(X)= 0 se construieste un sir de vectori X*) e R" astfel:

24



X — dat
XD = X _[VF(X®) T F(X®)= X ¥ 4 A%
AY =-[VF(X®)] F(X¥)eR" , k=01,...

Vectorul de corectie A% poate fi calculat si ca solutie a
sistemulul liniar:

VE(X¥)A=—F(X")
unde matricea sistemului este matricea jacobiana calculata in
punctul X iar vectorul termenilor liberi este (— F(X(k))).

25



Metoda descrisd mai sus poarta numele de metoda Newton.
Pentru n=1 metoda Newton este chiar metoda tangentel
descrisa anterior.

26



Optimizare numerica
min{ f(x); xeR"}, f:R">R

Un punct x*e R" se numeste punct de minim global pentru
functiaf daca f(x*)< f(x) VxeR".

Un punct x*e R" se numeste punct de minim local pentru
functia f daca existd o vecinatate V a punctului x* pentru
care f(x*)< f(x) VxeV.

Un punct x*eR" se numeste punct de minim strict local

pentru functia f daca exista o vecinatate V a punctului x*
pentru care f(x*)< f(x) VxeV, X#Xx™*.

V = S(x*,r)={xeR”; X — X*| < r}.

27



Daci functia f € C*(R") se numeste gradient al functiei f
in punctul x vectorul:
of  of of JT

Vi (x)= , S, ——
OX, OX, OX,,

Dacd functia f e C*(R") se numeste matrice hessiani a
functiei f Tn punctul x matricea:

VZf(x)= [8X.61;<. (X)]

I,J=1,...,n

28



V2
F(x)=

§
0°f
OX?
"

0
X,0X
1

82
f

(X)

(X)

\
OX .0
X, s

82
f

0
glax
2 .I: 2
OX;

82.
f

OX
10X
2

29

(X)

(X)

(X)

62
f

0
X,0X (
n X)

0
X,0X




Teorema lui Taylor

Daci functia f e C'(R") este continuu diferentiabila atunci
exista t € (0,1) astfel ca:

f(x+p)= f(x) + VI(x+tp)' p. (1)

Daci f e C*(R") este de doud ori continuu diferentiabila
atunci exista t € (0,1) astfel ca:

f(x+p)= f(x) + Vf(x)' p+% D'V f(x+tp)p. (2)

30



Teorema 1 (conditii necesare de optim de ordinul intal)
Fie f eC*(R") si x*eR" un punct de minim local pentru f.

Atunci VT (x*)=0.

Un punct x* pentru care Vf(x*)=0 se numeste punct

stationar. Teorema de mai sus spune ca orice punct de minim
local trebuie sa fie punct stationar.

31



Teorema 2 (conditii necesare de optim de ordinul al doilea)

Fie f e C*(R") si x*e R" un punct de minim local pentru f.
Atunci Vf (x*) =0 si matricea hessiand V* f (x*) este pozitiv
semidefinita.

O matrice Ae R™" este pozitiv semidefiniti daca
(AX,x).. 2 0 VXxeR"

s1 este pozitiv definita daca
(AX,x)..> 0 VxeR", x 0.

32



Teorema 3 (conditi1 suficiente de ordinul al doilea)

Fie f e C*(R") si x*e R" un punct pentru care Vf (x*)=0
si matricea hessiand V* f (x*) este pozitiv definiti. Atunci X *
este punct de minim strict local pentru f.

O functie f se numeste convexa daca:

f(ax,+(1-a)x,)<af(x)+(@1-a)f(x,) ,Vx,x,eR",Vae[0,1]

33



Teorema

Daca f este functie convexa orice punct de minim local este
punct de minim global. Daci in plus f € C*(R") atunci orice
punct stationar este punct de minim global.

Metode de descrestere
Se numeste directie de descrestere a functiei f In punctul x

un vectord e R" pentru care
f(X+ad)< f(X) , Vae[0,a).

34



Teorema
Fie f eC*(R"). Un vector d este directie de descrestere
pentru f Tn X daca si numai daca:

v (x)'d=(d,Vf(x)),. <O,

35



Algoritm de descrestere

1. alege x e R"
2. do
- gaseste o directie de descrestere d a lui fn X
- gaseste @ > 0 astfel ca
f(x+ad)=min{f(x+ad); € (0,x)}
(ajustarea pasului — line search)
- X=X+ad
while (nu am gasit solufia)
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Ajustarea pasului (line search)
Trebuie rezolvata o problema de minimizare unidimensionala
min{g(a); ael[b,c]}
Metoda Newton

Fle ax aproximarea curentd a solutiei problemei de
minimizare de mai sus. Vom folosi dezvoltarea n serie
Taylor a functie1 g

9@)= 9(a,)+ 0'(a,)@-2,)+ 93, )(@-3,) +%g"’(bk>(a— a,)°

37



@)= 9(a,) + @) (@-3)+ 5 ¢"(8,)(aa,)
Pentru a~a putem considera ca functia ( aproximeaza
functia g, q(a)~g(a) s
min{g(a) ; ae[c,b]}=min{qg(a) ; a €[c,b]}.
Construim elementul ax+1 ca fiind solutia problemei:
a(a,,;)=min{q(a) ; ae[c,b]}
ak+1 este solutia ecuatiel

1(a)=0 & q(a)=g'@a)+g"(a)(a-a)=a, =a, -3 &)

- 97(a,)
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Metoda secantel

Daca in relatiille de mai sus se face urmatoarea aproximare:

g'(a)—-9'(a_;)
A, —a,

9"(a,) =

obtinem urmatoarea metoda de aproximare, numita s1 metoda
secantel:

A, —a, 4
g'(a)-9'(a._,)

a., =a,—9'(a,)

39



Aproximare spline cubica

Vom folosi pentru a construi ak+1 pe ak-1 , ak , g(ak-1), g(ax),
0’ (ak-1), 9’(axk). Aproximam functia g cu un polinom de grad 3

g(d)~q(a)=c,a’+c,a’+c,a+c,
Functia g (respectiv constantele ci) se calculeaza a.i.

a(a.,)=9@.) - q(a)=9(a,)
q'(a_)=9(@_) , a'(@)=9"()

40



ak+1 este punctul de minim al functiei g

g'(ak)+u2_u1 :|
a.,,=a —([@, —a_)|— .
e e e [g (a,)—9'(a,.)+2u,
g(a,)—9(a.,)
A —a,

U =49 '(ak_1)+ g '(ak)_ 3

U, = U2 -9'(a.,)9'(a,)

41



Ajustarea inexacta a pasului
f(x+ad)=2min{f(x+ad); ae(0,a)}

- nu se obtine ¢ optimal

- pentru reducerea timpulul de calcul optimizarea se opreste
inainte de a ajunge la solufie, in funcfie de anumite
criterii/teste de oprire

42



Regula lui Armijo

g(@)= f(x,+ad,) , g(a)=9(0)+eag(0), £€(0,1)

a este acceptabil dupa regula lu1 Armijo daca

(1) g(a) < g(a)
(2) g(ca) 2 g(oa)

43



k =0;
se alege a,

while (g(a,) > g(a,) )
1

’ a‘k+1 = _ak

k=k+1

o=25%aul0 , &=0.2

44



Testul Goldstein

Dat £ € (0,2),a este considerat acceptabil daca:

g(@) < g(a@) si g(a) > 9(0)+(1-¢)9'(0)

Xep1 = X+ d,
a este acceptat daca

PO T
aVf(x,)d,

&

45



Testul Wolfe

e (0,2)

a: 9(@)=<g(@)=9(0)+eag’(0)
g'(@) = (1-¢)g'(0)

46



» O
acceptable range
(a) Armijo rule
&
r
\\\
>
—
\
\ SN
» &
acceptable range
(b) Goldstein test
]
o

acceptable range
(c) Wolfe test
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Metoda pantei maxime
min{ f(x);xeR"}, f:R"5>R
X, dat , X.,=X+¢a.d , k=0,1,..
d, directie de descrestere a lui f 1n X,
a > 0f(x +a.d )=min{f(x +ad); a€[0,a]}

d, directie de descrestere daca:
vi(x,)'d, < 0.



Metoda pantei maxime:
d, =-Vf(x,)

Cazul patratic:

f(x) =%XTAX— X'h = %(Ax, X)Rn — (b, x)]Rn

beR", AeR™ simetrica si pozitiv definita

A pozitiv definita — det 4 # 0, f este strict convexa

Vi(X)=Ax-b , Vf(x)=A



f (x*)=min{f(x); xeR"} x*punct unic de minim <

X* solutia sistemului liniar Ax=Db , x*=A"b
g(x)=Ax-D

X1 = X =09, » 0, =AX, —b

a, =argmin{f(x, —a g,); a€[0,a]}



1
f(x,—ag,) =§(Xk _agk)T A(X, —ag,)— (X, _agk)Tb=

=%(91A9k)a2—(glek —gib)a + f(x,)=
=%(gIAgk)a2—(gng)a + F(x,)

f (x, —ag,) ecuatie de gr. 2 in &, coef. lui &, g, Ag, >0

T
a. .. = ak = ng gk
O« A,




Metoda panter maxime pentru functionale patratice:

X, — dat

|
o8 )a  xeon
K K

g, = Ax, —b



E(x)=%(x— x*)" A(X = x*) = f(x)+%x"‘T AX*

VE(Xx)=VTf(x)=g(x)

Sirul construit cu metoda pantel maxime satisface:

(9f9.)
(95 Ag.)(ar A9, )

E(x..)=1- E(X,)




Inegalitatea lui Kantorovich

AeR™", A= A", A>0 pozitiv definita
(x"x)’ _ 4cC
(xT Ax)(xTA‘lx) ~(c+C)°

¢, C - cea mai mica s1 cea mai mare valoare proprie a lui A.




Teorema
Cazul patratic: Pentru orice iterafie initiala X,, sirul construit cu

metoda pantei maxime converge la X* unicul punct de minim al
functiei f. Avem:

2
E(x, )s(c 'C) E(x,)
+1 C +C k
Cazul general: f:R"—> R, f eC*(R"), fare un punct de
minim local X*. Presupunem ci F (X*)=V?*f(x*) are ¢ > 0 cea
mai mica valoare proprie si C > 0 cea mai mare valoare proprie.
Dacd sirul {X, } construit cu metoda pantei maxime converge la

x* (la fiecare pas A=V’f(x.), b=VFf(x)), X, —x*




atunci f (X, )— f(Xx*) converge liniar cu o rata de convergenta <
c-cY
C+c)

Metoda Newton

X, - punctul curent de aproximare
1
f(x)=f(x)+Vf (Xk)T(X_ Xk)+E(X_ Xk)TVZ F(x)(x=x)=9(y)

g — functionala patratica, y=X-—X,,



1
g(y)=§yTAy—yTb+c

A=V f(x,) , b=-Vf(x,) , c=f(x,)

y*=argmin{g(y); yeR"} este unica solutie a sistemului
liniar Ay=b , y*=A"'b= —[V2 f (xk):|_1 VT (x,)

Metoda Newton

X = X = [ V2E ()| VE(x), k=01,..., X, - dat

10



Teorema

Fie f € C°(R") care are un punct de minim local x* astfel ca

matricea V° f (x*)>0 este pozitiv definitd. Daci punctul de
inceput X, este suficient de aproape de x*, [|x—=x*||<T,

atunci sirul {xk} generat cu metoda lui Newton converge la
X * s1 ordinul de convergenta este cel putin 2.
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Metoda gradientilor conjugati (a directiilor conjugate)
AeR™ , A=A" , A>0 pozitiv definitd

min{f(x)=%xTAx—be; xeR"}

Definitie
Pentru 0 matrice AeR™", A= A'simetricd, doi vectori
d,,d, e R" se numesc A-ortogonali sau conjugati in raport
cu A daca:
d; Ad, =(Ad,,d,) ., =(d,,Ad,) ., =(Ad,,d,)., =0

Rn ]Rn

12



A=0_. = Vd,d, sunt A—ortogonali

A

|, = ortogonalitate clasica (d,,d,) , =0

n

Vectorii {do,dl,...,dk} se numesc A-ortogonali sau
A-conjugati daca:

dfAd;=(Ad;.d,) =0, Vij,ij=01,..k

13



Propozitie

Fie AeR™ , A=A, A>0, si {d;,d,,...,d,} directii
A-conjugate, d#0,Vvi=0,..k. Atunci

vectorii
{do d,,...,d, } sunt liniar independenti.
AcR™  A=AT , A>0 \
>:>{do,d1,...,dn_1}
o . bazi in R"
{do,dl,...,dn_l} - directii A— conjugate

x*=argmin{ f(x); xeR"} < x*solutia sist. AX=b

14



*
X*=a,d,+a,d, +---+a, _d_,

(Ax*,di) =d' Ax*=ad' Ad,
w
Rn

=b
din (b’di)R”
Q. = =
" dAd, (Ad;.d;).,
X* n—1 ( )

= (Ad;.d))., .

15



Consideram procesul iterativ

X, € R" —dat

X, =X +ad, ,k=012..,n-1
g, d,

a, =— , = AXx, —Db

TTATAd, T

are proprietatea ca X, = X*.
X =X +a,d,+ad +-+a _d,

X*=Xo+ Bydo + B0, +---+ B, 40,

16



_ diTA(Xk B Xo)

. _ 47 AX* = %)
! d' Ad, |

dT Ad.

B

d, A(X, —X,)=0

X* =X, = (ﬂo _ao)do oot (ﬂk—l _ak—l)dk—l +ﬂkdk + '"+ﬂn—1dn—1

Corolar
g,d, =0Vi<k

17



Algoritmul gradientilor conjugati

X, €R", g, =Ax,—Db
d,=—-g,=b—AX,
B g, d,
d, Ad,
X1 = Xy + 4,
Oxs1 = AXyyy —b AU gy, = 0, +, Ad,
0., Ad
A="4Thd,
dyir == 0k + By

a, =

18



YirYpreen Y, €R”

span{y,, ¥, ... Y, }={y=a,y, +---+a y, eR"; a eR,i=1,.., p}
= subspatiul generat de vectoriiy,, y,,...,y,

Teorema

Presupunem ca X, # X*. Avem urmatoarele relatii:

(1) 9.9 =0Vi=0,1,..,k-1

(2) span{g,, g;, ... 9, } = Span{g,, Ag,, ..., A“g,}
(3) span{d,.d,,....d, }=span{g,, Agy,..., A“g,}
(4) d, Ad =0 Vi=0,1,..,k-1

Sirul X, = X* in cel mult n pasi.

19



K(g,,k) = span{g,, Ad,,..., A“g,} - se numeste subspatiu
Krylov de grad k pentru g,.

20



Forma practica a metodei gradientilor conjugati
X, e R"—dat, k=0

g, = AX,—b, d,=-g,

while (g, #0)
([ T
%= A
k Kk

X = X+, d,
) O = O + ¢ Ad,
g-kr+1gk+1
ﬂ —
“ 909,
dk+1 = =0k +:8kdk
K=K+1;

21



Teorema

Daca matricea A are doar r valori proprii distincte,
algoritmul gradientilor conjugati calculeaza solutia X* in cel
mult r iteratii.

Teorema
Daca A, <A,<---<A_sunt valorile proprii ale matriceli A
atunci:

X1 = X*Iliﬁ(

” Xes1 — X*||2A= ZE(Xk+1)

2

A —A
E(x, . )<| ==L | E(x,)).
(k+l) (ﬂn_k+llJ (0)

2
A =
] % = X* I
A+

n
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Metodele gradientilor conjugati neliniare

FO)= £+ VF (X)X %)+ 5 (X=X V2 £ (X)X = %,)

gk g _Vf(xk)

A & VI(x)

Varianta pentru functii oarecare a metoder gradientilor
conjugati:

23



X, € R"—dat, k=0
90 =Vf(xo)’ do =—0

while (g, #0)
A=V (x)]
g, d
% =4 Ad
k Kk

X1 = %+ d,
gk+1 = Vf (Xk+1)

_ g-kr+1Adk
A d! Ad,

dk+1 =—0k t ﬂkdk
k=k+1;

A

24



Metoda Fletcher-Reeves

a, se calculeaza folosind metoda ajustarii pasului

gl 19kt
ﬂ — Jk+1Ik+
‘ gl Oy

X, € R"—dat,
g0=Vf(Xo)’ d0=—90 , k=0

25



while (g, #0)

a, =min{f(x +ad ); 2€[0,a)}
(exact sau Inexact cu testul lui Wolfe)
X = X+, 0,
9 Gz = VI (X 11)

FR nggk

< gl Ok
dyis = =0k +ﬂkFde
kK=Kk+1;
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Se pune problema daca d, sunt directii de descrestere?

dk =—0, + :Bk—ldk—l

gldk = _g;— O« +ﬂk—1gldk—1

Daca se foloseste ajustarea pasului exacta:
a,_, este punct de minim local pentru f pe directia d,_, prin

urmare g,d,_, =0 (g, = Vf(x,)).
= g,d, =-0,9, == 9, [5< 0= d, directie de descrestere

27



Daca se foloseste ajustarea pasulul inexacta am putea avea
gldk >0 (d, directie de crestere!!) dar folosind testul lui

Wolfe deducem:

f(x+ed, )< f(x,)+eex9.d,
| VE (%, +a,d,) d | < (1-¢)|g,d,]|

EE(O,%) = gldk<0

28



Metoda Polak-Ribiere

- varianta a metodei1 Fletcher-Reeves
PR _ g-li-+1(gk+1 - gk)
R =
gl g,

Daca se face ajustarea pasului inexacta cu testul lu1 Wolfe nu
putem deduce ca d, sunt directii de descrestere.

Se foloseste B =max{B,",0} si un test Wolfe adaptat
pentru a obtine d, directii de descrestere.
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Varianta Hestenes-Stiefel

HS __ g;|<-+1(gk+1 _ gk)

< (D1 — gk)Tdk
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Preconditionare
Se considera norma:

1% [la= (A, X),,

Evaluarea erorii Tn metoda pantei maxime:

k
) K(A)-1 )
X" - x ||As(k§A§+J X =5,

A
K(A)=—"— numarul de conditionare spectral

1
0<A,< A,<.--<A_valorile proprii ale matricii A
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Avem convergenta rapida daca numarul de conditionare
spectrala al matricei A este apropiat de 1 (k(A4)=1
intotdeauna).

Ideea preconditionarii este de a transforma sistemul Ax=b

astfel incat sa imbunatatim proprietatile spectrale.

Ax=b = Ax=b, cu k(A)<<k(A)
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Preconditionare
Ax=b—> M7Ax=M"b(lastanga)
—> AM™y=Db ,x=M"y(ladreapta)
— M'AM y=M7b ,x=M;" y(split), M = M, M,

cu M matrice nesingulard , M “<”” A. Matricea M sau M
poartd numele de matrice de preconditionare.
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Cum trebuie sa alegem matricea M?

- sistemul preconditionat (AX = 5) sa fie usor de rezolvat
(convergenta rapida)

- matricea de precondifionare sa fie economic de construit
si aplicat — letratiile sa nu fie costisitor de construit
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Matricea de preconditionare Jacobi

M = diag[all, dys s °°°’ann:I

Matrice de preconditionare SSOR
M=(D+L)D*(D+L) (A=L+D+L")

M(w) = L (1D+L)(1D)_ (£D+L) , @€ (0,2)

2—wo\ o 0] @

Pentru @ - optimal, Tn anumite cazurt:
K(M(@,,)" A)=0(Vk(A))

(w . - foarte costisitor de calculat)

opt
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