Ecuatii Diferentiale

Cap.V Ecuatii diferentiale de ordinul intai
Bibliografie: Krasnov et al. (1989), Riley et al. (2006), Arnold (1992),
Micula & Paval (1989)

5.1 Notiuni elementare

O ecuatie diferentiald ordinara este o ecuatie de tipul
F(x, Y, y’,---,y(”)):o (5.1)

care pune in relatie o variabild independenta X, functia necunoscuta y =y(x)
si derivatele acesteia y'(x),y"(x),--, y(™ (x). In acest context, F este o functie

cunoscuta de argumentele sale.
Cea mai simpla ecuatie diferentiala este:

y'=1f(x) (5.2)

unde f(x) este o functie datd, continud pe un interval (a,b), iar y=y(x) este

functia necunoscuta. Ecuatii similare apar in calculul integral. Adica, fiind
datd o functie f(x), trebuie determinatd o primitivd a sa F(x). Astfel, o

functie care verifica ecuatia (5.2) are forma:

y=F(x)+C (5.3)

unde F(x) este o primitivd a lui f(x) pe (a,b), iar C este o constantd

arbitrara.
Functia cautatd y = y(x) nu este unic determinata de ecuatia (5.2).

Definitie: Ordinul unei ecuatii diferentiale este ordinul cel mai mare al
derivatelor prezente in ecuatie.

Exemplu: Ecuatia y”+y=0 este o ecuatic diferentiald de ordinul doi.
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Functia y(x)=sinx este o solutie a acestei ecuatii diferentiale pe intervalul

(—o0,+00)

Definitii:
e Rezolvarea unei ecuatii diferentiale se numeste integrarea ecuatiei
diferentiale.
e Graficul unei solutii a unei ecuatii diferentiale se numeste curba
integrala a ecuatiel.

Problema 1: Determinati o curba astfel incat panta curbei in fiecare punct sa
fie egala cu ordonata punctului respectiv.

Fie y=y(x) ecuatia curbei cautate. Panta curbei este tga =y'(x).
Proprietatea curbei din enunt este descrisa de ecuatia diferentiala de ordinul
intai:
y=Yy

ﬂ:y Y _ J‘ﬂ:_[dx Inly|=x+C y=e“¢ y=Ce"
dx y y

Conform integrarii de mai sus, ecuatia are un numar infinit de solutii:

y(x)=¢"
y(x)=0, unde C este o constanta.
y(x)=Ce*

Problema 2: Determinati legea miscarii rectilinii a unui punct material care
se misgca cu o acceleratie constanta a.
Fie s=s(t) legea de miscare cdutatd. Din enunt avem urmdtoarea

ecuatie diferentiald de ordinul doi pentru aceasta functie:

F =a (54)
Prin doud integrari succesive obfinem:
% _at+C, (5.5)
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2
s(t)=a%+clt+c2 (5.6)
Constantele de integrare Cy, C, pot fi determinate impunand conditii initiale.
ds
S 1=t = SO a = VO
t=t,
t
SO:aE+C1tO+C2 v, =at, +C,
to
C, =V, —at, C2=so—az—(v0—at0)t0
2
a(t—t
s(t)=so+v0(t—t0)+% (5.7)

Fie F(x,y,y')=0 o ecuatie diferentiald de ordinul Intdi. Daca este
rezolvabilad in y’, obtinem o altd forma a ecuatiei:
y'=f(xy) (5.8)
unde f(x,y) este o functie cunoscuta in argumentele sale.

O alta forma echivalenta a ecuatiei este:

dy—f(x,y)dx=0 (5.9)
sau, mai general:
M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 (5.10)

Aceastd ecuatie este obtinutd din precedenta prin Tnmulfire cu o functie
N(x,y)=0. Functiile M (x,y) si N(x y) sunt functii cunoscute.

Doud ecuatii diferentiale F(x,y,y')=0 si F,(xy,y)=0 sunt
echivalente pe un domeniu, daca orice solutie y(x) a unei ecuatii diferentiale
este solutie si pentru cealalta ecuatie si vice versa.

In general, 0 ecuatie diferentiala are o infinitate de solutii. Pentru a
preciza o anumitd solutie a ecuatiei y'=f(x,y) trebuie sd impunem o
conditie inifiald, adica sa presupunem ca la o anumita valoare Xq a variabilei
X functia cautata ia o anumita valoare Yj:

y|H0 =Y, Sau  y(X)=VY, (5.11)
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Geometric, conditia initiald implicd precizarea unui punct M, (X, Y,)
prin care va trece curba integrala cautata.

Definitie: Problema determindrii acelei solufii a ecuafiei y'=f(x,y) care
verificd conditia suplimentard y(x,)=Yy,, se numeste problema Cauchy sau
problema initiala.

{y': fxy) (5.12)

Y(Xo) =Yo

5.2 Solutia problemei Cauchy pentru ecuatiile diferentiale de ordinul intdi

Teorema 1: (existenta si unicitatea solutiei problemei Cauchy) Fie:
y=1(xy) (5.13)

o ecuatie diferentiald de ordinul intai si fie f(x,y) o functie definitd pe un
domeniu D din planul xy. Daca exista o vecindtate Q a unui punct M, (x,, Y,)
din D, pe care f(x,y)

(1) este continua in toate argumentele

(11) are derivata partiala of /oy marginita
atunci exista un interval (x,—h,x,+h) pe axa X pe care existd o solutie unica
y=¢(x) aecuatiei (5.13) astfel incat y, =p(x,).
Geometric, inseamnd ca prin punctul M;(x, y,) trece o curba integrala si
numai una pentru ecuatia (5.13).

Figura 5.1
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Observatie: Teorema 1 are naturd locala: garanteaza numai existenta unei
solutii unice y=¢(x) pentru ecuatia (5.13) intr-o vecinatate a punctului Xo.
Ecuatia (5.13) are un numar infinit de solutii (de exemplu, o solutie a carui
grafic trece prin (x,,Y,), altd solutie a cdrui grafic trece prin (x,,y,), si asa
mai departe).

Exemple:

1. Consideram ecuatia y'=x+Yy
Functia f(x,y)=x+y este definitd si continud in toate punctele planului Xy si
of 1oy =1 peste tot. Cu teorema 1, prin fiecare punct (x,,y,) al planului xy

trece o singura curba integrald a ecuatiei.

2
2. Consideram ecuatia y'=3y3
2
Functia f(x,y)=3y® este definitd si continua in toate punctele planului Xy si

of

oy y%
este indeplinita pe axa X.

Prin integrare, obtinem y = (x+C)3 , Cell solutie a ecuatiei date.

si tinde la infinit pentru y —0. A doua conditie din teorema 1 nu

2 13
ﬂzgys %:wx y—:3x+C y
dx y 1/3

Wl

=x+C y:(x+C)3

Mai mult, si y=0 este solutie a ecuatiei date.
Dacd cautim o solutie a ecuatiei date care sa satisfaca conditia y(0)=0,
obtinem mai multe solutii, ca de exemplu:

0, Xx<0 X3, x<0
y:o' y:{ 3 y:{ 3

<
Il
P

X3, x>0’ 0, x>0

Astfel, prin fiecare punct al axei x trec cel putin doud curbe integrale, si
solutia nu este unica pe aceasta axa.
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J
Ui

Figura 5.2

Observatie: Dacd consideram punctul M (1,1), pe o vecinatate suficient de

mica a acestuia, conditiile din teorema 1 sunt satisfacute. In consecinta, prin

acest punct, intr-un mic patrat €2, trece numai curba integrala y=x* a
2

ecuatiei y'=3y®. Dacd considerim un pitrat Q suficient de mare (s3

Intersecteze axa X), atunci nu vom mai avea solutie unica. Acest lucru
confirma caracterul local al teoremei 1.

Precizare: Teorema 1 furnizeaza conditii suficiente pentru existenta unei
solutii unice a ecuatiei y'=f(x,y). Poate exista o solufie unica y=y(x)

pentru ecuatiay’'= f (x,y) care sa satisfaca condifia y(x,)=y,, desi una sau
ambele conditii din teorema 1 nu sunt indeplinite.

Exemplu: Ecuatiay' = iz are solutia unicd y=g3(x-x,)care trece prin
y
(%,,0) cu toate ca of /9y nu este marginita.

3

dy 1 y
P y’dy =dx ?=X+C y=33(x+C)

C="? 0=33(x,+C) C =-x, y =33(x—%,)

Daca renuntam la marginirea lui of /oy obtinem o teorema de existenta a
solutiei:

Teorema 2: (existenta solutiei problemei Cauchy) Daca functia f(x,y) este
continud pe o vecindtate a punctului (x,,Y,), atunci ecuatia y'=f(x,y) are
cel putin o solutie y=¢(x) care In x =X, ia valoarea yp.
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Definitie: O solutie generala a ecuatiei diferentiale
y'=f(xy) (5.14)

pe un domeniu Q de existenta si unicitate a solutiei problemei Cauchy este o
familie uniparametricd S de functii y=¢(x,C) care depind de X si de o
constanta arbitrara (parametru), astfel incat:
e Pentru orice C permis, functia y=¢(x,C)eS este o solutie pentru
ecuatia (5.14), adica
9 (xC)=f(xp(x.C)), xe(x—hx+h)

e Oricare ar fi conditia initiald y(x,)=y,, existd o valoare Cy pentru
C astfel incat solutia y = ¢(x,C,) sa satisfaca conditia initiala

(P(XO’CO)= Yo

Observatie: s-a presupus cd (X, Y,) apartine domeniului Q de existentd si
unicitate a solutiei problemei Cauchy.

Exemplu: Aratati ca ecuatia y' =1 are solutia generala y=x+C, cu C
constanta arbitrara.
Intr-adevar, f(x,y)=1 si conditiile din teorema 1 sunt satisfacute peste

tot. Atunci, prin fiecare punct (x,,y,) al planului Xy trece o singura curba

integrala a ecuatiei diferentiale date. Vom testa cele douda conditii din
definitia solutiei generale:

e YC avem y =(x+C) =1 astfel incdt y=x+C este o solutie a
ecuatiei date.

e Dacd impunem conditia initiald y(x,)=y,, obtinem y,=x,+C si
C, =Y, — %. Atunci, solutia y=x+y,—x, este in acord cu conditia
initiala.

Definitie: O solutie particulara a ecuatiei diferentiale
y'=f(xy) (5.15)

este o solutie dedusa din solutia generald pentru o valoare precizata a lui C.
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Observatie: Solutia generald a ecuatiei diferentiale poate fi definita ca fiind
mulfimea tuturor solutiilor particulare.

Atunci cand integram o ecuatie diferentiald ajungem adesea la
integrala generala, o ecuatie de forma:

#(x,y,C)=0 (5.16)

care defineste implicit solutia generala a ecuatiei diferentiale initiale (5.15).
Ecuatia
#(xy,C,)=0 (5.17)

cu C, valoare fixata pentru C, se numeste integrala particulara.

yI=l+y2

y(0)=1

Exemplu: Rezolvati problema Cauchy: {

dy 2 dy dy
=1 =dx = | dx arctg y=x+C
dx Y 1+y? J.1+y2 -[ gy=rT

x—arctg y+C =0 integrala generald
y=tg(x+C) solutia generala

y(0)=1 = 1=tgC = C=arctg 1=%

y=tg (x + %) solutia particulara

Definitie: O solutie y=yw(x) a ecuatiei diferentiale y'=f(x,y) se numeste
singularad, daca proprietatea de unicitate nu este indeplinita in fiecare punct
al sdu, adica prin fiecare punct al sdu (x,,Y,), pe langa aceasta solutie, va
trece si o alta solutie a ecuatiei care nu coincide cu y =w(x) pe o vecinitate a
punctului (x,,y,).

Graficul unei solutii singulare se numeste curba integrala singulara a
ecuatiel. Geometric, aceasta este o infasuratoare a familiei de curbe integrale
ale ecuatiei (integrala generald). Infasuratoarea unei familii de curbe
#(x,y,C)=0 este o curba care in fiecare punct este tangenta la cite o curba
din familie.
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Dacéd pe un domeniu D al planului xy, ecuatia y'=f(x,y) satisface
conditiile din teorema 1, atunci prin fiecare punct (x,,y,)e D trece o singurd
curba integraldi y=¢(x) a ecuatiei. Aceastd curba aparfine familiei
uniparametrice ¢(x,y,C)=0 a curbelor care formeaza integrala generald a

ecuatiei si se obtine din aceastd familie, pentru o valoare precizata a lui C,
adica este o integrald particulard a ecuatiei. Nu este posibil ca alte solutii sa
treacd prin (x,, Y,)-

Pentru ca ecuatia diferentiald y'=f(x,y) sd aibd o solutie singulara
este necesar sa nu fie satisfacute conditiile din teorema 1. Daca functia
f(x,y) din ecuatia diferentiald este continua pe D, atunci o solutie singulara
poate trece numai prin punctele in care derivata of /oy este nemarginita.

Exemplu: Consideram ecuatia diferentiala:
2

y' =3y3 (5.18)
2
Functia f(x,y)=3y® este continua in toate punctele planului Xy, dar
derivata ﬂ:% tinde la infinit pentru y=0, adica pe axa X. Ecuatia are
y3

solutia generala y:(x+C)3, adica o familie de parabole cubice, si solutia
evidenta y=0, solutie care trece prin punctele In care derivata of /oy este
nemarginita. Solutia y =0 este una singulara, deoarece prin fiecare punct al
sdu trec atat parabola cubica cat si dreapta y=0. Astfel, in fiecare punct al
solutiei y=0 proprietatea de unicitate nu este indeplinitd. Solutia singulara

y =0 nu rezulta din solutia generald y= (x+C)3 la nici o valoare numerica a
lui C.

Observatie: Din teorema 1 putem deduce conditii necesare pentru solutie
singulara.

Daca multimea de puncte in care derivata of /oy este nemarginita, este o
curbd, se poate ca aceasta sa nu fie o solutie singulara, dacd nu este macar
curba integrala a ecuatiei diferentiale in cauza.

De exemplu, daca in locul ecuatiei (5.18) consideram:
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2

y'=3y®+a ,a=ct,a=0 (5.19)

atunci pe drepta y=0 conditia de marginire a lui of /oy este inca

neindeplinitd, dar aceastd dreaptd nu este curba integrald pentru ecuatia
(5.19).

In concluzie, pentru a gisi solutii singulare pentru ecuatia y' = f (x,y)
trebuie:
e (asita mulfimea de puncte 1n care of /oy este nemarginita.

e Daca aceastda multime formeaza una sau mai multe curbe, se
verifica daca ele sunt sau nu curbe integrale pentru ecuatie.
e Daca curbele sunt integrale, se verificd daca proprietatea de
unicitate este indeplinitd sau nu in toate punctele acestora.
Daca toate aceste conditii sunt indeplinite, curba este solutie singulara pentru
ecuatia diferentiald y'= f(x,y) .

Probleme:
1) Determinati solutii singulare pentru ecuatia: y' =1-y?

Functia f(x,y)=41-y? este definitd si continud pentru —-1<y <1.

of 1 y
_=—._2y JE——
Ay 2\1-y? =2y) 1-y?

Derivata of /6y este nemarginita pe dreptele y=1 si y=-1. Cele doua drepte

sunt curbe integrale pentru ecuatia diferentiald datd. Pentru a verifica
proprietatea de unicitate Tn punctele acestor curbe (drepte) cautam solutia
generald integrand:

%:,/1—%, dy =dx, arcsiny =x+C

y =sin(x +C) este solutia generald a ecuatiei diferentiale data.

10
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2

Figura 5.3

Prin fiecare punct al solutiei y =1 trec doud curbe: sinusoida y=sin(x+C) si
dreapta y=1. Astfel, in fiecare punct al solutiei y=1unicitatea este nu este
indeplinitd. Similar se intdmplda si pentru y=-1. Cele doua drepte sunt
solutii singulare.

Vi-y®

2) Determinati solutii singulare pentru ecuatia: y'= ;

Derivata of /oy este nemarginita pe dreptele y=1 si y=-1. Cele doua drepte

sunt curbe integrale pentru ecuatia diferentiald datd. Pentru a verifica
proprietatea de unicitate Tn punctele acestor curbe (drepte) cautam solutia
generald integrand:

2

dy 1-y y j 2
= dy =dx —J1-y° =X+cC
dx y 1—y2 Yy y

(x+C)* +y? =1 este integrala generala a ecuatiei diferentiale.

11
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5.3 Metode elementare de integrare a ecuatiilor diferentiale

O ecuatie diferentiabila este integrabila prin cuadraturi daca solutia
sa generald poate fi obtinutd print-un numar finit de operatii elementare cu
functii cunoscute si prin integrari ale acestora.

5.3.1 Ecuatii cu variabile separate

Au forma generala:
f(y)dy = f, (x)dx (5.20)

cu f,(y) si f,(x) functii continue cunoscute. Prin integrare obtinem:

'ffl(y)dyzj f,(x)dx+C

Exemplu: ydy = —xdx
Integram ambele parti ale relatiei si gdsim integrala generala a ecuatiei
diferentiale date:
y: X 22

_:_X—+C = X +y =C
2 2

5.3.2 Ecuatii cu variabile separabile

Au forma generala:
fl(X)(pl(y)dXZ fz(x)(oz(y)dy (521)

Coeficientii diferentialelor pot fi factorizati in factori ce depind doar de X sau
doar de y. Prin impartire cu ¢ (y)f,(x)#0, ecuatia se reduce la una cu

variabile separate:

f,(x)

f,(x

_ (Pz(y)
- ¢1(Y) @

dx

N—"

Exemplu: Integrati ecuatia: (1+y*)x dx=(1+x*)y dy

Impartim ecuatia cu (1+y?)(1+x*) =0

X y X y
dx = d = dx = dy+C
1+ x° 1+y? y J.1+x2 -[1+y2 y

12
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1 1
Eln(l+x2):zln(1+ y’)+C
1+x°
1+y?
Observatii: Impartirea cu ¢ (y)f,(x)=0 poate conduce la o pierdere de
solutii, solutii care fac ¢,(y)f,(x) zero.

Exemplu: Integrati ecuatia: xdy =ydx  [xy =0

dy dx |

—=— = Inly|=Inx+InC| = In|y|-In|C|=In|x| = In-==In|x

" x [y|=Infx+ InC] [Yl=In[C[=In|x] o~
= %=|x| = |y|=|Cx| = y=#Cx = y=Cx

unde constanta C poate avea valori pozitive, negative, dar nenule. Impartind
ecuatia cu Y am pierdut solutia y=0, solutie care poate fi inclusa in solutia

generald y=Cx dacd permitem lui C sa ia si valoarea zero.

Integrati ecuatia: % =x(y-1)
X
oy xdx
y-1

Integrati ecuatia: % = 2x(1-y)
X

(1113;)2 = 2Xdx

J.(ldB;)Z:Z xdx = $=X2+C = y(x)=1-

1
X2 +C

13
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Observam ca y(x)=1 este este solutia pierduta prin impartirea cu (1-y)° si
nu se afla in solutia parametrizata.

Observatie: Cea mai importanta ecuatie cu variabile separabile este: y=ky
cu k o constanta nenula.

3—¥=ky = dVyzkdt = Inly|=kt+C = |y|=€"" = y(t)=Ce"

Exemplu: (1+ yz)(ezxdx—eydy)—(u y)dy =0
(1+ yz)ezxdx = (1+ yz)eydy+(1+ y)dy

e?Xdx = (ey L2 y2 jdy
1+y

Iezxdx =Ieydy+jl+ly2 dy+jl+yy2 dy

1 2x _ Y 1 2
Ee =e’ +arctg y+EIn(l+y )+C

5.3.3 Ecuatii care pot fi reduse la ecuatii cu variabile separabile

Reducerea se realizeaza cu ajutorul unei schimbari de variabila. Consideram
ecuatia diferentiald de forma:

dy _
v f (ax +by +c) (5.22)

in care f(z) este o functie continud, iar a, b, ¢ sunt constante. Substitutia
z=ax+by+c transforma ecuatia in una cu variabile separabile.

E=a+bﬂ:a+bf(z)
dx dx

dz
a+bf(z)

dz
-|-a+bf(z)_X+C

=dx

Apoi, inlocuind pe z cu substitutia facutd ax+by+c, gasim integrala generala
a ecuatiei initiale.

14
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Exemple: 1. Integrati ecuatia: % =(x+ y)2

Consideram z=x+y

%:1+d_y

dx dx

E:1+z2

dx
dz dz

=dx =|dx+C

1+2° :-[1+22 -[ "

arctg z=x+C

z=tg(x+C)

Revenim la substitutia facutd z=x+y si obtinem solutia generala:

x+y=tg(x+C) = y=-x+tg(x+C)

2. Integrati ecuatia: % =(y- x)2 +1
X
Z=y—X
ﬁzﬂ—l - $:22+1—1 - E:z2 - d—fzfdx
dx dx dx dx z
1 1
-——=x+C -———=x+C —X=- X)=X
z oz y—X = x+C y() +C—x

5.3.4 Ecuatii omogene in x §i y

Definitie: O functie f(x,y) se numeste omogend de gradul n in x si y daca
pentru orice t are loc:
f(tx,ty)=t"f(x,y) (5.23)

Exemple:
o f(xy)=x*-xy+y?
f (tx,ty) =tx* —t’xy +t?y* =t° (x2 — Xy + yz):tzf (xY)
f(x,y)=x"—xy+y* este omogena de gradul 2 in X siy.

15
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o« f(xy)=2
t
f(tx,ty):t—i:¥: f(xy)
f(xy) =% este omogena de gradul 0 in X si Y.

Definitie: O ecuatie diferentiald de ordinul intai: % =f(x,y) este omogena
X

in x 51y, dacd functia f(x,y) este omogend de gradul 0 1n X si Y.

Consideram ecuatia diferentiala omogenda in X siy :

dy

—= = f (x, 5.24

i (xy) (5.24)
Din proprietatea ecuatiei omogene f(tx,ty)="f(x,y) Vvt. Pentru t=1,

X

obtinem f(x,y)=f (1, %}, adicda o functie omogena de gradul 0 in x siy

depinde numai de raportul argumentelor. Renotand functia avem:
Yol (5.25)
dx X

Pentru a transforma aceastd ecuatie in altd ecuatie cu variabile separabile,
consideram o noua functie:

u(x):¥ (5.26)
Atunci y=xu si
Y e u
dx dx
u
u+X&—¢)(u)
du :%
p(u)-u X
du dx
- [Z+c
J.go(u)—u -[ X

Si revenind la substitutia u(x)= y obtinem integrala generala pentru ecuatia
X

data.
16
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Exemple:

2 2
1. Integrati ecuatia: dy _X+y

X Xy

f (tx,ty)= f (x,y), deci ecuatia este una omogena.

Xy y X

2 2
f(xy)="—"Y =5+X=¢(yj

Notam: u(x)—){ = y=Xu sl

udu :%

X
Integram ecuatia cu variabilele separate:
2
L —In|x|+In|C|
2
u’>=Inx*+InC?
u®=InCx’
y® =x*InCx?

2. Integrati ecuatia: xy’'—y=(x+y)In Xy

Notam: u(x)= y

y' =X+(1+XJIn(1+Xj
X X X

= y=Xu §i
X

dy du

L —u+x—

dx dx
u+x—=u+(1+u)in(l+u)
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Ecuatii Diferentiale

xg—i:(l+u)ln(l+u)
e[
(1+u)In(1+u) X
Facem schimbare de variabila: ¢ =In(1+u) d¢:ﬁdu
du_
LI_ X

In|g|=In|x|+In|C|
In‘ln(1+u)‘ = In|CX|

‘In(l+u)‘=|Cx| = In(1+lj:i0x = In(1+XJ=Cx
X X

1+ e o Yo q o y:X(eCX—l),Ceﬂ
X X
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