Résumé.

Avertissement :

LA FIGURE DE VECTEN

ETUDE
i.e.

PRENDRE — COMPRENDRE - SE LAISSER PRENDRE

Jean-Louis AYME

Nous présentons une étude concernant la figtieeddi "Moulin a vent", initiée par
Vecten en 1817. Dans l'acte de "prendre", noussat@mté de répertorier d'une fagon
non exhaustive, tous les résultats concernant hiessil'aspect extérieur que l'aspect
intérieur de cette figure ; ensuite, dans celul'@emprendre”, nous envisageons des
résultats reflétant la liaison entre I'aspect éatéret I'aspect intérieur de la figure ; et,
enfin, dans celui de "se laisser prendre”, nowsstais au lecteur le soin de le vivre et
d'aller plus haut...

La présentation sous la forme d'une longue histoirgée ou les hypothéses et les
notations restent inchangées figure apres figupeua ambition d'amener le lecteur "a
voler de ses propres ailes". Des exercices sousefdfapplication ou d'ouverture sont
proposés. L'article peut étre amélioré en amenast mteuves plus souples, plus
naturelles et moins alambiquées...

Les figuressont toutes en position générale et tous les theesecités peuvent tous
étre démontrés synthétiquement.

a la fin de chaque partie, une figure récapitulesinotations par rapport & un sommet
est présentée.
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I. LA FIGURE DITE DU "MOULIN A VENT"

La premiére trace de cette figure que I'on ob@#ntonstruisant des carrés sur chaque c6té daungkei
rectangle, apparait au lll-ieme siécle avant XHez Euclided'Alexandrie lors de la premiére démonstration du
théoréme de Pythagore.

Elle réapparait dans le cas d'un triangle quelceraqulVV-iéme siécle de notre ére chez Pajpgiddexandrie, au
IX-iéme siécle chez Thabit ibn Qufraau Xlll-iéme siécle chez at-Tédbrs de sa traduction en arabe des
Elémentsd'Euclide, au XIV-iéme siécle chez le persan abdfd, au XV-iéme siécle chez Leonard de Vinci
cité par Howard Evésau XIX-ieme siecle chez Vecten et au XX-iéme Isi@hez Victor Thébadl& qui I'on
doit le titre de ce paragraphe.

Au cours des siecles, cette "image pythagoricieme"a attiré un assez grand nombre de géomeétrpss a
différents noms, le plus populaire étant la chaisda mariée (bride's chair) chez les grecs etnidsus, les
lignes principales rappelant celle de la chaispé&gale la mariée lors de la cérémonie du mariageities noms
sont apparus comme le capuchon des franciscaiad-(dmciscan's cowl) rappelant la forme styliséa &, la
gueue du paon (the peacock's tail) ou d'une fa¢os pragmatique, le pantalon pythagoricien (Pythego
pants) en Russie. De ce folklore mathématique,am semble aujourd'hui s'imposé a savoir celui dulina
vent (windmill) en raison de ce gu'elle peut évagqueand on la regarde.

Pour plus de précision, rappelons que l'historeenmathématiques Florian Cajaronsidere que "la chaise de la
mariée" résulte d'une erreur de traduction du met gvpen qui s'appliquait au théoreme de Pythagore et qui
admet deux significations a savoir "mariée" ou Hiesecte ailé". Toujours selon Cajori, I'écrivéayzantin du
Xlll-ieme siécle, Beha ed-Din préféra probablenpgatrespect a Pythagore, a en prendre le premier se

Pour terminer, cette figure a provoqué un assezdgrembre d'étude qui ont été répertoriée pourdmiere
fois par I'historien John Sturgeon MacKayEdimbourg (France) en 1894.

Euclide (~325 - ~265 av J.-CBlémentsLivre |, proposition 47.

Pappus (vers I'an 300), Collections IV.

Thabit ibn Qurra (826-901).

at Tusi (1201-1274), Editions arabes d'Eucliden® (1594)

al-Kaschi (1380-1429).

Vinci (de) L. (1451-1519) ; Eves H.

Eves H.Great Moments in Mathematics before 168\A (1983).
Thébault, V., Triangle bordé de cari¥mthesist5, 423-426 (1956).
Cajori F. (1859-1930American Mathematical Monthi, n° 3 (1899) 72.
Mackay J. Sl 'intermédiaire de Mathématicier§$894) 254, n° 120.
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II. VECTEN

Un géomeétre inconnu

"Il est vrai que Vecten, qui a pourtant publié pasins de 22 articles de 1810 a 1824 dand\lewales
de Gergonne, est en quelque sorte un "inconnu" sainseulement qu'il a été dans les années 181®-18
professeur au lycée impérial de NTmes, c'est adi#irs le méme établissement que Gergdhngeé ce dernier
quitta en 1816 pour le Collége Royal de Montpekierl816.

Pour I'histoire, I'établissement ou enseignait ®east I'héritier de I'Université de Nimes, fongée Francois
ler en 1539, qui est devenu Collége des Jésuitd$ed, Ecole centrale en 1798, Lycée impérial teab 1803
organisé sur le modéle militaire ou les élévesgmirtin uniforme et dont leur bataillon figure déasrevues et
cérémonie officielles, Collége Royal en 1815 efirgriycée. Au cours du XX-ieme siécle, celui-cepdra le
nom d'un écrivain du pays a savoir Alphonse Daudet.

(213)

!

Faculté des lettres.
Doyen : M. Borelly. :
Secrétaire: M. . ... ..
Professeurs.
Histoire : M. Tedenat.
Philosophie: M. Raynal.
Suppléant : M. Farria.
Litteratare francaise : M. Borelly.
Litérature latine : M. Chanssard.
Liuérature grecque : M. Vincent,

Lycées ,colléges , écoles secondaires ecclé-
siastiques , institutions, pensions, ete.

LYCEE DE NISMES.

Cet établissement est placé dans V'ancien collége des
Jésuites.
Administration. [
Provisenr : M Raynal,
Censeur : M. Thouret.
Auménier : M. Gengston,
Econome : M. Berthezene.

Professeurs.

Philosophie : M. Raynal.

Rhétorique : M. Vincens. )

Humanités : deuxitme année, M. Hardouin. —
Premiére année,, M. Delbarre.

Grammaire : denxiéme année , M. Revol. — Pre-
miére année , M. Martin.

Agrdgié-professeur : M. Salin.

g‘lcalhe'ma:i'?ues trnnslf‘::ndnnm : M. Gergonne.
iences physiques : M. Delavaux.

Mathémal:i {xcsql:péciaies: M. Vecten. — El¢men-
taires : M. Lavernede. .

Almanach? de I'université impériale de 1812

En France, Vecten est connu pour avoir été le meau début du XIX-ieme siecle, a étudier le "Mouwivent".
Pour étre plus précis, rappelons que ce profesieunathématiques spéciales, licencié es sciengesnéme
de Joseph Diaz Gergonne, ancien professenrl816, a laissé sa trace sous la forme d'artitdes leg\nnales
de Gergonne 1, 2, 9, 14 et 15. Notons que danarieales9, Vecten propose une série de situations aussi bi
dans le triangle que dans le quadrilatére mettafte des points alignés qu'il traite avec araiélé du théoréme

de Ménélais.

Christian Geriri* de I'Université du Sud a Toulon (Var, France) émisujet de I'époque de Vecten :

1 Gerini C.;http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.phfBRIIB79
12 books.google.fr
13 Vecten Annalesde Gergonne (1816-1817).

14 erini@univ-tin.fr



"A son époque, de nombreux professeurs étaientielinent embauchés par les municipalités et, sidatiéere

ne durait pas trop longtemps, le ministére ne kensait pas de pension de retraite, d'ou l'absatedossiers
les concernant dans le fonds F17 des Archives Nalés.

Mais alors, il y a des chances de trouver aux ArekiMunicipales ou aux Archives Départementaldsute
lieu d'exercice un dossier de liquidation de pen’sio

"PRENDRE"

LES DEUX POLES
DU

RESBIS

Vs f

Vn . /

Lorsque deux aspects semblent s'opposer,
le géometre devra croire en tous les deux...

lll. LES QUATRE PREMIERES PROPOSITIONS DE VECTEN

1. Unlemme

VISION

Figure :



Traits :

Donné :

* Notons

et

A’ A"
ABC un triangle,
CB'B"A, AC'C"B, BA'A'C trois carrés resp. extéuies a ABC,
2,3 les cercles circonscrits resp. a CB'B"A, AC'C"B
U le second point d'intersectionXet 3.

B, U et B" sont alignés.

VISUALISATION

Da

le point d'intersection de (BC') et (LB



Les triangles ACB" et ABC' étant rectangles-isosg®nt semblables ;
en conséquence,

Notons

4

le quadrilatére AC'DaC ayant lglesopposés en C et C' supplémentaires,

est cyclique.

ce cercle.

Conclusion : d'apres Miquel "Le théoréme du pivot" (Cf. Anneje 1
appliqué au triangle BDB" et aux cerclgst et 2,

Scolies :

1)

un autre alignement

B, U et B" sont alignés.

A A"

Conclusion : mutatis mutandis, nous démontrerions que

Notons
et

(2)

1
VvV, W

Vision triangulaire

C,T sbnt alignés.

les cercles circonscrits resp. a BA'A"C

les seconds points d'intersection res@® et 1, del et?2.



Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que *

Notons

C, V et C" sont alignés
A, V et A' sont alignés
* A, W et A" sont alignés
B, W et B' sont alignés.

) Deux paralléles
B"
/ AN
e N
3 \A : B
\: U /////// /;‘
C"\ _ / \ - /
A Aa AT Te
1
A A"
Aa', Aa" les points d'intersection resp(AA") et (BB'), de (AA") et (CC").

Conclusion : d'aprés'Un résultat d'Aubert" (Cf. Annexe 2),

*

*

(Aa'Aa") est la pascale de I'hexagone BW A"A'VCB
(Aa'Aa") /I (BC).

\\\

B'

/ \\2
// \

(4) Vision dynamique
c
—
3
c
B
A

A

le triangle AC'C peut étre déplacé vers le triang@B"

par

la rotation de centre A et d'angle droit



(5) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".

2. La proposition 2

VISION
Figure :
S B"
c / \2
/ \A/ \\
3 ) ‘,
“// 1\ “ \
\‘ \| 1B
\ KU
- \ "/
— <
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donnés : BB"OCC' et BB"=CC%¥
VISUALISATION
B
- N
c / \2
AN / \
/ |
[\ 1 B
// X /"
“ / \ /
/ ~_ N -
B C
A A
1’ Vecten, Géométrie élémentaire. Extrait d'unedetti rédacteur des Annalésinalesde Gergonn& Il (1816-17) 321-324,

proposition 2.



» D'aprées Thalés "Triangle inscriptible dans un deencle", BB"O CC'
» D'apres le théoreme "c.a.c." appliqué a ABB" et@C' BB" = CC.

 Conclusion: BB"OCC' et BB"=CC.

Scolies : Q) vision triangulaire
B
AN
c - / \
3 / ‘\ ) //J: B'
“ U )
_— /
\\ / -
1
A' A"
e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que* CC'OAA" et CC"=AA
* AA" OBB' et AA"=BB.
(2) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".
3. La proposition 3
VISION

Figure :



R B"
o / ) ‘\2
‘ \‘\ |
k : | 1B
N VAN 4
B c
A’ A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donné : (B'C") passe par U.
VISUALISATION
R B"
B / g ‘\2
\ . \
C”\\\ / \ /
—
A A
e D'aprés lll. 2. La proposition 2, (BB") &C") passent par U.
e D'aprés Thalés "Triangle inscriptible dans umideercle", (UChHd (UA) et (UA)DO(UBY);
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, uct /1 (uB) ;
d'apres le postulat d'Euclide, (uch =B
» Conclusion : (B'C") passe par U.
Scolies : Q) (UA) et (B'UC") sont les bissectrices de I'angle deoites (BUB") et (CUC").

16

proposition 3 ;
BWM, exercice 1 (1979).

Vecten, Géométrie élémentaire. Extrait d'unedetti rédacteur des Annalésnalesde Gergonn& Il (1816-17) 321-324,

11



(2) Vision triangulaire

e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que

*

(C'A") passe par V
(VB) et (C'VA") sont les bissectrices de lI'andgs droites (CVC") et (AVA")

* (A'B") passe par W
(WC) et (A'WB") sont les bissectrices de I'angges droites (AWA") et (BWB').

3) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".

4. La proposition 1

VISION

Figure :



13

A A"
Traits : les hypotheses et les notations sont les mgomeprécédemment
et A* le pied de la A-hauteur de ABC.
Donné : (BB"), (CC") et (AA*) sont concourantés

VISUALISATION

B"
— *\\\2
o / .
3 / \ ///J: B'
“ \ = _— /,f‘
u\\ //‘“ W — -
\\\ ; A+ ~ >
— T
1
A A"
Notons A+ le point d'intersection de (BB') et (CC")

D'apres'Un résultat d'Aubert” (Cf. Annexe 2), (1) (AA+) est la pascale de I'nexagone BA'VCA"WB
(2 (AA+) /I (BA).

Par hypothése, (BAYJ(BC) ;
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, AP (BC) ;
par hypothése, (BCYI (AA%) ;

17

Vecten, Géométrie élémentaire. Extrait d'unedetti rédacteur des Annalésnalesde Gergonn& Il (1816-17) 321-324,
proposition 1 ;

Supposed to be simplglathlinksdu 09/03/2007 ;
http://iwww.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searncir1357355152&t=137761



14
d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires, AHNI (AA*);
d'apreés le postulat d'Euclide, (AA+) = (BA

» Conclusion : (BB"), (CC") et (AA*) sont concourantes.

Note historique : ce résultat qui aurait été connu de Héron d'Alexar(@10, ~75), a été redécouvert
par Henri Vuibett fondateur de la librairie éponyme en 1877.

Scolies : (1) vision triangulaire

AI All
» Notons B*, C* les pieds resp. des B, C-hauteurABE,
B+, C+ les points d'intersection resp. de (CC(pét"), de (AA") et (BB"),
et H l'orthocentre de ABC.
e Mutatis mutandis, nous montrerions que (CC"), (pét'(BB*) sont concourantes

(AA"), (BB") et (BB*) sont concourantes.
e Conclusion : H est le centre de perspective de ABC et A+B+C+

(2) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasétieur” par "intérieur".

5. Un triangle rectangle-isocéle

VISION

Figure :

18 Vuibert H.,Journal de Mathématiques Elémentai(é879-1880) 36.
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B"
Cl
A
J
K B'
Cll
B X C
I.
Al AII
Traits : les hypotheses et les notations sont les mgomeprécédemment,
I, J, K les centres resp. de BA'A"C, CB'B"A, ACB
et X le milieu de [BC].
Donné : le triangle XJK est rectangle-isocele ert®X.
VISUALISATION
B"
C /
A
J B
K
Cll
B X C
I.
Al AII
e D'aprés lll. 1. Un lemme, (1) BB" = CC
(2) (BB™) O (CCY.
e D'aprés Thalés "La droite des milieux" appliqué
(1) au triangle BCB", (BB /1 (XJ) et 2.XJ=BB"
(2) au triangle BCC, (CC) I (XK) et CC' =KX
la relatior] étant compatible avec la relation //, (XK)YXJ) ;

par transitivité de la relation =,

Neuberg J..



» Conclusion : le triangle XJK est rectangle-isocele en X.

Note historique : Charles Ange Laisafit(1841-1920) est le premier, a notre connaissanegoir
considéré les centres des carrés construits sdivess cétés d'un polygone.

Scolies : (1) un triangle remarquable
BII
Cl
A
J
K /// B
c"
0 \ [ e
I
A A"
» Par définition, IJK est le triangle extérieler Vecten relativement a ABC
(2 Un résultat de Charles Ange Laisant
BII
Cl
A
J

» Conclusion : d'aprés Thalés "La droite des milieux" appliquédraangle AB'C",
(KJ) /1 (BC") et 2.KI=B'C"

) Vision triangulaire du résultat de Laisant

0 Laisant C. A.Nouvelle Correspondance mathémati§li&77) p. 368 et 400, questions 290 et 302.

16



Cu

Notons L, M, N les points d'intersection rede.(A'B") et (A"C'), (B'C") et (B"A"),

(C'A") et (C"B)).
Les triangles LMN et IJK sont homothétiques.

Conclusion : (IL), (JM) et (KN) sont concourantés

Notons T ce point de concours.
4) Une situation d'Antreas Hatzipolakfs
Bll
Cl
A
J
BI
K B*
C* "
CII
B
A' A"
Notons B*, C* les pieds resp. des B, C-hauteleré&\BC.
et 1" le cercle de diamétre [BC] ; il passe par |.
Conclusion : IB étant égal a IC, * (B*l) est la B*-bissectricetérieure du triangle B*BC

21

22

Ukrainian journal contestproblem 311, by Vyacheslav Yasinskyy.

once more about squares constructed at sidesuofle, Mathlinksdu 13/03/2009
http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=264R5

Concurrent!Mathlinksdu 30/01/2008 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searicir1365292766&t=185882
Hatzipolakis A., X_371, Messagiyacinthos#1584 du 12/10/2000 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngesd®84

17



Notons

Définition :

Notons

*

(C*1) est la C*-bissectrice intérieure diaingle C*BC.

(5) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".
(6) Un second triangle remarquable
A

I-, J-, K-

I-J-K- est le triangle intérieur de Vecten relament a ABC.

@) Un nouveau carré

Cn

/)
X C
.

[

A A"

KI'NJ le carré intérieur a 1JK

Conclusion : le centre X de KI'l"J est sur [BC].

(8) Vision triangulaire avec ces "nouveaux carrés"

18

les centres des carrés coitstsur [BC], [CA], [AB] a I'extérieur de ABC.



Iy

Conclusion : les centres des carrés construits a intérieur

19

du triangle des centres des carrés construitgtérieur d'un triangle,
sont sur les cotés de celui-ci.

(9) Un résultat de Joseph Neuberg
BII
Cl
A
J
K //// B‘
@)
c" X/ /
B Ao cC
|
o
| A A
* Notons (e} le centre du cercle circonscrit a ABC.
¢ Nous avons : XB=XC et IB=IC.

D'aprés le théoréme de la médiatrice,

Conclusion :

(10)

(IX)aeshédiatrice de [BC].
(IX) passe par O.

Vision triangulaire du résultat de Neuberg



20

B"
C' ///k\\\\\\\\\
// \\\\\\\ J
/K B
2/ o]
Cn L\\\\
B X C
|
/ Iu
I Al AII
« Mutatis mutandis, nous montrerions que (JYppamr O

(KZ) passe par O.

e Conclusion : d'aprés Ill. 7. Le premier point de Vecten, scdlie O est le second point de Vecten de FK.

6. Un résultat de Joseph Neuberg

VISION

Figure :
BII
Cl
A
J
K B
Cll
B \ C
|
A A"

Traits : les hypothéses et les notations sont les mémeprgcédemment.
Donné : (Al) est perpendiculaire a (JK)
= Neuberg J..

Grinberg D., Squares on the sides, Messageinthos# 8603 du 09/11/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/nges&603




VISUALISATION

Cn

Au

* Notons Z le milieu de [AB].

e D'aprés lll. 5. Un triangle rectangle-isocéle,

@) 0@3) et zI=2J.

21

» Scolie: (zK) O (ZA) et ZK =ZA.
B"
Cl
F
/ B'
Z
Cll
B
V :
|
Al AII
* Notons E F les quatriemes sommets resp.atedscJZIE et RZAF, extérieur du triangle AZQ.
24 Neuberg JNouvelle Correspondance de Mathématiqive£1878) 142-145, n° 4 ;

Neuberg J., Bibliographie du Triangle et du Tétragdathesisvol. 37 (1923) 289-293.



Cl
J
K B
Cll
B C
M :
I
Al AII
e Conclusion : d'aprés Ill. 1. Un lemme, (Al) est perpendicularéIK).
Note historique : ce résultat aurait été découvert 34 ans avant Ngydze Stipanic de Belgrade.
Scolies : (1) trois points alignés
B
Cl
A
J
K B
U
Cll
B \ C
I
Al AII
e Conclusion: A, U et | sont alignés.
(2 D'apres lll. 5. Un triangle rectangle isoceéle, AJIK %,

3) Vision triangulaire

% Barisien E.-N.,Journal de Mathématiques élémentai(2893) n° 541 ;

GeometryMathlinksdu 20/08/2005 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?seanch809456631&t=52697

22



Enoncé traditionnel % ;

Figure :

Traits :

c" A

sur chacun des c6tés d'un triangle, on constrtériexirement aux cotés un carré

23

1° les droites joignant un centre de carré extém@ sommet du triangle opposé
au coté de ce carré concourent en un méme poimstjliorthocentre d'un

triangle formé par les centres des carrés extérieur

2° la distance d'un centre de carré extérieuspaumet opposé du triangle, est

égale a la distance des deux autres centres dés extérieurs.

4 Un cas particulier

VISION

B — B

// \\\

\ 2

C
1

|
A' A"

les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment
en considérant que ABC est aplati avec A entre ®. et

26

Barisien E.-N.Journal de Mathématiques élémentai(®893) n° 541 ;

solution : Droz-Farny AJournal de Mathématiques élémentai(@894) 236 ;



Donné :

Par construction,
en conséquence,

(CK) est perpendiculaire a (1)

VISUALISATION
B" — B’
// \\
c J |2
- G ‘
3 ‘:‘/ K ‘/\(}\ “’J /’/
B W —c
A
.‘"‘J 1
|
A' A"
(CIA) (CIBY);

Mutatis mutandis, nous montrerions que

*
*

D'apres "Axe radical de deux cercles sécants"Afhexe 3),

Conclusion : (CK) est perpendiculaire a (1J).

1 et2 sont orthogonaux.

2 et3 sont orthogonaux
3 et1 sont orthogonaux.

K est sur l'axe radical (CW) 2let 3.

A

Exercice? :
c"
3 “'/
B
A
z F. G.-M.

IMO 1959, Day 2, Problem 5 ;

An arbitrary point M is selected in the interiorafgmentMathlinksdu 06/10/2006 ;

1-iere O.1.M., Bucarest (Roumanie) 1959.

http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searcir1354686636&t=5482.3
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(BB") est perpendiculaire a (CC").

(5) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".

7. La proposition 4 ou le premier point de Vecte®

VISION
Figure :
B"
c
A
J
K "~ / B
C" b \\
B C
|
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment
et I, J, K les centres de BA'A"C, CB'B"A, AC'C"B.
Donnés : (Al), (BJ) et (CK) sont concourantes.
VISUALISATION
2 Vecten, Géométrie élémentaire. Extrait d'unedetti rédacteur des Annalésinalesde Gergonn& Il (1816-17) 321-324,

proposition 4.
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B
o
A
J
K f B
C NS /
Vn \/
A
B / C
|/
|/
\/
|
A A"

» D'apres lll. 6. Un résultat de Neuberg, (Al), YB3 (CK) sont resp. les |, J, K-hauteurs du triandK.
» Conclusion : (Al), (BJ) et (CK) sont concourantes.

» Notons Vn ce point de concours.

Note historique :

Scolies : (1)

(2)
®3)
(4)

ce résultat pour un triangle ABC rectangle en Aaagfi dan#\rchives de Gruner®.
Le résultat pour un triangle quelconque a &@gadé dans F. G.-N.

Ernst Wilhelm Grebe a été le premier en 1843 pn 1850, a nommer,g sous le
nom de "point de Vecten".

Vn est "le premier point de Vecten de ABC"

ou "le point extérieur de Vecten de ABC".

Il est répertorié souszschez ETC.

Rappelons que John Conway est a l'origine de ktiootVn,
n étant l'initiale de normal.

Vn est I'orthocentre du triangle extérieur de Veate ABC i.e. de IJK
ABC et IJK sont en perspective de centre Vn.

Quatre points alignés

30
31

Archives de Grune@®™ série XIV.

F. G.-M.,Exercices de Géométriéth ed. (1920), Rééditions Jacques Gabay (Gapaint), Paris (1991) ; Théoreme 642 XII

p. 860.



A A"

» Conclusion : A, U, Vn et | sont alignés.

(5) Le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éstél' par "intérieur" ;
le point de concours est "le second point de VedeeABC"
et est répertorié sous;gschez ETC.
Rappelons que John Conway le note Vs, s étantdlmide "switched".

(6) Pour Conway, Vn et Vs sont "les points pythagoriside Vecten de ABC" pour
souligner leur lien avec la figure de Pythagore.

8. Figure récapitulant les notations par rapport aA

27



B"

IV. UN TRIANGLE BORDE DE TROIS CARRES

1. Un résultat d'Antreas Hatzipolakis

VISION

Figure :



BII
CI
A
PR . - la* B'
"Ma Mac'
% \\
CII // A \\
% L Axc
A B A* C /
// 1
I
Al AII
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
la* le cercle de centre A* passant par A,
A*b, A*c les points d'intersection die* avec (BC) comme indiqués sur la figure,
Mab, Mac les milieux resp. de [AA*b], [AA*C]
et A le point d'intersection de (BMac) et (CNJab
Donné :

32

A, A* et | sont alignés2

VISUALISATION

Hatzipolakis A., Perspector?, Messafiacinthos# 7986 du 23/09/2003;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/nges3886

29
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B BII
c ) \
e ~ / \
/ \
3/
/ ///,f’/ \ ‘\\\\\\ la* J |
/ B e “ S N Bl
c K .- \ >
| // ’ \ \‘ U \\ /‘
\ /" Mab N Mac .
Cn \ // \\ /
\ // A% \
Ab B A* C/ A%
\\\ I //
Al AII
D'aprés "Un point sut" (Cf. Annexe 4) appliqué au triangle A*BA, A*btesur3.
Mutatis mutandis, nous montrerions que A*cseBsP.
Les trianglesAA*bA*c et IBC étant rectangles-isoceles, (BIYAA*C).

D'aprés Pappus "La proposition 13(Cf. Annexe 5),
le pinceau {B ; (BA), (BC), (BMac), (Blest harmonique.

Mutatis mutandis, nous montrerions que le pind€au(CA), (CB), (CMab), (CI)} est harmonique.

Ces deux pinceaux ayant le rayon (BC) en commun,
les points d'intersection des rayons homolsdB&) et (CA), (BMac) et (CMab), (BI) et (Cl) soalignés.

Conclusion : A, A* et | sont alignés

Scolies : Q) deux triades de points alignés
D'aprés le théoréme de la droite des milieux appliau triangle A*bAA*c, (A*Mab) /I (AA*C) ;
par hypothése, (AA*C)] (AA*D) ;
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, (A*Mab) O (AA*b) ;
en conséquence, (AMab) passe par le cEndies3.
Conclusion : A*, Mab et K sont alignés.

Mutatis mutandis, nous montrerions que A*, Mac et J sont alignés.



(2) le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éatél par "intérieur”.

2. Un résultat de Darij Grinberg

VISION
Figure :
B"
- 2
cC_—
r// \\\
3/ ! 0 J “\
/ \ ' B’
/ I\ |
/ \ /
«‘ i\ /
K~ \ U /
\ ™~ O' /
\\ \\\,i\\\\ //
O =K O
cr =
_ \: \:\\\\ _—
1
I
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
0' le cercle circonscrit a UVW
et ) le centre de'.
Donné : Vn, O et O' sont aligné&
s Grinberg D., Fermat, Vecten and van Lamoen, Mesklggeinthos# 7053 du 26/04/2003;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/nges8853




VISUALISATION

B"
P 7 - 2
c / s
/
3 0
// J “
/ \\\ I B’
| K o\l U |
\\ \\\\ - s\ /
‘\\ \\W\ \/ g A\ \V //
\\ / \1\\\ 4’/
\ | N0 TS| O
B N ,,,// \\\\\\\\\ > /////
. A U —\/
1
|
A A"
* Notons U, v, w les seconds points d'intelisectesp. de (AU), (BV), (CW) aveR.

» Lescercle®' etl, les points de base V et W, les moniennes (VEWSWC),
conduisent au théorer@ale Reim ; il s'en suit que vV'w" /I (BC).

(WILLEA)
(U 1/ (AB).

e Mutatis mutandis, nous montrerions que

» Conclusion : les triangles U'V'W' et ABC sont homothétiques drte Vn,
Vn, O et O' sont alignés.

Scolie : le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éstél par "intérieur".
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3. Un résultat de l'auteur

VISION
Figure :
B"
/
//
C /
/
/
/
/
A //
/
/
/
/
/
/
yam\/
N
/
C
Vn //
/
/
/
B / C
L /
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donné ; Vn est le second point de Vecten de LFN

VISUALISATION

3 Ayme J.-L., Vecten's points, Messadgacinthos# 17406 du 26/03/2009 :

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngs4a 406
With the Vecten's point&Jathlinksdu 26/03/2009 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=26@97
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c
A
K
N ~ £
c AL
V- A+/ |
BA—
A

D'apres "Un résultat d'Aubert” (Cf. Annexe 2)(1)
2

Mutatis mutandis, nous montrerions que

(VnL) est la pascale de I'hnexagone ABVA"CWA'
(VnL) /I (Ql).

(VMDY
(VnN) // (OK).
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B"

v
TTARE L ~/
AN ERVARL
L
/| //
/
// |
) /
/
/ I
/
/
/
/
/
/
/
/
\ A"

D'apres lll. 5. Un triangle rectangle-isocele, gD,

Conclusion : LMN étant homothétique a 1JK,

Note historique :

Scolies :

()

(1)

O est le second point de Vecten de IJK.

Vn est le seconmtpde Vecten de LMN.

ce résultat de l'auteur a été relaté et confirn® lenars 2009 par Angel Montesdeoca

Delgado® de l'université de La Laguna (lles Canaries, Espadans I'un de ses
articles électroniques.

T, O et Vn sont alignés.

Un autre alignemerit

D'aprés Pascal "Hexagramma mysticum" (Cf. Annexe 6)
(IA+L) est la pascale de I'hexagone A'CVA"BWA'

Conclusion : I, A+, L et T sont alignés.

3)

Deux triangles en perpsective

35
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Montesdeoca Delgado A., Geometria metrica y priye en el plano cons coordenadas baricentriclgsin@s topicos.
Version 2.0903271351http://webpages.ull.es/users/amontes/

Lamoen (van ) F., Squares erected externalljersides of a triangle, Messadgacinthos#506 du 14/03/2000
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngs&6




E

» Conclusion : ABC et LMN étant bilogiques, sont en perspective

4) Deux paralléles
B
c /
/
/
/
/
//
A /
/
/
/ -
/ N B
K ) 7/ —
\\\ _ /,, M // ///////
" N \ \ ~ - // — -
C'~—_ N ST vn / ////
T LAWY
V > AT/ I
A+»*"*~ — S
B #—Aa VARV —xC
AN Ar| /
N R “ //
\\\ / //
\/\\ 1
/ \|/
/ {
/ [N
/ N
/ N
/ N
/ AN
/ N
/ AN
/ N Ta"
/ A
A A
Notons Ta" la tangentelaen A".
Conclusion : d'aprés Carnot "Pentagramma mysticum" (Cf. Annéxe 7
appliqué a I'nexagone dégénéré CVA" Ta" WA'C, (Ad! (CIAY).
Mutatis mutandis, nous montrerions que (A'I(BIA™).

(%)

Le triangle LAa'A" étant homothétique au triangisdcéle IBC, est L-isocéle ;

en conséquence, (LVn) est la médiatrice de [Ad'Aa"

(6)

et second par premier.

(7)

Un résultat de Paul Yiu

Vs est le premier point de Vecten de LMN.

Le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éatél' par "intérieur”

Ayme J.-L., Le théoréme de Sondat, G.G.G. vohtip://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/
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VISION
Figure :
BII
CI
A
J
K - B
N A B+ ////////
cr C+ n
— n VN
— I W
- V - A+ R\
B C
L
I
Al All
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donnés : A+B+C+ et UVW sont en perspective

VISUALISATION

38

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngs&6

Lamoen (van ) F., Squares erected externalljersides of a triangle, Messadgacinthos#506 du 14/03/2000
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A A"

* Nous savons que

(1) ABC et UVW sont en perspective de centre Vn
(2) A+B+C+ est le produit desmique de ABC et UVW.

» Conclusion : d'aprés "Le théoreme desmique” (Cf. Annexe 8),
A+B+C+ et UVW sont en perspective.

Scolies : (1)
2)
3)

(4)

5. Deux paralléles

Figure :

Vn est le centre de perspective de ABC et UVW
H est le centre de perspective de ABC et A+B+C+

ABC, A+B+C+ et UVW admettant le méme axe de perspective,
le centre de perspective de A+B+C+ et UVW est dlignec H et Vn.

Le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "estél' par "intérieur".

VISION

38



Les triangles ACc'Bb" et A-CB sont en perspectie centre U.

7/
c 7
A /
Cc' B{
P "\
B C
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment
et Bb", Cc' les points d'intersection resp. dB"(Bt (AA"), de (CC") et (AA").
Donné : (Bb"Cc') est paralléles a (BC).
VISUALISATION
B"
7/
c 7
A /
4 -
Cc'/l B{ _
P\ "\
B N \\ /// C
i
A A"
A-
Notons A-

le symétrique de A par rapport a I.

D'aprés Ill. 6. Un résultat de Neuberg, scolie 1
en conséquence,

A, U et | sont alignés ;
A, U et A- sont alignés
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» Conclusion : d'aprés "Le petit théoreme de Desargues” (Cf. Aar®»appliqué a ACc'Bb" et A-CB,
(Bb"Cc') est paralléles a (BC).

Scolie : le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "égtél par "intérieur".

6. Deux triangles égaux

VISION
Figure :
B"
c
A
> B
Cc' Bb"
AN
Bb'
”/;iffff‘ E——
B | Aa Aa C
A’ A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
Cc", Aa' les points d'intersection resp. de (C&"(BB"), de (AA") et (BB)
et Aa", Bb' les points d'intersection resp. de '(Aét (CC"), de (BB') et (CC").
Donné : Bb"Cc"Aa" et Cc'Aa'Bb' sont isométriqus
VISUALISATION
% P_1Q_1R_1is congruent to triangle P_2 Q 2 Rlahlinksdu 27/06/2005 ;

http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searnc+1850249780&t=42536
China TST 1989, problem 4ttp://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searchk1138386980&t=4257.3
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B"
c
A
Cc "

M | _—
[ ) . —
\ AN N:lp

. \ K V——=X

B C
A A"

» D'apres lll. 2. La proposition 2, scolie,
Bb"Cc"Aa" et Cc'Aa'Bb' étant a cbtés perpeunldices, sont semblables.

» D'apres IV. 3. Un résultat de l'auteur, scolie 5les médiatrices de [Cc'Cc"], [Bb"Bb'] passent @ar

» D'apres lll. 2. La proposition 2, appliqué aargle VnBb"Cc',

» Mutatis mutandis, nous montrerions que

e Conclusion : Bb"Cc"Aa" et Cc'Aa'Bb' sont isométriques.

Scolies : (1) le triangle LMN*

40 Very interesting Problem [squares on sides abagle], Mathlinksdu 06/05/2004 ;
http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searchr1978435267&t=5549

Bb"Cc" = Cc'Bb'.

Ct"Aada'Cc'
Aa"Bb" = Bb'Aa'.

41



B"

c"

A A"

Nous retrouvons "la figure de Vecten" en considéle triangle VnBb"Cc'.
D'apres Ill. 2. La proposition 2, Cc'Bb' = Blg'C

Notons L' le point d'intersection de la paralal(Cc'Bb") passant par N

avec la paralléle a (Bb"Cc") passant par M
D'apres VI. 2. Un triangle rectangle-isocelaliscl,
Q) le triangle L'MN est rectangle-isocéle en L'
2 L'M = Cc'Bb".
Conclusion : d'aprés le théoreme de Pythagore, MNZ .Cc'Bb'.

(2 Deux parallele$

41

Vecten's figureMathlinksdu 29/03/2009 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=26 857
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BII
7
/
C' /
/
A
n B'
ce/ B"b
A A"
* Notons B"b le point d'intersection de (BB") €X).

e Conclusion : d'aprés "Le petit théoréme de Pappus" (Cf. Annéje 1
appliqué a I'nexagone Cc' B"b C B Bb' Bb" Cc' canissur (BB") et (CC"),
(Cc'B"b) // (BBY).

3) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".

7. Figure récapitulant les notations par rapport aA
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B"
/
/
C' /
/
/
/
/
/
//
A /
) J
/
K | |
| ////
i ~—_ ] e
. Ivn TV
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LS —\LAa"
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/\
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/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
A A

V. LE MOULIN A VENT BORDE DE FLANCS

ou

LA FIGURE DE VECTEN

1. D'une hauteur a une médiane

VISION

Figure :
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B"
P
c
B’
c" H

B C

A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,

H I'orthocentre de ABC
et P le point d'intersection de (AH) et (B"C").

Donné : P est le milieu de [C'B"}.

VISUALISATION

* Notons AZ'Z"B le carré intérieur a ABC,
3 le cercle circonscrit a AZ'Z"B
et U le second point d'intersection2det 3'.

» D'apres lll. 1. Un lemme, scolie 5, appliqué aartgle ACZ',
(1) C, U' etB sont alignés
(2) Z', U' et B" sont alignés
(3) (Z’'U'B") O (CU'B).

42 Mosnat E.Problémes de géométrie analytiquaiibert et Nony (1892).
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B
c P

B

c" Z

H
B \/ u'
7
» Par hypothése, (CU'B) O (HAP) ;

d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, UB?) /I (HAP).

e Conclusion : d'aprés Thalés "La droite des milieux", appliquérangle C'Z'B",

A étant le milieu de [C'Z], P est le milida [C'B"].
Enoncé traditionnel :  la hauteur du triangle en bas est la médiane dngié en haut.
Note historique : Etienne Mosnat a été agrégé de mathématiques &) 88 professeur au lycée de

Toulon (Var, France).

Scolies : (1) Pour Floor van Lamoen, le triangle AB"C' est le flAnc de ABC"*.
(2) Le moulin & vent bordé de flancs ou la figure deten
B"
CI
A
B’
Cll
B C
A A"

3) Une égalité

4 Lamoen (van) F., Friendship among triangle cenk@rum Geometricurwol. 1 (2000) 1-6.



B
c P
B
(on VA
H
B \/ u'
7
e D'aprés lll. 2. La proposition 2, BC = zZzB".
» D'aprés Thalés "La droite des milieux" appliqué 2K, Z'B"= 2.AP.
e Conclusion : par transitivité de la relation //, BC =2.AP.
4) Vision triangulaire
B"
P
CI
B’
o H
B Te—
R
Q
A A"
* Notons Q. R les points d'intersection resp(Blé) et (C"A"), de (CH) et (A"B").

Conclusion : Q, R sont les milieux resp. de [C"A"], [A"B'].

()

Le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "estél' par "intérieur".

. Un carré et un cercle de Finsler-Hadwigef*

VISION

44

Finsler P. and Hadwiger H., Einige RelationerDmeieck,Comment. Helv10 (1937) 316-326 ;
Hadwiger H. (1908-1981).



Figure :

B"
P
c
A J
B’
K
c
B X C
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donné : le quadrilatére XJPK est un cafté
VISUALISATION
B"
P
c
A J
B’
K
c
B X C
A A"
» D'apres lll. 5. Un triangle rectangle isocele, (1) le triangle XJK est rectangle-isocele en X
(2 le triangle PKJ est rectangle-isocéle en P.
» D'apres le théoréme de la médiatrice, (PX) est la médiatrice de [JK].

4 SquaresMathlinksdu 27/10/2007 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searicts164826481&t=116421



B"
P 7
c
A /
J B'
K
¢’ /
B X C
A A"
e D'aprés Thalés "La droite des milieux" appliqué (1) au triangle C'BB",

(2) au triangle CBB",
par transitivité de la relation = et par sitfightion,

» Le quadrilatére XJPK ayant quatre cotés égaumrelsange ;
XJPK ayant deux cbtés consécutifs perpendiculaisesn carré.

» Conclusion : le quadrilatére XJPK est un carré.

Scolies : (1) XJPK est 'le A-carré de Finsler-Haswiger de ABC".

(2) (PX) est la I-médiatrices de 1JK.

3) Vision triangulaire
B"
P
CI
A J
— ////\ B'
K —< ,/i N Y \\
B c
/R
o )
A A"

4) Centre du cercle circonscrit a IJK ou le poigfX

49

2.KP =BB"
BB" =2.XJ;
KP =XJ.



Notons

Nous savons que

()

50

c" /

A A

B"

B'

Conclusion : (PX), (QY) et (RZ) étant les |, J, K-médiatricesld& sont concourantes

Le cercle circonscrit a XJPK

ou "le A-cercle de Finsler-Hadwiger relativemeBC"

B"

l*

\ G
N
Cu N

A A

B'

le cercle circonscrit a XJPK.

[PX] est un diamétre de cdecerc
(PAAY*) est la a-hauteur de ABC.

» Conclusion : d'aprés Thalés "Triangle inscriptible dans un desncle”,

Exercices :

46

deux triplets de droites concourantes

Grinberg D., Squares on the sides, Messageinthos# 7993 du 24/09/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/nges§893

A* est sur ce cercte.
Le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éstél' par "intérieur”.



B"
P
c
ill il
A J
7\ B’
" \\\
“‘ Z \/ B \
| \\ / \
CII “““ \\ “““ \\
B C \
/R
Q
A A"
* Notons Yi'"Z le carré construit a I'extérieur tliangle 1YZ.
* Montrer que * (Ji") et (Ki") concourent sur (AP)
* (KY) et (JZ) concourent sur (AP).
(2) Un probléme de Dan Branzéi
B"
CI
A J
I* B'
K
Cll
n
B X C
A A"
4 Ayme J.-L., Vecten agaiMathlinksdu 14/04/2004 ;

http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searci626056997&t=271163
Communication privée du professeur FranciscooB&bsado.
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* Notons I* le milieu de [JK].

* Montrer que si, trois des points A, Vn, X, I* sont alignés
alors, le quatrieme l'est aussi.

3. Un premier résultat de Thébault

VISION
Figure :
B"
1*
c
A
J
K B'
c
B A* X C
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémeprgcédemment,
P.«(A) la puissance de A par rapporté
et T l'aire de ABC.
Donné : [P+(A)| = T.*
VISUALISATION
49 Thébault V., Triangle bordé de carrétathesis 65 (1956) 423-426 ;

Grinberg D., Thebault on the Vecten squares, Mgsdgiacinthos# 8888 du 30/12/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/nges&888



B
1*
c
A
K ///’ T
///// Il
c
B A* X C
|
A A"
Notons [* le centre d&*
et I le milieu de [B'C"] (voir p. 72).
Nous avons : PL(A)| =|AI*2-1*K?|;

en multipliant par 4 les deux membres,
d'aprés lll. 6. Le résultat de Neuberg,
en considérant le triangle All',

PA(N)| = |AI? - JK?[;
|ADK?| = |AlI2 - Al ;
|AI2 - N2 211" AA* ;

53

par définition de I'aire d'un triangle, 20A* =4.T;
par transitivité de la relation =, R.(A)| = 4.T.
» Conclusion : par simplification, Bi(A)=T.
Scolie : le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "eatél' par "intérieur".
4. Un deuxiéme résultat de Victor Thébault
VISION

Figure :



Traits :

Donné :

B"
c J -
e A / J
K \\ \ 7 \ B'
K | \ /,// /
c" . ; [ -
B C
A' An

les hypothéses et les notations sont les méoeprgceédemment,
[, J, K les cercles inscrits resp. dans BA'A"C, CB'B"AC'&"B
et Nn le centre du cercle d'Euler de IJK.

Nn est le centre radical digd etK.*®

VISUALISATION

50

Thébault, V., Triangle bordé de cari¥gthesist5 (1956) 423-426 (1956).
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B"
P o —
2 J ™~
c
Ap f \
_ T / \\‘
_ ~
/ K \ A J |
\ B'
/ K \\\\ ”/J"
| \ /
\ /
c : / VnitiXe4lr N T
\ n\\ o
B LoX C
I.
A’ A"
» D'apres lll. 7. Le premier point de Vecten, (1) (Al) passe par l'orthocentre Vn de 1JK
) (Al) O (JIK)
» D'apres V. 2. Un carré de Finsler-Hadwiger, isc?I (1) (PX) est la I-médiatrice (PX) de 1JK
(2) (PX) passe par g4;
3) (IK)O (PX).
» D'apres I'axiome IVa des perpendiculaires,
» Scolie:

Nn est le milieu de [Vn §].
* Notons Ap

le milieu de [AP].

L'axe médian de la bande de frontieres (AlPat)(
d'apres l'axiome de passage lllIb,

) (APX)

passe par Ap et est paralléle a (Al) ;
cet ag@iam passe par Nn.
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B'a
B" \\
\
\
\
\
\
) \
T \
~ ™~ \
\
\
\
\
/ \ \
/ \ \
\ .
\\ \
\ \
J \
\
/
/
\ /
X C
A"

Notons B'a, C"a

les pieds des perpendiculabaéssées resp. de B', C" sur (B"C).

Nous avons :(1) (B"C") O (AX)
(2) AXI'P étant un parallélogramme, (AX) /I (I'P)
3) d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires, (BIQIP)
4) d'apres I'axiome de passage llib, I' étant leemitie [B'C"],

(5) P étant le milieu de [B"C]],

Puissance de Ap par rappdrt
par multiplication par 4,

D'apres le théoreme de Pythagore,

Mutatis mutandis, nous montrerions que
en conséquence, P;(Ap) =Py (Ap)

Conclusion partielle :

Mutatis mutandis, nous montrerions que

P est le milieu de [B'aC"a]
B'aB" = C"aC'".

P,(Ap) =ApJ2- (B'B"/2)?
B, (Ap) = PB2 - B'B"

P, (Ap) = B'aP? - B'aB"2

Px4Ap) = C"aP2- C"aC?;
Ap est sur I'axe radical destK.

I'axe radical dd etK passe par Nn.

I'axdiaal deK etl passe par Nn
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I'axe radical deetJ passe par Nn.

» Conclusion : Nn est le centre radical digJ etK.

Scolie :

le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éstél par "intérieur".

5. Un troisieme résultat de Victor Thébault

VISION
Figure :
B"
C' — - T IR
A
J
on K / . B' \
/// // \\\ \\\
/ / \ \
/ , \ 3"
. X5
| C J‘ ‘\ ‘\
\ \ B C | |
| \\ : //‘
\ \ /
\\\ \\\ //" /,r’/
\ \ /
\ \ A23 /
' A"
\\\\ _ ) \\/ ) /// ////
Traits : les hypothéses et les notations sont les mgmeprécédemment,
2", 3" les cercles de centre B, C passant resp. par J, K
A23 l'axe radical d@" et3",
et X5 le centre du cercle d'Euler de ABC.
Donné ; A23passe par £*

51

Thébault V., problem E142Bmerican Math. Monthly67 (1960) 470 ;
Yiu P., A geometry problem of V. Thebault, Messatyacinthos# 1667 du 25/10/2000 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/mes466 7
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VISUALISATION

BII
C ' P - - - - e (‘/\/ - ) \\\\
- - 1*
A
J
I*
w / K / \\ B' \\
2 / ) \ \
/ / I \\\
/ X5 \ 3
R ‘
| \ B| A*| X C | |
\ /
\\ \\\ / /'
\ \\ I / //
\ \ / /
\ A'23, A23 / /
L} AII
T~ ~ \\ — - —
D'aprés V. 2. Un carré de Finsler-Hadwiger, iscb) 1* passe par A* et X.
Notons A'23  la médiatrice de [A*X].
D'aprés I'axiome de passage lllb appliqué atalb de frontiere (AA*) et (I'X1), I* est sx'23

Scolies :

(1)

(2) Xsest surA'23.

D'aprés Ill. 5. Un triangle rectangle-isocéle,
I* étant le milieu de [JK],

Nous avons :
d'apres "Différence de deux carrés" (Cf. Arig),
en conséquence,

Scolie :

Sachant que

le cercle d'Euler de ABC passe par A* et X

XJK est rectangle-isocéle en X ;
(JKJ (XT¥).
Py (I*) = BI*2-BJ2 et Ps(I*) = CI*2 - CK2?;
P (1) = Pa(I%) ;
I* est @3

A230 (BC).

par un point pris hors d'unelroit

nous ne pouvons mener qu'une seule perpendicalaeée droite,
A'23 etA23 A23sont confondus

Conclusion : A23passe par X
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Note historique : ce probléme de Victor Thébault datant de 1960 aést8lu métriquement par Léon
Bankoff®2

6. La proposition 5 de Vecten

VISION
Figure :
B"
c
A
B’
c
B C
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donné : les A, B, C-flancs du moulin & vent ont méme aie 4BC*.
VISUALISATION
52 Bankoff L., problem E1420\merican Math. Monthly68 (1961) 65-66 ;

Hatzipolakis A., A geometry problem of V. ThebadtessagdHyacinthos# 1660 du 26/10/2000 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngesd669
5 Vecten, Géométrie élémentaire. Extrait d'unedetti rédacteur des Annalésinalesde Gergonn& Il (1816-17) 321-324,

proposition 5.
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B"
c
A
B'
c"
B C
A A"

En appliquant la formule Willebrord Snell (158626) : [AB"C"] = AB".AC'.sin <B"AC';
[ABC] = AB.AC.sin <BAC;

<B"AC' et <BAC étant supplémentaires, leuusisont égaux ;

en conséquence, [AB"C'] = [ABC].

Mutatis mutandis, nous montrerions que [BC-AJRBC]
[CA"B] = [ABC].

Conclusion : les A, B, C-flancs du moulin & vent ont méme aine §BC.

Note historique : ce résultat pour un triangle ABC rectangle en A té proposé en 1896 par le

Frére Joseph de son nom civil Jean-Marie Josserand, SupédesiEcoles
Chrétiennes de 1884 a 1897. Rappelons que laitradibulait que lorsqu'un Fréres
des Ecoles Chrétiennes écrivait un livre, son nerfihpas mentionné, mais que l'on
indiquat les initiales du Supérieur en fonction.V€nité, le véritable auteur était

F. G.-M. i.e. le Frére Gabriel-Marie.

Scolie : le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éatél' par "intérieur”.

7.

Le point X;131

VISION

Figure :

54

F. J., Exercice de Géométrie Paris (1896).



Gb

CII \— \ (.; —

A A"

Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment
et Ga, Gb, Gc les points médians des triangle®\ABB'B", CC'C".

Donnés : les triangles GaGbGc et ABC sont comédians

VISUALISATION

Luisgeometria, Vecten's squares and centroid @iscovery), Mathlinks du 28/03/2009 ;
http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=26728



Bll
P
Cl
Gb
—~ /// B'
GC N ////////
\\ ~— _ - —
\ yauy / -
Cn — _ - i ) \\ H G - [ —
— ; ay / - —
B \ C
\\
\ R
\
Q
Ga
A A"

* Scolies: Q) (GGb)O(CA) et 2.GGb=3.CA

(2) (GGc)O (AB) et 2.GGc =3.AB

3) (GGb) /I (AB") et (GGc) // (AC")

4) (HAP) /Il (GaG).
» D'aprés le théoréme c.a.c. appliqué a GGbGc et AB"C GGbGc est homothétique a AB"C'.
e Conclusion partielle : (AP) étant la A-médiane de AB"C", (GagG) est la @diane de GGbGc.
e Mutatis mutandis, nous montrerions que (GbG)ae&t-médiane de GGcGa

(GcG) est la G-médiane de GGaGb
en conséquence, G est le point médigBaiebGc.

e Conclusion : les triangles GaGbGc et ABC sont comédians.
Note historique : ce probleme de Luisgeometria a été dédicacé &ligua Kostas Vittas ainsi qu'a

Lym.
Scolies : (1) GaGbGc et ABC sont bilogiques

(2) GaGbGc et ABC sont en perspective

56 Ayme J.-L., Le théoréme de Sondat, G.G.G., vol.1lemme 1 ;
Ayme J.-L., Vecten 2, Messagtyacinthos# 17413 du 23/03/2009 ;
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3) Deux autres triangles en perspective
Bll
Cl
Ql
A
R/ \ Gh
~ . “ //// Bl
\\\GC | /// _—
i\\\\\ ~ \ //// /////////
A —— FX1131 —
C — \\ e
;:?:X - \ - . N\
B N C
N
N
\ )
i
v
Ga:
A P A"
* Notons P, QR

les milieux resp. de [A'A"], B8], [C'C"].
Par définition d'un point médian,

(1) A, Ga et P' sont alignés
(2) B, Gb et Q' sont alignés
3)

C, Gc et R' sont alignés.
Conclusion : (AP, (BQ") et (CR") sont concourantes.

(4)

Le centre de cette perspective est référencé sgyscez ETC.

6. Figure récapitulant les notations par rapport aA :

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngs4a413
Grinberg D., Messagdgyacinthos

63



c"

B"

VI. LE MOULIN A VENT BORDE DE PARALLELOGRAMM ES

1. Le probléme du Dr. Porson

Figure :

VISION

64



Al A

Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
Pb la perpendiculaire a (CC") passant par B
et Pc la perpendiculaire a (BB") passant par C.
Donné : Pb, Pc et (AA+) sont concourantés

VISUALISATION

A#

A’ A"
* Notons A#t le point d'intersection &b etPc.
» Par définition, A+ est l'orthocentre du triamgl#BC.
» D'apres lll. 4. La proposition 1, (AA$)(BC) ;

Proposé comme probléme par le Dr. Porson (1758)18
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en conséquence, (AA+) est la A#-hauteur #HB@.

Conclusion : Pb, Pc et (AA+) sont concourantes en A#.

Note historique : ce résultat lorsque ABC est A-rectangle a été vésnl1889 par Rendmans la

Revue scientifiqueeproposé en septembre 1823 par J. Hamett d&islésophical
Magazinea la page 236 et démontré I'année suivante papld3iaz Gergonri puis
redonné et reprouvé en 1879 danddarnal de Mathématiques Elémentaifes

La généralisation a un triangle quelconque quiiagté connu de Vecten dés 1817
selon F. G.-M?, a été envisagée par Gergonne et Jean Joseple®Qeeri1824.

Scolies : (1) le segment [AA#}*

A’ A"
D'apres Ill. 2. La proposition 2, scolie 1, AA O (BB ;
par hypothése, (BBD) (CA#) ;
d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires, A"JA (CA#H).
Nous avons, (AAH#) (BC) et (BCYI(CA"M;
d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires, AKANI (CA").
Le quadrilatere AAA"CA# ayant ses cOtés oppgedalléles deux a deux, est un parallélogramme;
en conséquence, AA# = CA";
par hypothése, CA" = BC.
Conclusion : par transitivité de la relation =, AA# = BC.

(2) Nature géométrique de A#

59
60
61
62
63
64

Fourrey E.Curiosités Géométriquekjéme édition, Vuibert, Paris (1938) 99.

Gergonne JAnnalesXIV (1823-1824) 334-336.

Vuibert H.,Journal de Mathématiques Elémentai(@879-1880) 36.

F. G.-M.,Exercices de Géométriéth ed. (1920), Rééditions Jacques Gabay (Gamint), Paris, (1991) 861.
Gergonne J. (1771-1859), Querret J. J. (17836188@alesXV (1824-1825) 84-89.

10-iéme O.M. Mexique (1996) exercice 6.



Nous avons,
par transitivité de la relation =,

en conséquence,

Notons

D'aprés IV. 1. D'une hauteur a une médiane, s8olie

A A"
2.AP =BC.
BC = AA#,;
2.ARNAH

P est le milieu de [AA#].

Conclusion : le quadrilatere AB"A#C' ayant ses diagonales s@anuen leur milieu P,

est un parallélogramme.

3)

Vision triangulaire

B#

AH

e ~ e

B#, C#

deux points tels que
les quadrilatéres BC"B#A', CA"C#A' soient des pigtabrammes.
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4) Le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éstél' par "intérieur" ;

2. Un triangle rectangle-isocéle

VISION
Figure :
A#
B
c
A B
c
B C
C#
B#
A A"
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donné : le triangle AB#C# est rectangle-isocéle eff A.
VISUALISATION
A#
B
C' /
A B
c
B C
C#
B#
A A

6 TST Yougoslavie (1992).



D'apres VI. 1. Le probléme du Dr. Porson,
en conséquence,

ladyiatere AB#BB" est un parallélogramme ;
(BB") I/ (AB#) et BB" = AB#.

Mutatis mutandis,
en conséquence,

le quadrilatere AC#CC'wsparallélogramme ;
(CCY /I (AC#) et CC'=ACH#

D'apres Ill. 2. La proposition 2, (BBO(CC) et BB"=CC.

La relation] étant compatible avec la relation //, (AB#(ACH#) ;
par substitution, AB# = ACH#.

Conclusion : le triangle AB#C# est rectangle-isocele en A.

Scolies : Q) un autre triangle rectangle-isocéle
A#
B
c
A"/ B
/
B C
C#
B#
A A"

Le quadrilatere A#C"BB" étant un parallélogramme A#C" = BB" et

nous savons que BB" =CC' et '(BBI(CC);
le quadrilatére A#B'CC' étant un parallélognzam CC' =A#B' et (CC) I (A#B");
par transitivité de la relation =, A#C'A#B' ;
la relatiori] étant compatible avec la relation //, (A#CM O (A#B").
Conclusion : le triangle A#C"B' est rectangle-isocele en A#.

(2) Le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "éstél' par "intérieur" ;

3. Un résultat de Joseph Neuberg

VISION

Figure :

69

(BB") /I (A#C");



Traits :

Donné :

Nous avons :

B#

A#

A A"

C#

(A, (BB") et (CC") sont concouranté&s

VISUALISATION

les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.

B#

A#

N

C#

d'aprés lll. 5. Un triangle rectangle-isocéllie 2,
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires,

Le quadrilatéere B#C#B'C' étant un parallélogranm
d'apres l'axiome IVa des perpendiculaires,

66

Neuberg JNouvelle Correspondance de Mathématiqie61878) 142-145, n° 5 ;

Hungary-Israel (1997) ;

Concurrent lines when squares erected on side86f, Mathlinksdu 31/12/2004 ;
http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searncix769743606&t=22304

(AUY (JK) ;
(JK) /I (B'UC");
(AU) O (B'UC").

(B'C") Il (B#CH) ;
(AU) O (B#CH).
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A#
B
¢ / \
J | B
) |
VA \ /
\\ U
c" /) /
—B ¢
C#
B#
A' A"

e D'aprés VI. 1. Le probléme du Dr. Porson,
en conséquence,

ladrilatere CB#A'C# est un parallélogramme ;

| est le milieu de [B#C#].

A#

B"
P7ANS

/ : \\

/ J \“ B'

B#

C#

A

A

e D'aprés VI. 2. Un triangle rectangle-isocele,

en conséquence,
ie.

Ujest la A-hauteur de AB#C# isocele en A ;

(AU) est la A-médiane d&#@¢B
A, U et | sont alignés.

» Conclusion : (Al), (BB") et (CC") sont concourantes.

Scolie :

4. Un résultat d'OeneBottema

le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "égtél par "intérieur".

VISION
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Figure :

Traits :

Donné :

et

B#

A#
7
]
f
y
/
/
/
y
<
- A /
N
\\\ / Il
~ /// =~
[ ST
U \\\ h N
\\\ \
N
\
\ /
/
\ N ;
. p
A A"

C#

les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,

1"

le cercle de diameétre [BC] ; il passe par | et U ;

I le second point d'intersection de (B'C")ave

I' est le milieu de [B'C"Y".

VISUALISATION

A#

D'aprés VI. 3. Le résultat de Neuberg,

67

D'aprés Thalés "Triangle inscriptible dans umideercle”,

(AONB'T'UC™).

I' est I'antipdle de | relativement'a

Le quadrilatere BICI' ayant ses diagonales spant en leur milieu, est un parallélogramme ;

72

Bottema O.Het problem van de verloren schat, Verscheidenhedetterlandse Vereniging van Wiskundelera®roningen

(1978) 51.
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ce dernier ayant deux c6tés consécutifs éga8ux IC), est un losange ;
ce dernier ayant ses diagonales égales, astrui;

en conséquence, (I a(BC) et (1IN /] (B#C").
» D'apres VI. 3. Un résultat de Neuberg, lleshilieu de [B#CH#] ;
en conséquence, (II") est I'axe médian datale de frontieres (B#C") et (C#B").
» Conclusion : d'aprés I'axiome de passage IlIb, I' est le mnidle [B'C"].
Note historique : le cas particulier ou ABC est A-rectangle a étépse par F. G.-M. sans référefice
Scolies : Q) nature géomeétrique de I'
A#
B"
C e e - B
&/ :
| ////U\\\ - \\\ :
c // N
B | | C C#
S . /
|
B#
A A

Conclusion : I' est le centre du carré construit sur [BC] adireur de ABC®.

(2 la médiatrice de [B'C"]

68

F. G.-M.,Exercices de Géométriéth ed. (1920), Rééditions Jacques Gabay (Gamint), Paris, (1991) 562.
Van Aubel,Mathesig(1880) n° 42
solution : van AubelMathesig(1881) 163.
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A#
B"
c B
G A
SN e
//\LJ/\/\\ z \\ 1"
c N
N
B A | C C#
S . /
[
B#
A A"
Le quadrilatere All'A# ayant deux cotés oppdsdst] et [II'], paralléles et égaux, est un parligramme ;
en conséquence, (A#IY) 1T (A ;
nous avons ; (A O (B'CY;
d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires, I'|A#(B'C").
e Conclusion : (A#1") est la médiatrice de [B'C"].
3) Trois points alignés
A#
B"
c B
G A J
S NG

R AN

c N

N

B A | C C#
S . /
B#
A A"

Conclusion : (JK) passe par le milieu de [AI.
Trois autres points alignés

(4)



A#
) B"
C' | B'
A \
I*
o
\\ ~ Iv
\ G
c" |
B C C#
B#
A A"
* Notons G le point médian de ABC.
e Scolie: I* est le milieu de [Al'].
» AlI'A# étant un parallélogramme, ses diagonakesoupent en leur milieu I*.
» (IA#) et (AX) étant deux médianes du triangld' Ade coupent au tiers a partir de la base ;
en conséquence, G est sur (IA#).
» Conclusion : A#, G et | sont alignés.
(5) Vision triangulaire
A#
) B"
an
/1
/o1
/ \
C' \ B
/ A : J
oI
/ A
K & ! I /
/ e
C N T _
/ B [ c -
/ . | S c#
/ . \\ /
/o
/. I
B#
A A"
» Mutatis mutandis, nous montrerions que * B#£tQ@ sont alignés
* C#, G et K sont alignés.
» A#KIJ étant un parallélogramme,

ses diagonsdesoupent en leur milieu 1*.

D'apres VI. 3. Un résultat de Joseph Neuberg, J, K sont les milieux resp. de [B#C#], [C#A#], [B#].
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Conclusion : ABC, 1JK et A#B#C# sont comédians.

(6) Un résultat d'Etienne Depréz
A#H
B"
P
C' ll
A J B
'
K
c X
B C C#
B#
A A"
All'A# étant un parallélogramme, (AD /1 (A#1)

nous savons que

P est le milieu de [AA#]

X est le milieu de [II7;

d'apres le théoreme de Thales, (PX) /1 (Al)
nous savons que PX=Al , (ADUJK) , Al=JK;
d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires, ) (PXJIK).
e D'aprés V. 2. Un carré de Finsler-Hadwiger, XH3Kun carré ;
d'apres le théoréme de la médiatrice, (PXJpesmédiatrice de IJK et nous avons : PXK= J
A#
B
P
C' ll
A J B
Yy /
K Z \\\:\ //
c" s ~
B X // C /r Jc#
Q
B#
A A"

» Mutatis mutandis, nous montrerions que

70

(PY)adtmédiatrice de IJK et nous avons : PY 5 Kl
(PZ) est la K-médiatrice de IJK et nousras: PZ = 1J.

Deprez E.Mathesisn® 987 ; ce résultat a été déja vu a la page 55.



* Conclusion : (PX), (QY) et (CZ) sont concourante au centre daleecirconscrit de 1JK.

@) Terminologie :
* IJK est le triangle extérieur de Vecten de ABC
* le cercle circonscrit a IJK est "le cercle extéwri de Vecten de ABC"
* le centre de ce cercle est répertorié sogls ¢hez ETC.

(8) Xea1, G €t Xigs0u la droite d'Euler de 1JK

B"
c
J B'
K /
Vn, X485+ X641
c" /
B
|
A A"

» D'apres lll. 7. La proposition 4, scolie 2, Mar X4g5 est I'orthocentre de 1JK.

» D'apres VI. 4. Un résultat de Bottema, scolie BBC et IJK sont comédians.

e Conclusion : d'aprés Eulet, Xs41 €St le complément de,gs.

9) Le triangle antimédian de ABC

A#
B"
c B
\ A
™~ \\ ||
N
///U \ \\\1
c" | \\\ \\
B | X\ C C#
| \
A.
B#
A A

n Ayme J.-L., La fascinante figure de Cundy, G.G/GL 2, p. 3.



* Notons A.B.C. le triangle antimédian de ABC.

» Le quadrilatere AIA.I' ayant ses diagonales@gpant en leur milieu, est un parallélogramme ;

en conséquence, (rA) 11 (AD ;
nous avons : (A I (I'A#) ;
par transitivité de la relation //, (FAN(I'A#) ;
d'apreés le postulat d'Euclide, ('A.) = (Da#
en conséquence, A#, I' et A. sont alignés.
e Conclusion: la médiatrice de [B'C"] passe par A. et A#.
A#
B
/
/
/
c / B
c A / B
Y- /
) <
c" N
B C ics
/
/
/
B# /
A A"
e Mutatis mutandis, la médiatrice de [C'A"] papse B. et B#

la médiatrice de [A'B"] passe par C. et C#.

(20) Un résultat de Darij Grinberg

6 Grinberg D., Squares and perpendicular bissediessageHyacinthos# 7238 du 06/06/2003 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngs3238
Germany 1996 for squares erected on sides of tdang
Kiran Kedlaya's "Geometry Unbound" (problem 2 fectson 5.3) Mathlinksdu 07/01/2005 ;

http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searcir1417126920&t=2291.7
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e '
! |
| |
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! |
| |
! |
| At !
: , B
: M'a y |
/ |
| / I
| /o
' C ;
| / '
o A 'B B
c AN
B / c
C#
B A.
A A"
* Nous avons : * (AA#) O (B.C))
* 2.AA# =2.BC =B.C.

en conséquence, A# est le centre du canstrent sur [B.C.] a lI'extérieur de A.B.C.
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N /
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N 7/
N
. ,
\\ //
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» Mutatis mutandis, nous montrerions,

B# est l@reedu carré construit sur [C.A.] a I'extérieurAl8.C.
C# est le centre du carré construit sur [AdBl'gxtérieur de A.B.C.

» Conclusion : d'aprés lll. 7. La proposition 4,
(A#A.), (B#B.) et (C#C.) concourent au point exténi de Vecten de A.B.C.

» Scolies : *

(11)

le point extérieur de Vecten de A.B.C. est rép@¥tsous Xgg chez ETC.

ABC et A.B.C. étant comédiafis
Xagg €st I'anticomplément du point extérieur de Vede\BC i.e. de Xgs

G étant le point médian de ABC et A.B.C., Ggeet X488 SONt alignés.
Xagg €st le point de de Longchamps du triangle extédewecten i.e. de 1JK.

Deux cercles orthogonaux

i. e. partageant le méme point médian.



» Conclusion : les cercled etl" étant orthogonaux, les tangentes resp. en B, @pigar I'.
(13) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur" ;

(14) Un autre triangle comédian avec ABC

A
K .
* Notons J, K" les symétriques de J, K par rapp¢CA), (AB).
e Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que ABC &'lsbnt comédians.

(15)  Terminologie :

* I'T'K" est le triangle intérieur de Vecten de ABC
* le cercle circonscrit a I'J'K' est "le cercleérieur de Vecten de ABC"
* le centre de ce cercle est répertorié sogis ¢hez ETC.

(16) Xeaz, G et Xigg



» Conclusion : d'aprés Eulef,

B
o
A J
X642 '
K - :
~ K'
VI, X485+ /7y s a0
o
Bl —7 c
Vs, X486
e e

B'

D'apres Ill. 7. La proposition 4, scolie 2,
D'apres VI. 4. Un résultat de Bottema, scolig 13 ABC et I'J’)K' sont comédians.
Xea2 €St le complément deyg.

(17)  Unrésultat de van Aubel

74

Ayme J.-L., La fascinante figure de Cundy, G.G/@Gl. 2, p. 3.

s Xyg6 €st I'orthocentre de I'J'K'.
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A#
B

B#

A A"

e D'aprés Thalés, * le point d'intersection del{()2&t (BC) est le point médian du triangle A"B'C'
* le point d'intersection de (A'l") et (BC) est lemtanédian du triangle A'B'C'.

e Conclusion : ces deux points d'intersection divise [BC] en trasties égales’

Enoncé traditionnel :  les points médians des triangles A'B'C' et A"Bi@is# [BC] en trois parties égales.

(18)  Cas particulier ot ABC est A-rectangle

B"
c
B’
|\ J
I r
\ A
| K A BN
\ . \
\ ’ S
" \ / \
c \
\ \
\ “@
I W
| |
B | Ic
\ /
\ /
\ /
\ /
N ,
N ,
N P
N .
A A"

75

van AubelMathesis(1880) n° 41 ;

solution : van AubelMathesig1881) p. 163.



» Conclusion : C, B" et C' sont sur le cercle de centre I' pasganB.

5. Un résultat de l'auteur

VISION
Figure :
B
/
/
/
° /
/
/
/
A /
/ J
/
K ' //
/ —
ol —
N vnt O\ /) N
— jv=
Abr
B A& X c
L
/
/
//
/
/ |
//
/
/
/
A A
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donnés : I, Vn et A+ sont alignés.

VISUALISATION



c"

Tb

A

B"

» Notons Th, Tc les tangentes resf.en B, C.

» D'aprés Pascal "Hexagramma mysticum” (Cf. Annexe 6)
('VnA+) est la pascale de I'hnexagone Th BVC Tc WB.

e Conclusion: I', Vn et A+ sont alignés.

Scolies : (1) une médiatricé®

7 Ce résultat a été déja vu en IV. 3. Un résuktataliteur, scolie 5.
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A A"
Notons Xa le milieu de [Aa'Aa"].
Les triangles A+Aa'Aa" et A+BC étant homothétiques, A+, Xa et X sont alignés
D'aprédV. 3. Un résultat de l'auteur, scolie 4, (AalLJIC) et (Aa'L)//(IB);
en conséquence, (Aa'lYAa'L).

Les triangles XaLAa" et XIC sont homothétiques datme A+.

D'aprés "Le petit théoréme de Desargues” (Cf. Aargdx (XaL) // (IX) ;
en conséquence, (XaL) passe par Vn (LetaVn) [ (Aa'Aa").

Les triangles A+II' et A+LVn sont homothétiquesamtre A+ ;
X étant le milieu de [II, Xa est le ndli de [LVn].

Conclusion : Aa'LAa"Vn est un carré de centre Xa.

(2 Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".

. Figure récapitulant les notations a partir de A
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VIl. DEUX TRIANGLES REMARQUABLES

1. Le triangle de Grebe de ABC

VISION

Figure :



Traits :

Donné :

et

A..
B
c
A B
C" h T~ ~
B c| —
B~ A A" e

les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,

A~, B~, C~ les points d'intersection resp.BI&Y) et (C'C"), (C'C") et (A'A"),

(A'A") et (B'B").

(AA~), (BB~) et (CC~) sont concourantés

VISUALISATION

7

88

Grebe E. W., Das geradlinige Dreieck in BezugdaefQuadrate der Perpendikel, die man von einenkt@wseiner Ebene auf
seine Seiten Fallen kan@ylinerts Archid (1847).
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A..
Ac
// 1~
Ab ~ - - _ ‘\l’: //
/// o T B"
c B
A
c
B C
B~ A A" C~
D'aprés Thalés " Triangle inscriptible dans un deencle", le quadrilatére AB"A~C' est cyclique.
Notons 1~ ce cercle
I~ le centre d&~ i.e. le milieu de [AA~],
et Ab, Ac les seconds points d'intersection rdspgAC), (AB) aved ~.

D'aprés Thalés "Triangle inscriptible dans un deencle",
les triangles AbAA~ et ACAA~ sont resp. regbes en Ab, Ac.

Les rectangles AB"A~Ab et AACA~C' étant inscripgbldand ~ et ayant la diagonale (Al~A~) en commun,
les diagonales (B"Ab) et (C'Ac) sont deux theidiamétrales de~ ;

en conséquence, (AbAc) // (B"C").



D'aprées V. 1. D'une hauteur a une médiane,
d'apres I'axiome IVées perpendiculaires,

D'apres Vigarié "Isogonale et perpendiculaire” @fnexe 12),

{BICIAX) ;
(ADAE) (AX).

(AA~) est la A-symédiane de ABC.

A~

Mutatis mutandis, nous montrerions que

(B8st)la B-symédiane de ABC
(CC~) est la C-symédianes de ABC.

Conclusion : d'aprés Lemoine "Le point de Lemoine" (Cf. Annegg, 1
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* Notons

91

(AA~), (BB~) et (CC~) sont concourantes.

Le

Note historique :

Enoncé traditionnel :

ce point de concours.

c'est par ce tracé "accidentel" datant de 184 7rnstEVilhem Grebe (1804-1874) a
découvert cette "concourance" qui avait étéagrtrée auparavant par Simon LHuilier
et Karl Friedrich Gauss. Elle a été aussi redeede par Hossard et E. H&irLes
propriétés de ce point de concours ont été neiseslief par Emile Lemoirie

Ce point de concours a été appelé "point de Grel®BL" en Allemagne par le Dr.
Schemmel de Berlin en 1876, les professeursfansion de Gand et E. Lampe de
Berlin en 1881 et le Dr. J. Lange de Berlin 883

Suite a Joseph Neuberg, il est connu sous le ndipailet de Lemoine de ABC" et
est répertorié pargthez ETC.

des carrés étant construits sur les trois cétéstdangle ABC,
soit A'B'C' le triangle formé par les cotés de casés, paralléles a ceux du triangle,
les droites AA', BB', CC' concourent en un mémepoi

Scolies : Q) A~B~C~ est "le triangle de Grebe de ABC" ;
Le est "le point de Grebe-Lemoine de ABC".
(2 I~ est le centre du cercle circonscrit du A-flarB"&' de ABC.
3) Vision triangulaire
& Hain E., Ueber den Grebeschen PuAkehiv der Mathematik und Physig (1876) 84-89.

Nouvelle Correspondance; 268 ;

solution :Nouvelle Correspondand@977) 400 ; (1980) 214, 365.



Notons

D'aprés le théoréme de Thalés appliqué a laebfrndtieres (BC) et (B~C~),

Mutatis mutandis, nous montrerions que

1..
|..~
B
c A B
3~
c/ Le
/ ) T \
c/| L \
2~/ \ T~
c/ “‘ \\\\\\ “
\‘ : : \
J~ / \ K~ ™~ |
\ / \ —_
/ \ ~__ /
\ N
B~ A A"\ / C~
J~, K~ les centres des cercles circasstes B, C-flanc de ABC.

Conclusion : les triangles homothétiques I~J~K~ et ABC sont ersjpective de centre Le.

4) Un résultat de Darij Grinber§

80

Grinberg D., Squares and perpendicular bissediessageéHyacinthos# 7238 du 06/06/2003 ;
http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngs3238

Germany 1996 for squares erected on sides of tdang
Kiran Kedlaya's "Geometry Unbound" (problem 2 fectson 5.3) Mathlinksdu 07/01/2005 ;
http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?searcir1417126920&t=22917

(J~K=~) /I (BC).

@+ (CA)
(I~3~) Il (AB).
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3~

* Notons G, G~ les points médians resp. de ABC;k—.
e ABC et I~,J~K~ étant homothétiques,
d'aprés V. 1. D'une médiane a une hauteur,

d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires,

(I~G~JAG) ;
) (AG (B"C) ;
G¢yd (B"C)).

» Conclusion partielle : (I~G~) est la médiatrice de [B"C.

» Mutatis mutandis, nous montrerions que (J~Gt)aemeédiatrice de [C"A]

(K~G~) est la médiatrice de [A"B'].

» Conclusion : les médiatrices de [B"C'], [C"A"] §A"B'] sont concourantes en G~.

Scolies : * G~ est répertorié sousse§ chez ETC.
* Le étant le centre d'homothétie de ABC et I~J~K~,
(5) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasétieur” par "intérieur".

2. Nature géométrique de A#

VISION

Figure :

93

Le, G et G~sont alignés.



A~
A#
B"
c
A B
c
B C
B~ A A" C~
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donné : A# est l'orthocentre du triangle A~B"C'.

VISUALISATION

* Le quadrilatere AB"A#C' est un rectangle.
* Nous avons : (B"A#)l (A~C") et (C'A#1(A~B").

e Conclusion : A# est l'orthocentre du triangle A~B"C'.

Scolie : le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "égtél par "intérieur".

3. Un autre triangle ou le triangle A"B"'C™

VISION

Figure :
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A~
B
A#
B"
c
A ‘
c B
G
c
B C
B~ A \ A c~

Ha™

A
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,

A", B™, C" les points d'intersection resp. de'AG et (A"B'), de (A"B") et (B"C"),
de (B"C") et (C"A),
et Ha™ les orthocentres resp. des triangles B5@&"A"A'.
Donné : G est le milieu de [A# Ha"}:
VISUALISATION

81 Aubel (van) Mathesis(1881) 168, n° 72 Nouvelle Correspondand¥ (1878) 40.

Solution : Lambert A.MathesislV (1886) 39.
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A~
B
A#
B"
c
. A B
G
c
B C
B~ A A" C~
Ha™
A
D'aprés VII. 2. Nature géométrique de A#, Atl'esthocentre de A~B"C'.
D'aprés "Le petit théoréme de Desargues" applayx triangles homothétiques GBC et Ha"A"A',
(GHa"™) passe par | i.e. @t Ha"' sont alignés.
Scolie : | est le milieu de [GHa™].

D'aprés VI. 4. Un résultat de Bottema, A#, Gsint alignés ;
d'apres l'axiome d'incidence la, A#, G et'lBaht alignés.



A~
B
A#
B"
c
A '
c B
c" G
X
B C
Gi
|
B~ A A" C~
Ha™
A
* Notons Gi le symétrique de G par rapport a X.
* Nous savons que G est le milieu de [AGiI].

e D'aprés "Le petit théoreme de Desargues" (CheXe 9)
appliqué aux triangles homothétiques GiCB &t A'A’,
1) (GiHa™) /I (BA")
2 GiHa" = AA%#.
» Le quadrilatere A#AHa™Gi ayant deux cotés ogsgsaralléles et égaux, est un parallélogramme.

» Conclusion: G est le milieu de [A# Ha™].

Scolies : (1) quatre triangles comédians
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A~
B
A#
/’/ Bll
/,/ Hbm
C' /
/ J
C A / B
Hc' /K
cr A
C#
B# /
B~ C~
A
Notons Hb™, Hc™ les orthocentres resp. demtles B"B"B', C"'C"C".

D'aprés IV. 3. Le résultat de Neuberg,
en conséquence,

Mutatis mutandis, nous montrerions que (1)
)

Conclusion partielle :

Mutatis mutandis, nous montrerions que ()
)

Ha"Hb"Hc", A#B#C# et IJK étant homothétiqudsscentre

A#B#CH# et 1JK étant homothétiques de centre G,

lleshilieu de [B#CH] ;
(A#G) est la A#-médianA#B#C#.

(B#G) est la B#-médiane de A#B#C#
(C#G) est la C#-médiane de A#B#CH#.

G est le point médian de A#B#C#.

G est le milieu de [B# Hb"]
G est le milieu de [C# Hc™].
G, G estle point médian de Ha"Hb"Hc™

G est le point médian de 1JK.

Conclusion : ABC, 1JK, A#B#C# et Ha""Hb"'Hc" sont comédians.

Trois droites concourantes

(@)



« Notons

* Nous savons que
en conséquence,

et

A#
/// Bll
Hb™
C' // Iu
A J :
He™ ) B
C#
B~ ) c~
Ha™
", J", K" les milieux resp. de [Hb™HE'[Hc™Ha™], [Ha"'Hb™]
N le symétrique de O par rapport a G.

» O est le centre d'orthologie de IJK par rappokBC.

e Conclusion : par symétrie de centre G,

les paralléles resp. a (10), (JO), (KO) passasprpar I", J", K" sont concourantes en N.

3) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".

4. Les triangles IJK et A"B™C"

Figure :

VISION

99

A#B#C# et Ha"Hb™"Hc™ sont homothétiques de cef@ret de rapport -1 ;
1JK et I"J"K" sont homothégde centre G et de rapport -1.
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A.._
B
B"
c
A J .
c B
e
K
G
o .
C
e
B
B~ A A" C~
A
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donné ; IJK et A"B™C" sont orthologique®.

VISUALISATION

82 With the Vecten's point&lathlinksdu 26/03/2009 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=26®97



A~
B™
A#H
B"
c
J .
c B
K
c"
[ c#
/// - =
B# =
B~ A A" C~
A

D'aprés Vigarié "Isogonale et perpendiculai@f. Annexe 12),
(1) (A~A#) est la A~-isogonale de (A~ALe) relativemeénd~B~C~
(2) (B~B#) est la B~-isogonale de (B~BLe) relativema®~B~C~
3) (C~C#) est la C~-isogonale de (C~CLe) relativengeAt-B~C~.

D'apres Mathieu "The isogonal theorem" (Cf. Ataé4),
(A~A#), (B~B#) et (C~C#) sont concourantes.

Notons G# ce point de concours.
Nous avons : (A~A#) Il (AG) , (B~B#) /I (BG) (C~C#) /I (CG).
ABC et A~B~C~ étant homothétiques de centre Le, G# est le point médian de A~B~C~.

Conclusion patrtielle : Le, G et G# sont alignés.
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A~
B"
A#
y B"
C' /
/ A J
o B
K A= .
/ iy S G G#
C N
// ) C\\
/ B TS ~
CH
// T~
/// | - T~
B# ™
B~ A A" C~
A"

«  A#B#C# et IJK sont homothétiques de centre G ;
en conséquence, les paralleles a (A#S#), (B#S#S#) passant resp. par |, J, K sont concoesant

» Notons S ce point de concours.
e Scolies: Q) S, G et G# sont alignés
(2) d'apres l'axiome d'incidence la, Le, S, G et G# abgnés.

» Conclusion : IJK et A"B™C" ont orthologiques.

Scolie : le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "égtél par "intérieur".

VIIl. LA FIGURE VECTEN BORDE DE CARRES

1. D'une médiane a une hauteur

VISION

Figure :
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Al
A2
B
c
A J B'
K -
cr
X
Cc2
B \ c
H1
B1 [
A A
B2 C1l
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrquédemment
et H1 l'orthocentre de AB"C'.
Donné : (AH1) passe par X.
VISUALISATION
e Conclusion : d'aprés V. 1. D'une hauteur a une médiane" appaqB"C', (AH1) passe par X.
Enoncé traditionnel :  la hauteur du triangle en haut est la médianeidngte en bas.
Scolie : le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "égtél par "intérieur".

2. La proposition 6 de Vecten

VISION

Figure :



Al
A2
B
c
A .J B
K -
c
C2
B C
B1 [
A A
B2 C1

Traits : les notations sont les mémes que précédemment

et B"A1A2C', C"B1B2, A"C1C2B' trois carrés resp. extérieurs &idare de Vecten.

Donné : B"C2 + C"A2 + A"B'2 = 3.(BC2 + CA2 + AB?}®

VISUALISATION

D'aprés al-Kaschi (Cf. Annexe 15), B"C'2= AB"AC? - 2.AB".AC'.cos <B"AC'
ou encore B"C2 = AC? + AB2 + 2.AC.AB.coBAC.
Mutatis mutandis, nous montrerions que C"ABAZ + BC2 + 2.BA.BC.cos <CBA

A"B?=CB? + CA? + 2.CB.CA.cos <ACB.

Nous avons : AC.AB.cos <BAC + BA.BC.cos <CBA BACA.cos <BAC + CB.cos <CBA) = AB2
BA.BC.cos <CBA + CB.CA.cos <ACB = BC. (AB.cos <@B- AC.cos <ACB) = BC?
CB.CA.cos <ACB + AC.AB.cos <BAC = CA. (BC.cos <BCr BA.cos <BAC) = CA2,

Conclusion : par sommation, B"C'2 + C"A2 + A"B2 = 3.(BC? A€+ AB?).

83

Vecten, Géométrie élémentaire. Extrait d'unedetti rédacteur des Annalésinalesde Gergonn& Il (1816-17) 321-324,

proposition 6.
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Note historique :

Scolie :

Exercice :

ce résultat pour un triangle rectangle a déja étpgsée™

le résultat reste vrai lorsque I'on remplace "égtél par "intérieur".

en notant BC = a, CA = Db et AB = ¢, montrer que

3. Un résultat de Floor van Lamoen

A'B%2 - B"C?2 = 3.(a2- b?).

VISION
Figure :
Al
A2
11
B
c
A J B'
K -
c
Cc2
B C
B1 |
A A"
B2 C1l
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
et 11,12, 13 les centres resp. de B"A1A2C'B1B2, A"C1C2B".

Donné : A, | et 11 sont alignég.
8 Fourrey E.Curiosités Géométriquekjéme édition, Vuibert, Paris (1938) 100.
8 Lamoen (van) F., Friendship Among Triangle Cerfierum Geometricoruri (2003) 1-6 ;

http://forumgeom.fau.edu/FG2001volumel/FG20010Dirftenl.
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VISUALISATION

Al

A2

B2 C1

Cc2

e D'aprés lll. 6. Un résultat de E.-N. Barisiappliqué au moulin a vent

() basé sur ABC, (Al (IK)

(2) basé sur AB"C', (JKY (AID) ;
d'aprés l'axiome IVa des perpendiculaires, 1) (A(AIL) ;
d'apreés le postulat d'Euclide, (Al) = (Rl

» Conclusion: A, | et I1 sont alignés.

Scolies : Q) deux autres alignement
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AL
A2
11
B
o
J B'
K T~
o ‘
. r]\
T c2
B c|l —/
B1 | Tl
Ny
A A
B2 c1

Conclusion : mutatis mutandis, nous montrerions que

B, J ebdfiaignés
C, K et K1 sont alignés.

(2) (117), (3J1) et (KK1) sont concourantes au poirttarur de Vecten de ABC.
3) A est le milieu de [lI1F®
D'aprés Ill. 6. Un résultat de Neuberg, scaliappliqué au moulin a vent
* basé sur ABC, Al = JK
* basé sur AB"C/, JK=AI1;
par transitivité de la relation =, Al = AIL;

Conclusion : A, | et I1 étant alignés,

Mutatis mutandis, nous montrerions que

(4)

Un résultat de van Aubel

86

A est le milieu de [lI1

Bestilieu de [JJ1]
C est le milieu de [KK1].

Grinberg D., Fermat, Vecten and van Lamoen, Mgsidgacinthos# 7053 du 26/04/2003;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/nges8853

Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasétieur” par "intérieur".
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VISION
Figure :
Al
A2
11
B"
c
A J B'
K .
cr [
Cc2
B C
B1 : K1
Ji-
A A
B2 C1l

Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.
Donné : I' est le symétrique de I1 par rapport a (B*C")

VISUALISATION

» Conclusion : daprés VI. 4. Un résultat de Bottema, scolie pligpé au triangle AB"C',
I' est le centre du carré construit sur [B"draérieur de AB"C'.

Scolies : (1) vision triangulaire

87 Van Aubel, Mathesis(1880) n° 42 ;
solution : van AubelMathesig1881) 163.
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Al
A2
11
B
A / J B'
K - '/
C K /,L\
J /N
X/ vy C2
///B / C ™ ~
pd // \\\\
e -
pd / T~
Bl s y -
/// / K1
J1i /
A A"
B2 c1

(2)

5. Un résultat d'Oene Bottema

Figure :

Le résultat reste vrai lorsqu'on remplace "extétigar "intérieur".

VISION
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Al
A2
B"1
11
J1
B" . .
C1 B1
c A V' .
K1 - &
K J
c'1 c w
Cc2
B C
I
B1 ' :
. K1
Jl s . U
A \ A"
I'L
B2 C1l
A'l A"l
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémes que
précédemment,
A'A'1A"1A", B'B'1B"1B", C'C'1C"1C" trois carréesp. extérieurs a la figure de Vecten,
I, J'1, K1 le centre resp. de A/A'1LA"1A"BRIB"1B", C'C'1C"1C"
et U, vV, R le point d'intersection de (A'B&X)(A"C1),
de (B'C2) et (B"Al), de (C'A2) et (C"B1).

Donné : A, U et I'l sont aligné&

VISUALISATION

88 Bottema O., Het problem van de verloren schatsdfeeidenhedefNederlandse Verenigind van Wiskundelerai@roningen

(1978) 51.
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A2
B"1
11
J1
B" . .
Cc'1 pr B'1
c Vv :
K'1 - . B
K J
c'1 c w G

- N c2

1B X C| &

R
Q
Bl K1
J1-
A A"
I'L
B2 C1l
A'l A"l
» D'apres "Le petit théoreme de Desargues" (CheXe 9)
appliqué aux triangles homothétiques GBC AtAJ, (GU) I (BA) et GU'=BA"
* Nous avons : (1) 3.AG =2.AX
(2) 3.GU = 2.XI1.

e Conclusion: A, U et I'l sont alignés.

Note historique :

ce résultat d'Oene Bottema a été présenté en es@toez Paul Y’

Scolies : (1) GBA'U' et GCA"U' sont deux parallélogrammes.
(2) Trois droites concouranté&s
8 Yiu P., Notes on Euclidean Geometry (199Bitp://www.math.fau.edu/yiu/geometry.html

°© Common pointMathlinksdu 08/11/2006 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=11820
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A2

c1

K'l -

c1 c

Bl
J1-

B2

Al

Al
B"1
1
g J1
B . B'1
b
v -
J
B X C | L
R
[ ;
U K1
I A
I'1
c1
A"l

C2

D'apres la scolie précédente,

en conséquence,

*

*

GAB"V' est uraff@logramme
GAC'W'est un parallélogramme ;
B"C'W'V' est un rectangle.
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A2

c1

K'l -

c1 c

Bl
J1-

B2
Al

Al
11
-
b
//V'
1
— _ //
V&Y
A
B x/ c| L
//
//
//|
//
U
N A
'
A"

B"1

J1

B'1

B'

C2

K1

C1

Mutatis mutandis,

C"A'U'W' est un rectangle
A"B'V'U' est un rectangle.

G étant le pdle commun d'orthologie des triaadlBC et U'V'W', ceux-ci sont bilogiques ;

en conséquence,

91

ABC et U'V'W' sont en pergpett

Ayme J.-L., Le théoréme de Sondat, G.G.G. vohtip://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/
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A2

c1

K'1l

c1 c

Bl
J1-

B2

Al

11
B"
A .,
/
-/
\/]//
/
B C
/
1/
./
7
U
A A
1"l
A'l A"l

B"1

J1
B'1

C2

K1

C1

Conclusion : (Al'1l), (BJ'1) et (CK'1) sont concourantes.

3)

92

Iranian National Olympiad (3rd Round) 2007
Concurrent linesMathlinksdu 27/08/2007 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?seanch114974103&t=164548

Trois droites concouranté&s
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Al
A2
B"1
11
J1
XB" . .
c1 B'1
c A v .
K1 - /o B
// J
c'1 o wr
W
Y g c2
AN A
Bl :
K1
J1- /Y
A
I'L
B2 C1l
Al A"l
» D'apres lll. La proposition 2, scolie 1, 1passe par B, C, A, A", VetW.
* Notons Ta', Ta" les tangentes gesp. en A', A" .
* Nousavons: Ta'=(All) et Ta"=(A"l']).
» D'aprés MacLaurin "Tetragramma mysticum" (Cfnare 16)
appliqué a I'hexagone dégénéré A'VA" Ta" WA', T (A'W) et (A"V) se coupent sur (Al'1).
» Conclusion : (A'B"), (A"C") et (Al'1) sont concourantes en L.
(4) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasé&tieur” par "intérieur".

6. Un résultat de Niyland

VISION

Figure :



Al
A2
B
c
A .\] B'
K -
c
Cc2
B C
B1
A
B2 C1l
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
Donné : (B2C1) est paralléles a (A'A%.

VISUALISATION

93

Niyland,Mathesisn® 893.
68-ieme O.M. Russie (2005).
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Al
A2
B"
c
A
. J B'
K -
c
B C2
Da
Bl
|
A A
B2 C1
e D'aprés VI. 4. Un résultat de Bottema, appliqué
(1) au triangle BA'C", le milieu de [AB2] est le symdtre de | par rapport a (A'B)
(2) au triangle CB'A", le milieu de [AC1] est le symigtre de | par rapport & (A"C).
en conséquence, ces deux milieux sont aiguéc I.

* Notons Da cette droite.

» Da étant la A-droite des milieux du triangle AB2C1, (B2C1)//Da;
nous avons : Da /I (BC);
par transitivité de la relation //, (B2@1)(BC).

» Conclusion : (B2C1) est paralleles a (A'A").

Scolies : Q) B2C1 = 4.BC.

(2) Les résultats restent vrais lorsque I'on remplasétieur” par "intérieur".

7. Exercice : un San Gaku de 1826

VISION
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Figure :
Al
A2 . B"
B
J
A
Cc2
c
K -
C B C
;
B1
A A
B2 C1
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
Donné : A', C" et A2 sont alignés si, et seulement si 2AB = AC*,
Note historique : la tablette concernant ce san Gaku de 1826 detfaqture de Tokyo a aujourd’hui
disparue.

B. "COMPRENDRE"

LA LIAISON ENTRE LES DEUX POLES
DU

RESBIS

o Fukagawa H., Pedoe D., Japanese Temple Geonretriefs (1989) Winnipeg, Canada, problem 4.2.17.p.4



' |
/ /
/

Lorsque deux aspects semblent s'opposer,
le géomeétre devra croire en tous les deux
avec la conviction qu'ils puissent engendrer un.lie

1. La droite de Vecten

VISION

Figure :
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s‘/“ T
/ T
/
/
/
— vn /
Finition : ABC un triangle,
Vvn, Vs les points resp. extérieur, intérieuMiEten de ABC.

Définition : (VnVs) est la droite de Vecten de ABC.

2. Une reformulation du résultat IV. 3

VISION

Figure :
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Traits :

Donnés :

Enoncé traditionnel :

B
/
/
c /
/
/
/
/
A /
/
/
/
/
/
/
yam\/
N . /
n /
/
/
/
B / C
LY
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
A A"

les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment.

Vn est le second point de Vecten de LMN
Vs est le premier point de Vecten de LNIN

ABC et LMN partagent la méme droite de Vecten

3. Un résultat de Cosmin Pohoata

Figure :

VISION

95

Ayme J.-L., Vecten's points, Messaggacinthos# 17406 du 26/03/2009 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/ngs4a 406

With the Vecten's point&Jathlinksdu 26/03/2009 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=26@97
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c"

X64 ' /

Vn, X485- [

/ Vs, X486

Al A

Traits :

et

Donnés :

X64l
)%42

les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
le centre du cercle circonscrit a IJK
le centre du cercle circonscrit a I'J'K".

(Xe41X642) €St parallele a (VnVs).

VISUALISATION

9 Pohata C., Message privé du 08/04/2009.
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J ~.

/ Vs, X486

Al

A"

» D'apres VI. 4. Un résultat de Bottema,
1)
2

» Conclusion : d'aprés Thalées,

scolie 8,
scolie 16,

%41 €St le complément deyg

(%X 642) €St parallele a (VnVs).

4. La droite de Vecten passe par le point de Lemue

Figure :

VISION

Xes2 €St le complément deygs
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Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
et Le le point de Lemoine de ABC
Donné : Vn, Vs et Le sont aligné&s

VISUALISATION

* Notons DEF le triangle tangentiel de ABC

o7 Gibert B., Re: [EMHL] X_371 (and X372), Messddgacinthos# 1585 du 12/10/2000.



et Ja, Ka les points d'intersection resp. de, (KK avec (BC).

Considérons les pinceaux anharmoniques Pa = (A ; K, K', F, Ka)
Pa=(A;J,J, Ja, E).

Une chasse angulaire montre que
P'a est I'image dPa par la rotation de centre A et d'angle <BACTI132.;
en conséquence, (A; K, K, F,Ka)=(AJJ)Ja, E).

En permutant simultanément les deux premielesadeux derniers points &,
le pinceau anharmoniq&éa reste inchangé :

(A;J,3,Ja,E)=(A;J,J,E, Ja);
par changement d'origine de A en B, (A, EJJa)=(B;J,J, E, Ja);
par transitivité de la relation = entre pinceanharmoniques de méme centre,

(A;K,K,F,Ka)=(B;J,J,E,Ja);

par changement d'origine de A en C, (A;KKKa)=(C; K, K, F,Ka);
en conséquence, (C; K, K, F,Ka) = (BJJE, Ja).
Scolies : Q) (CK), (CK"), (CF) et (CKa) sont les rayons du piae&x gauche de I'égalité

(2) (BJ), (BJ"), (BE) et (BJa) sont les rayons du pénca droite de I'égalité.

Ces deux pinceaux ayant le rayon (BC) en comtegmoints d'intersection des rayons homologues
(CK) et (BJ), (CK" et (BJ"), (CF) et (BE) salignés.

Conclusion : Vn, Vs et Le sont alignés.
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5. La droite de Vecten passe par le centre du céecd'Euler

VISION
Figure :
Traits : les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment
et X5 le centre du cercle d'Euler de ABC.
Donné : Vn, Vs et X sont alignés®.

VISUALISATION

98 Montes J., Valderrama, pers. comm., Ricardo Bar@ampos du 20/04/2004.
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B"
P
c
B
A J
///
I* /
///
\\ I' //
K \ v /
VARSS _ \ /
) \\\l\‘\ ~ O //
vnd A X
" .~ X5 ~/
C H \ [k
\ // N o
B I~ ; / Cc T
‘\\ \ R
\\\ /// VS
//
/
\\//
A A"
Notons I*, J*, K* les milieux resp. de [JK], [KI[1J]

et H l'orthocentre de ABC.

D'apres VI. 4. Un résultat de Bottema, scolie 4,

Scolie :

I* est le milieu de [Al'].

(AH) /1 (I')

L'axe médian de la bande de frontieres (AH)IBtasse par I* et est perpendiculaire a (BC)
d'aprés l'axiome de passage lllb, il passdepanilieu X5 de [OH]

Mutatis mutandis, nous montrerions que

(1)
(2)

Scolies : Q)
(2)
(3)
(4)

Conclusion : d'aprés le théoréme de Sorftlappliqué a ABC et I*J*K*

l'axe médian de la bande de frontiéres (BH) e} pa¥se par le milieu X5 de [OH]
I'axe médian de la bande de frontiéres (CH) et (lgE5se par le milieu X5 de [OH].

I*J*K* est homothétique a I1JK

Vn est le pble d'orthologie de ABC relativement®&K*
X5 est le pble d'orthologie de 1*J*K* relativementABC
Vs étant le centre de perspective de ABC et I'J'K’,
Vs est le centre de perspective de ABC et I*J*K*,

Vn, Vs et % sont alignég®

99
100

Ayme J.-L., Le théoréme de Sondat, G.G.G. vohttp://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/
Ayme J.-L. http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=27274



Note historique :

128

ce résultat de Jose Montes Valderrama de Séviliddldusie, Espagne) trouvé en

2004 a été prouvé avec l'aide des coordonnégsdrdriques par I'lngénieur naval

Jose Maria Pedré&t de Barcelone (Catalogne, Espagne).

6. Un résultat de l'auteur

Figure :

Traits :

Donné :

VISION
A
Kah
Vn
Jah lah
B A*

les hypothéses et les notations sont les mémegrguédemment,
Jah, Kah les points d'intersection de (AA*) resmgec (JJ), (KK,
le point d'intersection de (BJah) et (CKah

et lah

Vn, Vs et lah sont aligné¥.

VISUALISATION

101

Pedret J. M., Problema 163 (23/04/2004ip://www.aloj.us.es/rbarroso/trianguloscabri/soll 63ped.htm

Ayme J.-L., Vecten's line, Can You confirm, Mags#lyacinthos # 17451 du 04/04/2009 ;

http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/nges4a451



Notons Ob, Oc les symétriques de O par rapp(C#a, (AB).

Considérons les pinceaux anharmoniques Pa = (A ; K, K', Oc, Kah)
Pa=(A;J,J, Jah, Ob).

Une chasse angulaire montre que
P'a est I'image dPa par la rotation de centre A et d'angle <BACTI132.;
en conséquence, (A; K, K, Oc, Kah) = A ;J, Jah, Ob).

En permutant simultanément les deux premielesadeux derniers points &,
le pinceau anharmoniq&éa reste inchangé :

(A;J,J,Jah, Ob) = (A; J,J, Ob, Jah) ;
par changement d'origine de A en B, (A;,J08, Jah) = (B ; J, J', Ob, Jah) ;
par transitivité de la relation = entre pinmeanharmoniques de méme centre,

(A; K, K, Oc, Kah) =(B; J, J', Ob, Jah) ;
par changement d'origine de A en B, (A; K,@Bc, Kah) = (C ; K, K', Oc, Kah) ;
en conséquence, (C; K, K, Oc, Kah) = BJ', Ob, Jah).

Scolies : 1) (CK), (CK?", (COc) et (CKah) sont les rayons dugaau a gauche de I'égalité
(2) (BJ), (BJ"), (BOb) et (BJah) sont les rayons dicgau a droite de I'égalité.

Les points d'intersection des rayons homologG&3 et (BJ), (CK') et (BJ"), (COc) et (BOb)
i.e. Vn, Vs, % étant alignés, X est sur (VnVgX

Conclusion : Vn, Vs et lah sont alignés.

129



130

Scolie : Vn, Vs, X, Le et lah

Note historique : ce résultat a été confirmé par Peter J. C. M&g&s le biais des coordonnées

barycentriques. Il ajoute que circulairemenbbtient 3 point en perspective avec
ABC en X(847).

D. "SE LAISSER PRENDRE"
PAR

LE RESBIS

Lorsque deux aspects semblent s'opposer, le géoaiéira croire en tous les deux...
avec la conviction qu'ils puissent engendrer un,lie
voire une Unité occult&*

1. L'équivalence d'Hatzipolakis-Thébault

VISION

Figure :

103

Moses P. J. C., Vecten's line : Can You confivlessagedyacinthos# 17453 du 04/04/2009.
104

Cachée en se cachant.
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Traits : ABC un triangle,

Hb,Hc les B, C-hauteurs de ABC,

Pb, Pc les perpendiculaires resp. a (AB), (AC) en A,

B", C" les points d'intersection ttb etPb, deHc etPc,
et A un point de (BC).

Donné : (AA") est perpendiculaire (B"C") si, et seulementsi  A'le milieu de [BC].

VISUALISATION NECESSAIRE

Notons AB"CD, AEFC" les carrés construits atéeieur du triangle AC"B"
et X le milieu du segment [DE].

D'aprés V. 1. D'une hauteur a une médiane,
la A-hauteur (AA") de AC"B" est la A-médiane tiangle ADE; en conséquence, (AA") passe par X.

D'aprés le théoréme "a.a.a.", les trianglesareges ABB" et ACC" sont semblables ;
en conséquence, AB :£ i.e. AD _ AE ; il s'en suit que (DE) /1 (BC) .
AB AC AB AC
Conclusion : d'aprés "Le trapéze complet" (Cf. Annexe 17) apglig BCDE, A' est le milieu de [BC].

105

Hatzipolakis A., Another point, Messalggacinthos# 1094 du 02/07/2000.
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Note historique : cette situation est une réciproque d'un probleméicter Thébault.

VISUALISATION SUFFISANTE **

e D'aprés la visualisation nécessaire, (DE) @)B
e D'aprés "Le trapéze complet" (Cf. Annexe 17)ligjg a BCDE, A', A et X sont alignés.
e Conclusion : d'aprés VIII. 1. D'une médiane a une hauteur, "\&4t perpendiculaire (B"C").
Note historique : cette situation de Victor Thébault a été résolaipd'une chasse angulaire.
Scolies : Q) I'observation de Paul Yity
A
Pc
c Hc
B A’ C

e Le quadrilatere AB"HC" étant un parallélogrammes diagonales se coupent en leur milieu.

* Notons A* ce point.
* Nous savons que A* est le A-point d'Euler deCAB
* Notons 1 le cercle d'Euler de ABC.
e Conclusion : d'aprés "Le cercle d'Eulef®, 1 passe par A*.
(2) La remarque de Jean-Pierre Ehrmiénn
106 Thébault V., Questions proposée&ducation mathématiqusd (1947-48) 112, n° 9256 ;

solution :L'Education mathématiqugl (1948-49) 6, n° 9256.

Hatzipolakis A., Another point, Messaligacinthos# 1102 du 03/07/2000.
107 Yiu P., Another point, Messagtyacinthos# 1104 du 03/07/2000.
108 Ayme J.-L., Les cercles de Morley, Euler, Manniet Miquel, G.G.G., vol. 2http://pagesperso-orange.fr/jl.ayme/vol2.html.
109 Ehrmann J.-P., Another pointlessageHyacinthos# 1103 du 03/07/2000
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B A C
* Notons (e} le centre du cercle circonscrit a ABC.
* Nous savons que O est l'isogonal de H relative@eéABC

e Conclusion : A' est le A-sommet du triangle O-pédal relativemeBC.

3) Excercice ou la généralisation de Jean-Pierre BEhmifia
VISION
Figure :
A
S >
B A C

Traits : ABC un triangle,

P un point,

p* l'isogonal de P relativement a ABC,

Pb, Pc les perpendiculaires resp. a (AB), (AC) en A,

B", C" les points d'intersection de (BP)R#, de (CP) ePc,

et A un point de (BC).

Donné : (AA") est perpendiculaire (B"C")

si, et seulement si

(A'P*) est perpendiculaire a (BC}.
110 Ehrmann J.-P., Another pointlessageHyacinthos# 1103 du 03/07/2000

1 La réciproque est une idée de l'auteur.

Ayme J.-L., Two perpendicular lindgathlinksdu 06/05/2009 http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=27%37
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2. Un résultat de Floor van Lamoen

VISION
Figure :
o
B C
Traits : ABC un triangle,
P un point,
B, C les pieds des perpendiculaires issud3 gesp. sur (AC), (AB),
B'TUA, C'AVW deux carrés extérieurs a ABC,
Ga le point médian du triangle AUV
et p* le conjugué isogonal de P relativement &AB
Donné : P* A et Ga sont aligné¥.
VISUALISATION
o
B C
* Notons A"

le milieu du segment [UV].

112

van Lamoen F., Pedal flanks, Messkiyacinthos# 6097 du 01/12/2002.
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» Scolie: A", Ga et A sont alignés.
» D'apres VI. 1. D'une hauteur a une médiane, -faédliane de AUV est la A-hauteur du triangle AC'B'.
» D'apres Vigarié "Isogonale et perpendiculaif@f. @nnexe 12),

la A-hauteur de AC'B' i.e. (AGa) est l'isoglende (AP) relativement a ABC ;
en conséquence, (AGa) passe par P*,

» Conclusion : P*, A et Ga sont alignés.

Note historique : Floor van Lamoen a directement considéré la vigiangulaire ;
sous ce point de vue, il propose trois droites oarantes en P*.

D. ANNEXE

1. Le théoréme du pivot*

B I\ \\ / C

Traits : 1,23 trois cercles sécants deux a deux,

K, P les points d'intersection det2,

I I'un des points d'intersection det3,

J I'un des points d'intersection3let 1,

A un point del,

B le second point d'intersection de la monief#i€) avec?2

et C le second point d'intersection de la moreg(idi) avecs.

Donné ; (CJA) est une monienne Beetl si, et seulement si 3 passe par P.

2. Un résultat d'Aubert*

113

Miquel, Théorémes de Géométrdpurnal de mathématiques pures et appliquiekiouville vol. 1, 3 (1838) 485-487.
114

La condition nécessaire est de Paul Aubert.
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Traits : 1 un cercle,
ABCDE un pentagone inscrit dahs
F un pointel que (AF) soit paralléle a (CD)
et P,Q les points d'intersection de (AB) et (D#8),(BC) et (EF).
Donné : F estsul si, et seulement si (PQ) et (AF) sont paralleles.

3. Axe radical de deux cercles sécants

1

Traits : 1,2 deux cercles sécants,

0O, 0" les centres de 2,

A, B les points d'intersection deet?2,
3 un cercle orthogonal 2

I

et le centre d&.

Donné : | est sur la droite (AB)  si, et seulement si 3 est orthogonal a.
4. Un point surl

VISION

15 Gaultier (de Tours) Louis, Les contacts des esydburnal de I'Ecole Polytechnigu€ahier16 (1813) 124-214.
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Figure :
B"
c
B
A
c Ca
C
1
A A"
Traits : ABC un triangle rectangle en A,
CB'B"A, AC'C"B, BA'A'C trois carrés resp. extéuies a ABC,
1 le cercle circonscrit a BA'A"C
et C'a le symétrique de C' par rapport a A.
Donné : C'a est sul.
VISUALISATION
B"
c
B
A
c Ca
C
1
A A"
Notons X le second point d'intersection de (CAC") atec
Le quadrilatere A'CXB étant cyclique, <AXB = <CA'B= 45°) ;
en conséquence, le triangle ABX est redearspcele en A.
Nous avons : AX =AB = AC';

en conséquence, X et C'a sont confondus.

Conclusion : C'a est sul.
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5. La proposition 137 de Pappu$®

A" B A C

Traits : ABC  untriangle,
A', A" deux points de (BC),
Pb une B-cévienne de ABC,
B, U les points d'intersection & resp. avec (AC), (AA").

Donné : la quaterne (B, C, A, A") est harmonique

si, et seulement si
U est le milieu de [BB'].

6. Hexagramma mysticum’

Traits : 1 un cercle,
ABCDEF un hexagone tels que les points A, BDCE: soient sul,
et P,Q,R les points d'intersection de (AB) eEYXBC) et (EF), (CD) et (FA).
Donné ; F estsurl si, et seulement si, les points P, Q et R sont alignés.

7. Pentagramma mysticuni®

116 PappusCollections Livre VII.

17 Pascal B. (1640)
18 Carnot,De la corrélation des figures de Géomé(1801) 455-456.



Traits : 1
ABCDEA
Te
et P,Q,R
Donné : D estsurl

8. Le théoreme desmiqué®

139

P

un cercle,

un pentagone tels que les points A, BEGpient sud,
la tangente &en E

les points d'intersection des droid®) et (DE), (BC) et Te, (CD) et (EA).

si, et seulement si, les points P, Q et R sont alignés.

Traits : ABC un triangle,
AB'C' un triangle en perspective avec ABC,
P le centre de perspective,
et A", B", C" les points d'intersection resp. &€() et (B'C), de (CA") et (C'A),
de (AB) et (A'B).
Donné : ABC et A"B"C" sont en perspectives.

9. Le petit théoréme de Desargues

119

Papelier G.Exercices de Géométrie Moderfaris (1927), Rééditions Jacques Gabay, Paris 1996

Division et faisceau harmoniques n° 37 p. 28;
ce résultat a été redécouvert par Floor van Lamoen.



C c'
B B'
A A'
Traits : ABC untriangle,
et A'B'C' un triangle tel que Q) (AA") soit strictement paralléle a (BB')

(2 (AB) soit paralléle a (A'B")

3) (BC) soit parallele a (B'C")
Donné : (CC") est parallele a (BB'si, et seulement si (AC) est parallele a (A'C").

10. Le petit théoreme de Pappu¥

Traits : D, D' deux droites,
A B, C trois points pris dans cet ordre Byr
B' un point
et A, C deux points d@' tels que (AB") // (BC') et (A'B) // (B'C).
Donné ; B' est suD' si, et seulement si (AA") et (CC") sont paralleles.

11. Différence de deux carrés

120 PappusgCollectionsLivre VII.
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B A" A’ C
Traits : ABC un triangle,
A le milieu de [AB],
et A" le pied de la perpendiculaire abaissée deir’A(BC).
Donné : AB2-AC2=2.BC.ANA".
12. Isogonale et perpendiculaire&*
B
N
Q
M
O P A
Traits : OAB un triangle,
M un point,
P,Q les pieds des perpendiculaires abaisséisrdsp. sur (OA), (OB),
et N un point.
Donné ; (ON) est l'isogonale de (OM) relativement a (OAJ@B)

si, et seulement si
(ON) est perpendiculaire a (PQ).

13. Le point de Lemoine

121 Vigarié E.,Journal de Mathématiques Elémentai(&885) 33-.



Traits : ABC un triangle
et S, D, < les A, B, C-symédianes de ABC.
Donné : Sa, b etSc sont concourant®&s

14. Theisogonal theorem'*

~

B C
Traits : ABC un triangle,
P un point non situé sur le cercle circonsa@ittdBC

et Da, Db, Dc les isogonales resp. de (AP), (BP), (CP).

Donné : Da, DbetDc sont concourantes.

15. La formule d'al-Kaschi

Traits : ABC un triangle,

122 Lemoine E., Sur un point remarquable du triangtengrés de Lyon (1873).
123 Mathieu J. J. ANouvelles Annale§l865) 393 ff., 400.

142
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A le milieu de [AB],
et A" le pied de la perpendiculaire abaissée dai’(BC).
Donné : BC2=AB2 + AC? - 2.AB.AC.cos<BAC.

16. Tetragramma mysticum

Traits : 0 un cercle,
ABCEA un quadrilatere tels que les points AEGoient sub,
Tc, Te les tangenteDaesp. en C, E
et P,Q,R les points d'intersection resp. de (&BCE), (BC) et Te, Tc et (EA).
Donné : B estsur0 si, et seulement si, P, Q et R sont alignés.

17. Le trapéze complet

Traits : ABCD un quadrilatére,
I le milieu de [AB],
J le milieu de [CD],
K le point d'intersection de (AD) et (BC)
et L le point d'intersection de (AC) et (BD).
Donné : ABCD estun trapéze de bases (AB) et (CD)
si, et seulement si
I, J, K et L sont alignés.



