Ornek Uzay, Olay ve Simif

Istatistik: Rasgelelik iceren olaylar, siirecler ve sistemler hakkinda modeller kurmak ve bu

modellerden sonuglar ¢cikarmada gerekli bilgileri saglayan bilim dalidir.

Rasgele olay: Bir deney ayni kosullar altinda birgok kez tekrar edildiginde sonuglar belli bir

kurala bagl olmaksizin her defa degisebiliyorsa bu olaya rasgele olay denir.

Ornek: Zar atma deneyinin alt1 degisik sonucu vardir. Deney tekrarlandiginda hangi sonucun
¢ikacagmi belirleyen bir kural yoktur. Sonuglar rasgele olarak ortaya ¢ikar. “Zar 6 gelirse A
kisisi kazanir.” seklinde bir olay rasgeledir.

Fakat, “tag birakildiginda diiser” deneyinde sonug¢ hep aymidir. Bu olayda rasgelelik yoktur.
Clnkd deneyin sonucu veren bir kural vardir. O da “Newtonun ¢ekim kanunudur. Ancak, tasin
diisecegi nokta her seferinde ayn1 olmayacaktir. Rasgele olarak degisir. “Insan dogar, yasar ve

oliir” Olum kesindir rasgele degildir. Fakat, yasam siiresi rasgeledir.

Ornek Uzay: Bir deneyin tiim olabilir sonuglarmin kiimesine drnek uzay denir. (S,2) ile

gosterilir. Ornek uzaym bir elemanina 6rnek nokta veya drnek denir.
Olay: Ornek uzayn herhangi bir alt kiimesine olay denir.

Ornek: Hilesiz bir tavla zar1 atildiginda ¢ikabilecek biitiin sonuglarin kiimesi 6rnek uzay olup
N ={1,2,3,4,5,6}dir. Zarn ¢ift say1 gelmesi A olay1 ve tek say1 gelmesi B olayi, asal say1

gelmesi C olay1 olsun,

A={2,46} B={1,35} C={2,3,5}

Ornek: Hilesiz diizgiin bir madeni paranm (i¢ kez atilmas1 deneyinde 6rnek uzay,
Q={YYY,YYTYTY, TYY,TTY, TYT,YTT,TTT}

A olay1 arka arkaya en az iki yazi gelmesi,

A={YYY,YYT, TYY}

B olay1 her {i¢iiniin de yaz1 veya tura gelmesi

B={YYY,TTT}

Smif: Q’nin alt kiimelerinden olusan kiimeye denir. (U ile gosterilir.)
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Ornek: 2 = {1,2,3,4,5,6} olsun.

Ul = {¢l {1}) {1'4}} Q’da bir siniftir.
U, = {{1}} Q’da bir siniftr.
Us; = {1} Q’da bir smnif degildir.

Ornek: 2 = {a,b,c,d} olsun.

U, =1{0,{a}, {b,c}, 2} Q’da bir smuftir.
U, ={0,0} Q’da bir smuftir.
Us = {{a},{a, c}, b, 0} Q’da bir smif degildir.

Kuvvet kiimesi: Q’nin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu smniftir. o(2) seklinde ifade edilir.

Klme n elemanl: ise, kuvvet kiimesindeki alt kiimelerin sayis1 2™dir.
o-Cebir: Q # @ ve U, Q'dabir sinif olmak tizere

i. QeU
ii. AEU->AEU
iii.  (4,),U dakikiimelerin bir dizisi —» U%., 4, € U

Ozelliklerini sagladiginda U’ya £2°da o-cebir denir.

Ornek: 2 = {a,b,c,d} olsun.

U, = {0,{a},{b, c,d}, 2} U, smifi o-cebirdir.
U, = {{a}, {b},{c}, {d}} U, smifi o-cebir degildir.
Us; = {0, 0} Us sifi o-cebirdir.

Olasilik olgiisii: Q, bos olmayan bir kiime, U’da Q iizerinde bir sigma cebir olsun. U izerinde

tanimli,

P:U - [0,1]
A - P(4)

P kume fonksiyonu,
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i. VAEUicinP(A) =0
i. P)=1
iii.  Ay,n €N lerUdakiayrik (Ax N A; # @,k # j) olaylarm bir dizisi olmak {izere,
P(Up=q An) = Xip-q P(A) oOzelliklerini sagliyorsa, P ye olasilik olgiisii, P(A) sayisina
A olaymnin olasiligi, (Q,U,P) ii¢liisiine de bir olasilik uzay: denir.

Kosullu Olasilik ve Bagimsizhik

A+ QveB # @olup, A c 2 veB c (2 olsun. B olay1 olduktan sonra A olaymin olma olasilig1

A’nin kosullu olasiligi olarak adlandirilir.

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

,P(B) >0

P(AnB) = P(A|B).P(B)
P(AnB) = P(B|A).P(A)

(Q,U,P) bir olasilik uzayi olsun. A, B € U olaylar1 i¢gin P(A N B) = P(A).P(B) ise A ve B

olaylar1 bagimsizdir denir. Daha genel olarak,

P(A;NA,.....n,A,) =P(A;).P(4,) ... ... P(A,)

ise A, Ay, ... ... , A, olaylar1 n-li bagimsizdwr denir.

Rasgele Degiskenler ve Dagilimlar:

Rasgele degisken 6rnek uzaydaki her rasgele olaya sayisal bir deger atayan bir fonksiyondur.
Kesikli Rasgele Degisken ve Dagilim

X rasgele degiskeni sonlu veya sayilabilir sonsuzluktaki degerleri aliyorsa kesikli rasgele

degiskendir.
Ornek: Hilesiz diizgiin bir madeni paranin ard arda iki kez atilmas1 deneyinde;
i) X rasgele degiskeni “Turalarm sayist” olsun
0 ={YY,YT,TY,TT}
D, ={0,1,2}
X rasgele degiskeni, sonlu deger aldigindan kesikli rasgele degiskendir.

Dr.Ozlem KAYMAZ
IST 251 Istatistik Laboratuvari I



i) X rasgele degiskeni “Ilk tura gelinceye kadar yapilan atis sayis1” olsun
O ={T,YT,YYT,YYYYT,YYYYYT, ...... }
D, ={1,234,5,..... }
X rasgele degiskeni, sayilabilir sonsuzlukta deger aldigindan kesikli rasgele degiskendir.

X, sonlu sayidaki x4, x5, X3, , ..., X, degerlerini f(x;) = P(X = x;) (i = 1,2,...,n) olasiliklari

ile alabilen kesikli bir rasgele degisken olsun. Bu durumda,

)  PX=x)=0
i) nPX=x)=1

kosullarini sagliyorsa f (x) fonksiyonuna X’in olasilik fonksiyonu denir.

Bir X rasgele degiskenin x’e esit ya da kii¢iik olmas1 olasiligina X rasgele degiskenin dagilim

fonksiyonu denir ve F(x) = P(X < x) seklinde gosterilir.

Dagilim fonksiyonu F(x) asagidaki 6zelliklere sahiptir.

) F(x), x’in azalmayan bir fonksiyonudur.
i) lim F(x) =1
X—00

iii) lim F(x)=0
X——00
Siirekli Rasgele Degisken ve Dagilima

Bir X rasgele degiskeni belli bir aralikta verilmis sonsuz sayidaki degeri aliyorsa, siirekli rasgele

degiskendir.
X € (—oo, ) araliginda negatif olmayan bir f(x) fonksiyonu varsa bu fonksiyon,

i) f(x)=0
ii) JZ fO)dx =1

Kosullarmi sagliyorsa olasilik yogunluk (o.y.f) fonksiyonudur.

X, f (x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele degisken olsun. X in dagilim

fonksiyonu,
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FQQzP%XSx)=fwf@yu

olarak tanimlanir.

Deger kiimesi D,, olan stirekli bir X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu F(x) olsun. X’in

olasilik yogunluk fonksiyonu,

dF (x)
flx) = dx ) F nin turevlenebildigi yerlerde
0 d.y.

dir. Ve a < b olmak lizere herhangi a ve b gercel sayilar1 igin
Pla<x <b)=F(b)—F(a)

dir.

Bir Rasgele Degiskenin Beklenen Degeri

X bir rasgele degisken olmak lizere, beklenen degeri

a) Kesikli X rasgele degisken igin,
E(X) = ZxP(X = x)

X

b) Sirekli X rasgele degisken igin,

E(X) = fooxf(x)dx

seklindedir.
Beklenen Degerin Ozellikleri
C bir sabit, X ve Y rasgele degiskenler olmak {izere,

a) E(c)=c

b) EX+c)=EX)+c
c) E(cX) =cEX)

d x>0 ->Ex)=0
) x<y-E(x) <E()
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f) EXX+Y)=EX) +E()

9 IECQO| < E(IX])

h) X veY 'nin bagimsiz oldugu varsayimi altinda
E(XY) = E(X)E(Y)

) EX?) # [E()]?

) E(aX+b)=aEX)+b

Bir Rasgele Degiskenin Varyansi
X bir rasgele degisken olmak {izere, varyans
a) Kesikli X rasgele degiskeni i¢in,
Vma)=ﬁ=EKxﬂWﬂ=ﬂ@—Ea»ﬂ=§}x—ﬂmeX=w
x

b) Sirekli X rasgele degiskeni igin,
Var(X) = 02 = E[(X — w?] = E[(X — ECG))?] = [7(x — EX))*fF(x)dx

X bir rasgele degiskenin standart sapmasi ise gy = \/W(X) seklinde hesaplanir.
Asagidaki esitlik ise, varyansin hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir.
Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
Varyansin Ozellikleri
c bir sabit, X rasgele degisken olmak Uzere,

a) Var(c)=0
b) Var(X +c) = Var(X)
c) Var(cX) = c*Var(X)

Ornek: Yazi gelme olasilig1 2/3 ve tura gelme olasilig1 1/3 olan bir madeni paranmn 3 kez

atilmasi deneyinde X rasgele degiskeni iist yilize gelen yazi sayisi olsun. X’in beklenen

degerini ve varyansini hesaplayiniz.
Q={YYY,YYT,YTY, TYY, TTY,TYT,YTT, TTT}
D, =1{0,1,2,3}
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3

EG) =S xP(X=x) =0+ 12 422435
_Z" =X =0l tegtiy
1=

3
1 6 12 8
E(X2)=Z 2p(X = x) = 02— + 12— 4+ 22 —= + 32 > — 4,67

, 27 27 27 27
i=0

Var(X) = E(X2) — [E(X)]? = 4.67 — 22 = 0.67

Ornek: X rasgele degiskeni belli bir merkezden alinan A marka deterjana talep (kg) olsun.

Olasilik yogunluk fonksiyonu,

(To<x<2
44

_ 1
Lo, d.y

olsun. Beklenen haftalik deterjan talebini ve varyansini hesaplayiniz.

B0 = [ xfGod —fz Zd +f3 L =22
= | xf(x x—0x4x szx—lz

2 x 31 25
E(X2)=fx2f(x)dx=f xz—dx+J. x?=dx = —
.4 , 2 6

25 /23\°
Var(x) = EX?) - [EQOP = 2 - (ﬁ) =049
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