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ANTONI W AKULICZ  

O MNOŻENIU WYZNACZNIKÓW

Jako kontynuację rozważań w  [1] przedstaw iam  w § 1 prosty dowód 
tw ierdzenia o mnożeniu wyznaczników różnych stopni nie opierający się 
o rachunek inw ersji i stanowiący natu ra lne  uogólnienie mnożenia w y­
znacznika przez liczbę. W § 2 om awiam  pojęcia i tw ierdzenia teorii m iary, 
z k tórych równeż w ynika reguła mnożenia wyznaczników jako natych­
m iastowa konsekwencja reguły  mnożenia macierzy.

§ 1. Twierdzenie o mnożeniu wyznaczników i jego dowód bezpośredni

T w i e r d z e n i e .  Jeśli stopień k  wyznacznika V  jest nie większy od 
stopnia n  wyznacznika D, to wyznacznik W =  D • V otrzym ujem y z w y­
znacznika D zastępując w nim  w ektory  kolum ny X t , X/2 . . . X i k przy do­
wolnym  ciągu li <  l2 <  . . . <  h  przez ich kom binacje liniowe o współ­
czynnikach będących elem entam i kolejnych kolum n wyznacznika V.

Dowód. Dla k  =  1 jest to znane tw ierdzenie o m nożeniu w yznacznika 
przez liczbę.

Dla k  =  2 w yznacznik D zapisujem y za pomocą w ektorów  kolum n
G i l  G i 2

D =  I . . .  X/1. . .  X;2 . . .  I, gdzie li <  l2 zaś V

dn a12 
fl2i fl22

gdzie kropki oznaczają ew entualne pozostałe niezm ienione kolum ny w y­
znacznika D.

Dowód przeprow adzam y najp ierw  w  przypadku V 9^ 0. M amy wówczas 
bądź a22 7= 0 bądź a2\ 9^ 0. W pierw szym  przypadku istn ieje  taka  liczba a,

dn +  a  di2 di2
0 d22

0.21 o22 ' NaleŻy w ykazać, że 

=  I. . . dn X/j +  d2i X]2 . . . di2 X ;1 +  d22 X;2 . . , | ,

że d21 +  a d 22 =  0, zatem  V  — (dn O O12) ' 022.

Przekształcając analogicznie w yznacznik W m am y

W — I . . . (dn O di2) X(j . . . d]2 X(j +  d22 X;,
( d n  "t" a  a 12) a 22 I • • • X i t . . . X f , =  D. V.



V  = tzn. W' =  \ . . .  a12 X , x +  a 22 X;2 . . . a u  X , x +  a2i X,2 . . .Oi2 a n  
CE-22 a21

=  D. V'. Transponując kolum ny i l2 w  W'  oraz pierwszą i drugą kolumnę 
w  V '  m am y W =  DV  i w tym  przypadku.

W ykażem y teraz, że, jeśli tw . zachodzi dla wyznacznika V stopnia 
k — 1 ^ 2 ,  to zachodzi dla w yznacznika V  stopnia k.

Niech D =  | . . . X (j . . . X,2 . . . X ,3 . . . X /(c. . .  I, zaś

an  a i2 . . . aik
a2\ a22 ■ ■ ■ &2k 

U k l  ttA-2 • ■ • a k k

0

Rozpatrujem y wyznacznik W =  I . . . a n  Xix +  a 2i X;2 +  . . .  +  a/n Xik .
■ ■ ■ d\2 X /x +  a22 X/ ak2 XiK. . . a u  X , x + a2k X i2 + . . .  + akk X / k. . .  I
Jeśli Vn  0, to istnieją liczby a2, a3 . . ., ak spełniające układ równań:

u 2 a 22 a 3 a 23 . +  a k  a 2 k  =  a 21

« 2  « 3 2  +  « 3  « 3 3  +  ■ • • +  «A CL3 k  =  ~  0 31

« 2  Uk 2  +  « 3  «*.-3 + . . . + « k ^ k k  =  a  k i

Mnożąc zatem  kolum ny 2, 3, . . .  k  wyznacznika V  odpowiednio przez
liczby a2, a3 . . .  ak i dodając do kolum ny pierwszej otrzym ujem y

V =  (au +  a 12«2 +  a 13a3 +  . . .  +  a lA:a fc) Vn

Mnożąc zaś kolum ny l2, . . ., lk wyznacznika W  odpowiednio przez a 2, a3, . . .,
ak i dodając do kolum ny o num erze lx mamy:

W  i . . . X (j . . . a22 X /2 +  a32 X ;.; +  . . . +  ak2 X i k . . . a2k X /2 +  a3k Xi^ +

+  . . . +  akk Xik i (ai2 «2 +  a i3 a3 +  . . . +  alk <*k +  a n ).

Z założenia indukcyjnego wynika, że pierwszy czynnik tego iloczynu jest 
Wi =  D.Vn. Zatem  W  =  D. R n (ai2 «2 +  a i3 a3 +  • • • +  aik ak +  a n) =  D.V.

Z założenia, że V  0 wynika, że przy pew nym  s, V ks =7̂  0. Dla s =  1 do­
wód został przeprowadzony. Jeśli s ^  1, to tw. zachodzi dla mnożenia w y­
znacznika D przez wyznacznik V', k tóry  otrzym ujem y z wyznacznika V 
przestaw iając s-tą  kolum nę na pierwsze m iejsce za pomocą s — 1 transpo­
zycji tej kolum ny z poprzedzającym i kolumnami. Mamy więc

(2) W' =  I . . . au  X,j +  a2s X ,2 + . . .  + aks X ,fc. . . a u  X (j +  a2i X ,2 +  . . .  +
+  akk X, . . D. V'



Transponując w równości (2) s — 1 razy kolum nę lx w wyznaczniku W' 
z kolum nam i o num erach l2, h, . . . ls-i, ls zaś w wyznaczniku V'  pierwszą 
kolumnę z kolum nam i o num erach 2, 3, . . s otrzym ujem y żądaną rów ­
ność W =  D V . — Twierdzenie zostało zatem  udowodnione przy założeniu 
V ^ 0 .

Jeśli V — 0, to tw ierdzenie oczywiście zachodzi przy k  =  1. Przy k  55? 2 
w arunek V  =  0 pociąga istnienie niezerowego rozwiązania układu rów nań 
jednorodnych aj A x +  a 2 A 2 +  . . . + a k A k =  0, gdzie A-, w ektory kolum ny 
wyznacznika V. W ynika stąd, że przy pew nym  s kolum na A, jest kom bi­
nacją liniową pozostałych kolumn. Łatwo widzieć, że wówczas i kolum na 
ls wyznacznika W jest kom binacją liniową pozostałych kolumn. Zatem  
W =  0 oraz DV  =  0, więc W - DV  i w tym  przypadku. — Twierdzenie 
zostało w  zupełności udowodnione.

§. 2. Związek mnożenia wyznaczników z mnożeniem macierzy

Rozpatrujem y przekształcenia liniowe jednorodne płaszczyzny lub prze­
strzeni trójw ym iarow ej określone za pomocą macierzy. Obraz figury s 
oznaczamy przez s, zaś pola (objętości) tych  figur odpowiednio przez I s i,
I s | . Jeśli dla pewnego przekształcenia zachodzi związek I s I — a I s I, to 
liczbę a nazywam y współczynnikiem  zniekształcenia pola figury  s przy 
rozpatryw anym  przekształceniu.

W teorii m iary dowodzi się twierdzenia:
Jeśli przy danym  przekształceniu każdy prostokąt (prostopadłościan) 
o ustalonych kierunkach boków (— kierunkach ścian) przechodzi w  figurę 
m ierzalną o stałym  współczynniku zniekształcenia pola, to każda figura 
m ierzalna przechodzi przy tym  przekształceniu w  figurę m ierzalną z tym , 
że współczynnikiem  zniekształcenia pola (objętości).

Łatwo wykazać, że dla przekształceń liniowych płaszczyzny czy prze­
strzeni zachodzą założenia powyższego tw ierdzenia. Przykładowo stw ier­
dzimy to dla przekształcenia płaszczyzny.

Jak  wiadomo pole Isl równoległoboku s o w ierzchołkach P 1 (xx, yi), P 2 
{%2, V2). P3 (^3, 1/3) przy pew nym  uporządkow aniu oznaczeń jest rów ne 
wyznacznikowi

^1 V\
^2 V2
x 3

Pole | s | prostokąta Pi (x1; y x), P 2 (xx +  h, y x), P 3 (oą, y x +  k) przy h, k  >  0 
jest równe

Xi yi
Xi +  h y x 
x i V\

1
1

k  1
hk

—  5 —



R ozpatrujem y przekształcenie liniowe M =  | fll j o wyznaczniku
y a 2 b 2 /

IM 1̂ 2= 0. M amy x  = a1x  + b1y , y  = a2x  + b2y.
Stw ierdzam y, że pole równoległoboku, k tó ry  jest obrazem  prostokąta s, 

jest

Xi Vi 1 a, +  bi y l a2 X\ +  b2 y x 1

sl = £2 V2 1 = ox Xi +  h +  bi t/i a2 x x +  h +  b2 y2 1

£3 ys 1 a.i X\ +  bi yi  +  k a2 X! + b2 yi +  k 1

a2x j +  bj a2x 1 +  b2 y x 1
Ol 02

O ih a2 h 0 =  hk
bi b2

bxk b2 k 0

Oznacza to, że w spółczynnik zniekształcenia pola ma wartość stałą rów ­
ną | M I.

Zupełnie podobnie przebiega dowód dla przestrzeni trójw ym iarow ej.
Dla przestrzeni o większej ilości w ym iarów  po określeniu odpowiednich 

figur i wprow adzeniu elem entów teorii m iary łatwo dowodzi się analo­
gicznych tw ierdzeń.

Rozważamy teraz dwa przekształcenia liniowe o macierzach Ml, M2 
i w yznacznikach |M 2I ^ 0 .  Iloczyn tych  m acierzy M =  M2M^.
Niech s będzie prostopadłościanem  w odpowiedniej przestrzeni. W tedy 
m iara obrazu Sj figury  s po przekształceniu Mj jest IsJ =  Isl |M |. Po w y­
konaniu następnie przekształcenia M2 figury  Si m am y figurę s2 o mierze 
ls2l =  |Sl| • \M2\ =  Isl |M j| • \M2\.

Bezpośrednie przekształcenie M figury  s daje figurę ś o mierze I sj =  
=  Isl • | M |. Z uwagi na identyczność figur s2 i ś m am y Isl |M 2M j| =  
=  Isl • iMji • IM21 czyli \M2Mi\ — |M X| • IM21, co znaczy, że wyznaczniki 
nieujem ne możemy mnożyć jak  macierze. Stąd łatwo otrzym ujem y tę 
samą regułę dla dowolnych wyznaczników rozważając transpozycje ko­
lum n w  wyznacznikach ujem nych.

PRACA CYTOWANA

[1] A. W  a k  u 1 i c z: Z a ry s  teorii w y z n a c z n ik ó w  i u k ła d ó w  r ó w n a ń  l in iow ych  w  opar­
ciu  o pojęc ie  i lo c zy n u  skalarnego,  Z eszy ty  N aukow e W SP w  K atow icach , S ekcja  
M atem aty k i, 4, 1964, ss. 5— 10.



ON THE M ULTIPLICATION OF DETERM INANTS
B y  A . W A K U L I C Z

S U M M A R Y

As a continuation of the paper [1] the author gives tw o simple proofs of 
the  Cauchy’s theorem  on m ultiplication of determ inants. In  the first sec- 
tion it is proved theorem  on m ultiplication of determ inants whose degrees 
are  not necessary eąual; in the second section the proof of C auchy’s theo­
rem  is obtained as a conseąuence of a theorem  from  m easure theory.

O ddano do R ed a kc j i  15. V II.  1965





W ŁADYSŁAW  WRONA

O NAJMNIEJSZEJ ODLEGŁOŚCI PIERWIASTKÓW RÓWNANIA 
TRZECIEGO STOPNIA

Dla szukania pierw iastków  wielom ianu z użyciem  tw ierdzenia S turm a 
jest rzeczą istotną znać przedział, w  którym  znajduje się już tylko jeden 
pierw iastek wielomianu. Długość tego przedziału jest oczywiście mniejsza 
od najm niejszej odległości pierwiastków .

Celem tego artyku łu  jest oszacowanie najm niejszej odległości p ierw iast­
ków rów nania stopnia trzeciego:

(1) a0 x 3 +  ax x 2 +  a2 x  +  a3 =  0,

gdzie współczynniki są liczbami rzeczywistym i, a0 0.
Równanie (1) przez podstawienie y  = x  — ai/3o0 sprowadza się do rów ­

nania
(2) y3 +  py +  q =  0,

które ma tę  własność, że różnice jego pierw iastków  są takie same jak  róż­
nice pierw iastków  rów nania (1). Dlatego rozpatryw ać będziemy rów na­
nie (2).

Niech y0, yi, y2 będą pierw iastkam i rów nania (2). Zauważmy, że w tedy 
— y0, —yi, — y2 są pierw iastkam i rów nania y3 +  py — q =  0; zatem  od­
ległości pierw iastków  obu rów nań są te same. Z tego względu możemy
stale zakładać, że q ^  0. Niech

q2 p3
(3) d =  m in ( |y 0 — yil, lyi — y2l, ly2 — y0l), D = U f ~ ^ 2 7 '  

Udowodnimy następujące
T w i e r d z e n i e .

(a) Jeśli D <  0, to 2 | / —3D /lp l <  d <  3 j/— 3 D /|p | <  / i p T
(b) Jeśli D =  0, to d =  0.

(d) Jeśli D >  0 i p <  0, to } 3 ] /—q/2 —  \ '—p <  d <  2 | / p + 3  ] /q 2/4.



Dowód. Rozpatrzym y najp ierw  przypadek (a). Jak  wiadomo ([2], s. 218), 
jeśli D <. 0, to

3 _______________  3 3

y 0 =  2 I r  cos <p/3, y x =  2 J r  cos (9  +  2 Jt)/3, y2 =  2 | r  cos (9  +  4 Jt)/3, 

gdzie r = ) / —p3/27, cos 9  =  —q/2 r, sin 9  =  | —D/r.

Jeśli q :¾ 0, to cos 9 ^ 0 ,  sin 9  >  0, zatem  0 <  9  ^  Jt/2, skąd m am y

Vi <  V2 <  0 <  y0.

Ponieważ y 0 +  yi +  y 2 =  0, więc y0 +  y x =  —y2 >  0 >  2 y2, skąd y 0 — 
— y2 >  y 2 —  yi- Zatem

3  _  3  _

(4) d =  y2 — yi =  2 ] / r  (cos (9  +  4 Jt)/3 — cos (9  +  2 k)/3) =  2 j —p sin 9 / 3 .

Z nierówności 0 <  9  =¾ + 2  wynika, że (sin 9 ) / 3  <  sin 9 / 3  <  (sin 9)/2. 
Stąd i z (4) m am y

2     ___
—  V — p  s i n  9  <  d  =  2 | — p s i n  9 / 3  <  J7— p s i n  9 .
3

Uwzględniając teraz, że sin 9  =  )/— D/r =  | 27 D/p3, otrzym ujem y stąd 
oszacowanie zaw arte w  punkcie (a).

P unkt (b) w ynika stąd, że w przypadku D =  0 rów nanie (2) posiada p ier­
w iastek podwójny, zatem  d =  0.

Udowodnimy teraz punkt (c). Niech D =  0, p >  0, q =¾ 0. W tedy ([2], 
s. 217) rów nanie (2) ma pierw iastki y0 =  2 a ^  0, y x =  — a +  bi, y2 =  
=  — a — bi, skąd natychm iast w ynika, że

(5) ' p — b2 — 3 a2, q =  — 2 a (a2 +  b2).

M amy tu ta j \yx — y2l =  2 b, |y 0 — y x\ =  |y 0 — y2| =  / 9  a2 + b2. Rów­
ność d =  | 7 9 a? +  b2 zachodzi w tedy i ty lko wtedy, gdy 2 b ^  j- 9 a2 +  b2, 
to znaczy gdy b2 — 3 a2 =  p ^  0. Tak więc w przypadku (c) jest d =  
=  y  9 a2 +  b2, zaś w  przypadku (d) jest d =  2 b.

Z (5) wynika, że b2 =  /    a3 j /a, zatem  a =¾ | —q/2. Stąd

3 _
d2 =  9 a2 +  b2 =  p +  12 a 2 =¾ p +  12 | 7 q2/4 oraz d2 =  p +  12 a2 p, 

zatem  punkt (c) został udowodniony.



W przypadku (d) pierw iastki rów nania (2) m ają tę samą postać co 
w  przypadku (c), spełnione są rów nania (5) oraz d =  2b . Oszacowanie d

3 _

z góry w ynika stąd, że b — J p +  3 a2 oraz a2 =5¾) q2/4. Niech

(6) F (a) =  y ( ~  f  -  a3) /a, /  (a) =  J P  +  3 a2, g (a) =  j /3  (a — j / — p/3).

Liczba b jest rozwiązaniem  układu F (a) = f  (a) =  b. P o trak tu jm y (6) 
jako funkcje zmiennej a zaś rozwiązanie wspom nianego układu oznaczmy 
a = a0, b =  b0. Funkcja F jest m alejąca, funkcje f  i g są rosnące, przy

czym f ( a ) > p ( a )  dla a >  | —p/3. Niech s =  ( ) /— q/2 +  ) /—p /3 ).

Mamy s ł > | —p / 3, gdyż q =7̂  0, D >  0.
Jeśli s =¾ a0, to g (s) <  g (a0) <  f  (a0) =  b0.
Jeśli s >  a0, to g (s) <  F (s) <  F (a0) =  b0, gdyż, jak  to udowodnimy n i­

żej, g (s) <  F (s). Tak więc w każdym  przypadku g (s) <  b0, zatem  d =  
=  2 b0 !> 2 g (s), skąd w ynika już teza punk tu  (d). Pozostaje jeszcze

udowodnić, że g (s) <  F (s). Mamy q (s) =  —^ | |  — q/2 — )/—p/3j =
3 ______

=  | 3 (| — q/2 —  s). Należy więc udowodnić, że

/  3 '    3 3 _______ _  3 ______
(7) V (V— 9/2 — s) ( |/q 2/4 +  s \ —q/2 +  s2) / s > | / 3 ( |7— q /2—-s).

W yrażenia pod pierw iastkiem  kw adratow ym  w nierówności (7) są do­
datnie, podnosimy więc obie strony  (7) do kw adratu , dzielim y przez
3 ______
]/—q/2  — s, po czym otrzym ujem y nierówność

3 ___   3 _______
| q2/4 +  i 7—p/3 ) /— q/2 —p/3 >  0

prawdziwą, gdyż wszystkie składniki są tu  dodatnie. Zatem  praw dziw a 
jest także nierówność (7) i nasze tw ierdzenie jest w  zupełności udowod­
nione.

Zauważmy jeszcze, że wskazane w punkcie (a) oszacowania są lepsze 
od rezu lta tu  jaki można uzyskać przy pomocy w yróżnika rów nania (2) 
(zob. [3], ss. 167— 8). Jak  wiadomo,

[(3/0 — y \) (yi —  yz) (yz — yo)]2 =  — 4 p 3 —  2 7  q2 =  — Dj
6   3 ______  _____ 6  

skąd d =¾ ) /—Di. Tym czasem  3 | — 3 D /|p | =  J —D x/2  Ipi =  \ / — Di X
3 _______ 6_______

X V  — D y 2 |p | < ] / —D l

—  U  —



Z pewnego tw ierdzenia F. Constantineseo [1] w ynika, że w przypadku
(a) m am y d<ld ', gdzie d' jest odległością pierw iastków  rów nania 3 y2 +  p =  
=  0, czyli d' =  2 | 7—p/3. Jest to, jak  łatwo sprawdzić, także oszacowanie 
słabsze od podanego w punkcie (a).

P R A C E  C Y T O W A N E

[1] F.  C o n s t a n t i n e s e o :  S u r  u n  theorew.e de Marcel Riesz,  C om ptes R endus 
A caa . Sci. P a ris , 247, 1958, ss. 256— 257.
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[3] W. S i e r  p  i ń  s k  i: Z a sa d y  a lgebry  w yższe j ,  W arszaw a—W rocław , 1951.

ON THE M INIM AL DISTANCE BETWEEN ROOTS OF THE EQCATION
OF THIRD DEGREE
B y  W ł a d y s ł a w  W K O N A

Let y0, yi, y 2 be roost of the eąuation (2) (p. 9), d and D are  defined by
(3). The au thor shows the following

Theorem. If D <  0 then  2 | — 3 D/lpl <  d ^  3 | — 3 D/Ipi  |/jp|.

If D =  0 then  d =  0.
/  3

If D >  0 and p >  0 then  | p =¾ d ^  J  p +  12 | q2/ 4.
3 /  3 ________

If D >  0 and p <  0 then  | 3 \ ■—q/2 — | —p <  d <  2 | p +  3 | q2/4. 

O ddano do R e d a k c j i  16. V I.  1965.



JAN AMBROSIEW ICZ

SPROWADZANIE FORMY KWADRATOWEJ 
DO POSTACI DIAGONALNEJ

Sprowadzanie form y kw adratow ej do postaci diagonalnej metodą La- 
grange’a ([1] str. 145— 152) jest uciążliwe zwłaszcza w tedy, gdy trzeba pod­
nosić do kw adratu  skomplikowane w yrażenia. Istn ieje  m etoda Jacobiego 
pozwalająca dość szybko określić współczynniki form y kw adratow ej zapi­
sanej w  postaci diagonalnej. W metodzie tej najw iększą trudność przed­
staw ia szukanie przekształcenia, k tóre daną form ę kw adratow ą sprowadza 
do postaci diagonalnej. Znalezienie tego przekształcenia wym aga oblicze­
nia wyznaczników ze skomplikowanymi w yrażeniam i liniowymi ([2] str. 
133). W yprowadzenie wzorów na przekształcenie w metodzie Jacobiego 
nie jest łatwe.

W zbiorze zadań [3] str. 122 podane jest zad an ie1 na obliczenie współ­
czynników form y kw adratow ej w  postaci diagonalnej. W zadaniu tym  nie 
podaje się sposobu znajdowania przekształcenia, oblicza się współczynniki 
przy założeniu, że takie przekształcenie istnieje.

W niniejszym  artykule  podaję dowody dwóch prostych tw ierdzeń, które 
jednocześnie w skazują prostą metodę znajdow ania przekształcenia i w spół­
czynników form y kw adratow ej w postaci diagonalnej.

Na wstępie omówimy krótko pewne podstawowe pojęcia. Niech będzie 
dana m acierz nieosobliwa

aŁ1 cti2 
a 1 2  a 22

W1 Ct„2

Załóżmy, że macierz A  ma wyraz an  różny od zera. Po podzieleniu 
pierwszego wiersza przez an  w yraz kierunkow y tego wiersza stanie się jed ­
nością. O dejm ujem y teraz pierwszy wiersz pomnożony odpowiednio przez 
an (i =  2, 3, . . .  n) od pozostałych wierszy. W tedy pierwszym  w yrazem

-  13 —



pierwszej kolum ny jest liczba 1 , zaś pozostałe w yrazy pierwszej kolum ny 
są zerami. Dalej stosujem y to samo przekształcenie kolejno do pozosta­
łych wierszy zgodnie z metodą Gaussa obliczania wyznaczników [4], W ten 
sposób otrzym am y pew ną m acierz B, o w yrazach kierunkow ych równych 
jedności. Jest widoczne, że możemy tak  poprzestawiać wiersze m acierzy, 
aby w yrazy kierunkow e równe jedności znajdowały się na głównej prze­
kątnej.

Liczby przez k tóre dzielim y kolejne wiersze aby otrzym ać w  nich w y­
razy  kierunkow e rów ne jedności oznaczamy przez

(1) ai, a2, <13, . . . an.

Ponieważ a : • a2 • . . . an =  I Al =  A„

więc A„ A„
dn =  ----------------------- =  -T----a x • a2 • . . . an-! A„_x 

Zatem  ciągowi liczb (1) można nadać postać 

n o  ^2 ^3
V A /  — 7  f 7  > -  * " » • • •  > 7----------  ?

■̂o A, A2
gdzie A0 =  1 , zaś A; podwyznaczniki główne.

Z ostatniej równości wynika, że m acierz A da się podanym  sposobem 
doprowadzić do postaci tró jkątnej, gdy jej wszystkie główne podwyznacz­
niki są różne od zera.

W przypadku, gdy rząd m acierzy A wynosi k  i As 7  ̂0 dla s ^  k, macierz 
B ma k  w ierszy niezerowych, pozostałe zaś n-—k  są w ierszam i zerowymi. 
W tedy w ciągu (1) jest k  wyrazów. M acierz B będziemy nazyw ali zredu­
kowaną m acierzą tró jk ą tn ą  dla danej m acierzy A.

T w i e r d z e n i e  1. Jeżeli macierz

'<*11 0-12 • • ■ d\n
, <*12 <*22 . . . a2n

A

\ <*1 n <*2n • • • <*nn ,
ma główne podwyznaczniki różne od zera, a

1 b i2 bi3 . . . b ln \

B =
1 &23 . . . b2n

0 1

jest jej zredukow aną m acierzą tró jką tną , to zachodzi równość

(2) A • B-i =  C,



gdzie C jest to m acierz k tórej główną przekątną tworzą elem enty ciągu
(1), natom iast wszystkie w yrazy znajdujące się powyżej głównej przekąt­
nej są zerami.

Dowód. Rozpatrzmy najpierw  przypadek, gdy rząd m acierzy A jest 
rów ny n. Sprowadzanie m acierzy A  do postaci tró jkątnej polega na mno­
żeniu tej m acierzy przez m acierze typu

(a) 3 ■

(b)

1 0 

' 1

- a  ---1.

0 '1

Lewostronne mnożenie m acierzy A przez m acierz typu  (a) odpowiada
mnożeniu j-go wiersza tej m acierzy A przez - Lewostronne mnożenie A

przez macierz typu (b) odpowiada dodawaniu do elem entów j-go wiersza 
elem entów proporcjonalnych do elem entów wierszy leżących powyżej.

Redukcję m acierzy A do postaci tró jką tne j możemy ująć w  postaci

(3) Ti • T 2 . . . Ts • A  = B

przy czym

Ni­

gdzie E-, ma postać (c) lub (d)

1 0 1 0

' 1 1
a (d)

1 a • ■ • 1

0 i 0 ’ ’ i



Z równości (5) otrzym ujem y

{4) E1 • E2 • E3 . . . E s • B  — A

gdzie E k (k =  1, 2, . . s) są to m acierze typu  (c) lub (d), zaś B jest macie­
rzą tró jką tną

1 b12 b13 . . . bXn\
1 b23 . .  . b2n

0 ' l  /

Równości (4) można nadać postać

(6) EX-’E2 - E 3 . . .  Es = A - B - i  

bo m acierz (4) ma w yznacznik rów ny jedności.

Iloczyn Ex • E2 • E3 . . . Es jest macierzą C, k tórej wszystkie wyrazy le­
żące powyżej głównej przekątnej są zerami, co w ynika z budowy macie­
rzy  typu  (c) i (d).

Obliczymy w yrazy stojące na głównej przekątnej macierzy C, Z (4) 
o trzym ujem y

(7) | E X| • IE2\ • \E3\ . . .  IE,I • \B\ =  IAI =  A„

W yznaczniki m acierzy typu  (d) i w yznacznik m acierzy B są równe jed­
ności. W yznaczniki pow stałe z m acierzy typu (c) są to wyznaczniki różne 
od jedności. Jest ich dokładnie n. Łatwo zauważyć, że te  wyznaczniki są 
rów ne wyrazom  z ciągu (1). Z (1) i (5) w ynika teza twierdzenia.

Twierdzenie jest także praw dziw e i w tedy, gdy macierz A  jest osobli­
wa, jeśli odpowiednio określim y m acierz B_1. Jeśli rząd macierzy A  w y­
nosi k, to dla m acierzy tró jkątnej B(k) składającej się z k  wierszy i tyluż 
kolum n istnieje m acierz odw rotna B<k)_1. Jeśli się umówimy, że macierzą 
B_1 będzie taka macierz, k tóra pow staje z B(k>_1 przez dopisanie do niej 
n-k  w ierszy i tyleż kolum n składających się z samych zer, to ilość w y­
razów różnych od zera stojących na głównej przekątnej macierzy C =  
=  A  • B_1 rów na jest wówczas rzędowi k  m acierzy A, co w ynika z wzo­
r u  (6).

P r z y k ł a d  1. Niech będzie dana m acierz nieosobliwa



31 2 2

5 1 6

0 8 7
>

0 8 

W naszym  przykładzie

13
27
13

B =

_  o _  13 270 , - 2 ,

Macierzą odw rotną do B jest m acierz

B -i =

_  3  14
2 13

Iloczyn

2 3 4

C =  A • B -1 = 5 1 6 •

0 8 7

O 1 — :

0 0

P r z y k ł a d  2. Niech będzie dana osobliwa macierz

1 —  —  

13

14 2
13
8 — 5
13

01

A
'2 6 4^
1 2 5
1 3 2,

Tutaj jest

g(2) = 1 3 
0 1

B< 2)-i =

1 — 3 0
0 1 0
0 0 0

zgodnie z umową.
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W tym  przykładzie

aj =  2, n2 — — 1, a3 =  0.

T w i e r d z e n i e  2. Jeżeli m acierz A  = (a -tj) jest rzędu k  i As ^ 0  dla 
s ^  k, to form a kw adratow a n  zmiennych

n n _
(7) /  {x1} x 2, . . x„) =  V V a]j X-, xj

i—1 i 1

0 m acierzy A, daje się sprowadzić do postaci diagonalnej za pomocą prze­
kształcenia liniowego o m acierzy odw rotnej do (4), przy czym współczyn­
niki form y kw adratow ej w postaci diagonalnej są w yrazam i ciągu (1)
1 jest ich dokładnie k.

Dowód. Form ie (7) można nadać postać

(8) f  {xi, x 2, . . ., x n) =  (Xi, x 2, . . ., x n)

dn d12 . . . uln
d2l d22 ■ • ■ d2n | | x 2

dnl O n2 . . . d i]!} j

Załóżmy najpierw , że rząd m acierzy tej form y wynosi n. Macierz for­
my kw adratow ej jest sym etryczna. Przekształćm y tę formę za pomocą 
przekształcenia liniowego

•Tl =  x \  +  512 x ' 2 +  . . .  +  6ln x 'n
(9) x 2 =  x ' 2 +  . . .  + h2n x 'n

x n = x'„

o m acierzy B_1 tj. odw rotnej do m acierzy (4). O trzym am y wtedy

(10) f  =  ( x \ , x ' 2 . . .  , x ' n)

1
0 \  /"flll «12 ■ •■ ■ «i/i \

Bi2 1 «21 «22 • •• • «2n 1

Bi n B2„ .
.
. J ' ,«n 1 «,i2 • ■ • «m,/

1 B12 .. • Bln\ l X> 1 \
1 B23 . • • B>"

0 ' 1 / W .



czyli

(U)

gdzie (B_!)' oznacza macierz transponow aną do B_1. 

W oparciu o tw ierdzenie (1) m am y

Ol 
C 21  0 2

0

(12) A B 1 — C C31 C32 a3 .

Oni 0 n2 Cn3 . . .  (In

gdzie aj, a2, . . ., a„ są liczbami ciągu (1 ).
Iloczyn m acierzy (B-1)' przez C jest m acierzą tró jk ą tn ą  tej samej po­

staci co i m acierz C, a ponieważ

leżące poniżej głównej przekątnej m uszą przy mnożeniu ulec redukcji 
i stać się zerami.

Jeśli rząd m acierzy wynosi k  <  n, to zgodnie z tw ierdzeniem  (1) tw ier­
dzenie 2 też jest prawdziwe. W tedy ilość wyrazów  form y kw adratow ej 
w postaci diagonalnej jest rów na rzędowi m acierzy A.

P r z y k ł a d  3. Sprowadzić form ę

/  =  2 x l2 +  2 Xi x 2 +  16 x 1 x 3 — 3 x 22 +  18 x 2 x 3 +  2 x 32 

do postaci diagonalnej. M acierzą tej form y jest m acierz

((B-1)' • A  • B -1)' =  (B-1)' • A' • ((B-b)' =  (B-i)' • A • B '1 

więc wszystkie w yrazy m acierzy

(B-1)' • A • B_1

Zatem

Stąd natychm iast otrzym ujem y
/  =  aj x 'j2 +  a2 x '22 +  . . . +  a„ x ' n2

1 8
3 9
9 2



1 1 1 1
1 -  4 1 „ 4 1 o 4 1 A 42 2 2 2

7 10 101 — 3 9 0 ------ 5 0 1 — — 0 1— —2 7 7

1 9 2 8 9 2 0 5 — 30 0 0 - f
> > f 7

B =

m am y tu ta j ai, a2 =  — —, a3 =  

kwadratow ej

1
2

1 -  

0 

1 60

10
7

Stąd postać diagonalna form y

/  =  ai x \ 2 +  a2 x '22 +  a3 x '32 =  2 x \ 2 — -  x '22 ■ 

o trzym ane za pomocą przekształcenia

160 x ’.

X
1+  9 X2 +  4 X3
*  10X 2 =  x 2-----— x 3

x '3 = x 3

którego zresztą nie potrzebow aliśm y wykonywać.

Aby sprowadzić form ę kw adratow ą (7) do postaci diagonalnej, w ystar­
czy zatem  sprowadzić m acierz A  tej form y do postaci tró jkątnej (5). Ta 
m acierz tró jką tna  określa przekształcenie liniow e sprow adzające tę formę 
do postaci diagonalnej o współczynnikach (1) wyznaczonych przy spro­
w adzaniu m acierzy A  do postaci tró jkątnej.

PRACE CYTOWANE
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ON TRANSFORM ATIONS OF A QUADRATIC FORM TO THE DI AGON AL SHAPE
B y  J .  A M B K O S I E W I C Z

S U M M A R Y

The author gives a sim ple w ay of transform ation of a ąuadratic  form  to 
the  diagonal shape. It is based on an application of Gauss’s algorithm  to 
transform ations of tho m atrix  of ąuadra tic  form.

O ddano do R ed a k c j i  18. V I.  1965





EUGENIUSZ KOW ALSKI

O PEWNYCH WŁASNOŚCIACH GRUPY SKOŃCZONEJ 
OKREŚLONEJ RELACJAMI an =  bm = l, ba = arb

Celem tej notatki jest dowód bezpośredni tw ierdzeń, k tóre częściowo są 
rozpatryw ane w [1] w związku z pojęciem  iloczynu półprostego grup.

T w i e r d z e n i e  1. Na to aby relacje

(1) o" =  bm ~  1, ba = arb, gdzie działanie jest łączne, n, m  rzędy ele­
m entów  a, b oraz 1 r  <  n, określały grupę potrzeba i w ystarcza, by

(2) n ] rm — 1.

T w i e r d z e n i e  2. G rupa określona relacjam i (1) jest rzędu m n wtedy 
i tylko wtedy, gdy nie jest spełniony przynajm niej jeden z w arunków

(3) n j p ( r — 1), n \ rą — 1, m \ q ( r — 1)

gdzie 1 p <  n, 1 q <  to, nq =  mp. W przeciw nym  w ypadku rząd
grupy jest nq = mp.

T w i e r d z e n i e  3. Podgrupa {a} jest dzielnikiem  norm alnym  grupy 
określonej relacjam i (1).

T w i e r d z e n i e  4, C entrum  grupy (1) jest generow ane przez elem enty 
ax, by takie, że n \ x  (r — 1), n \ r y —  1.

1. Dowód twierdzenia 1

Jeśli w arunki (1) określają  pewną grupę G, to ze wzoru ba = arb m am y

(4) ba1 =  airb, bkd =  airi b \  i, j =  1, 2, 3, . . .

co można udowodnić indukcyjnie.
Istotnie, jeśli ba1 = airb, to bal+1 = airba =  airarb =  a(i+1)rb. Jeśli zaś 

b jal =  airibj, to b*+1ał =  bairibj =  airj+1 b*+1.
Ze związku ba =  arb i (4) m am y

a = bm~1arb =  ar 'rłn 1bTn_1b =  arTn czyli arTn~1 =  1, więc n | r m — 1.



Aby stw ierdzić dostateczność w arunków  (1), (2) d la istnienia grupy 
G =  ( a )  w (b )  zauważam y, że w arunki te  określają  zbiór elem entów po­
staci akbL z następującym  działaniem  w ew nętrznym

(aub1’) • (axby) =  au (axrVbv) by =  au+xrV bv+y

zgodnie ze związkami (4). Łączność tego działania daje  się łatwo stw ier­
dzić. Jedynka istnieje z założenia. Istnienie elem entu odwrotnego także 
nietrudno wykazać. Istotnie, jeśli

g = akbl, to g-i =  a~krm~l bm~l
i m am y

g~'g = a-krm~l bm~l akbl = a~krłn' 1 akrTn~l bm =  1
a także
g g r1 =  akbl • a~kr m~l bm~1 =  ak • a~kTm~l • rl bm =  ak 1̂_rTn* =  1 wobec (2).

2. Dowód twierdzenia 2. Wnioski

Elem enty g rupy G są, jak  widzieliśmy, postaci akbl przy k  =  1, 2 , . . . ,  n, 
l — 1,2, . . .  m.  Zatem  rząd tej g rupy jest nm, jeśli w szystkie te  elem enty 
są różne. Równość dwóch elem entów  ab  bvi — a b  bv2 pociąga istnienie 
związku a.p =  bQ, gdzie l ^ p < n ,  1 =¾ q <  m.

Stąd bap =  bq+1 =  apr b =  apb czyli apr — ap i ap (r-x) =  l j 
a także apa = bqa =  arQbq =  arQap, a =  arQ czyli arQ̂ 1 =  1.
Podobnie, bap =  bqb, apr =  bq, bqr =  bq więc bq(r"1> =  1. Tak otrzym ujem y 
w arunki (3).

Jeśli w arunki (3) są spełnione przy czym  p, q są najm niejsze liczby na­
tu ralne, k tóre czynią zadość tym  w arunkom , to dowolny elem ent grupy G 
możemy przedstaw ić w  postaci: 

c =  a‘bq"“, gdzie t  = 1, 2, . . .  n, u — 1, 2 , . . .  q bądź w  postaci c =  ap'u b‘, 
gdzie u =  1, 2, . . . ,  p, t  =  1, 2, . . . ,  m.  Zatem  rząd grupy jest teraz  nq =  mp. 

Z powyższych rozw ażań można otrzym ać następujące wnioski:
1° Rząd grupy G wynosi nm,  jeśli jest spełniony przynajm niej jeden 

z następujących w arunków:
a) (n, m) =  1 (z zależności nq  =  mp),
b) (n ,r-1) =  1 (z zależności nlp(r - l ) ) ,
c) m  jest najm niejszą liczbą n a tu ra lną  taką, że n \ r m — 1,
d) (m, r — 1) =  1.
2° G rupa dwuścianu an =  b2 =  1, ba =  an_1b jest rzędu 2n .

3° G rupa abelowa an =  bm =  1, ba = ab, gdy (n , m) =  d jest rzędu



Istotnie, m am y tu ta j p =  — , q = —  . W szczególności grupa abelowa

a8 =  b4 =  1 jest grupą cykliczną rzędu 8.
Dla danego n i m grupa może nie być rzędu n m  dla żadnego dopuszczal­

nego r. Dla danych n, r istnieje zawsze m,  że grupa jest rzędu nm.

3. Dowód twierdzenia 3

Z (2) wynika, że (n, r) =  1. Jeżeli i przebiega zupełny układ reszt mod 
n, to wobec (n, r) =  1, ir} także przebiega zupełny układ reszt mod n. 
Stąd i z (4) w ynika teza twierdzenia.

4. Dowód twierdzenia 4

Do centrum  należą elem enty a2 spełniające w arunek  azb3 = b3az przy 
j = 1 , 2 , . . ., m.

Lecz b3az = azr b3 więc m am y az =  azrl czyli n \ z  (r3— 1) przy j  =  1, 
2, . . m,  co zachodzi w tedy i tylko w tedy, gdy n lz  (r — 1).

Podobnie, bz należy do centrum , jeśli bzal = albz przy i =  1, 2, . . . ,  n. 
Lecz bzal =  airZ b2 zatem  szukany w arunek  airZ=  a\  co jest rów now ażne 
w arunkowi n \ r z — 1.

Jeśli akbl jest elem entem  centralnym , to zachodzi zarówno akb l • W =  
=  b3akbl, jak  i akbl • a* =  aka‘ • bl, co oznacza, że ak, b l są elem entam i cen­
trum . Twierdzenie zostało zatem  udowodnione.

PRACA CYTOW ANA

[1] M.  H a l l :  T he T heo ry  of G roups, N ew  Y ork , 1959.

ON SOME PROPERTIES OF A FINITE GROUP W ITH THE DEFIN IN G  RELATIONS
an — bm =  ba = arb 

B y  E .  K O W A L S K I

S U M M A R Y

This article discuss the  kinds of groups representab le  as a  join of two- 
finite cyclic groups {a}  w {b}, w ith  ba = arb.
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EWA LIPCZYŃSK A  

O ZWIĄZKACH OKREŚLAJĄCYCH GRUPĘ SYMETRYCZNĄ S4

Znane są pew ne określenia grupy S4 jako złącza dwóch grup cyklicz­
nych (vide [1]). Celem niniejszego artyku łu  jest nowe tego rodzaju okre­
ślenie.

W ykażę mianowicie, że następujące związki

I a4 =  b4 =  1
II ab a = bab

III a2b = b3a2

określają grupę G =  {a} w {b } izomorficzną z grupą S4.
Udowodnię, że grupa ta zawiera ty lko następujące różne elem enty: e, a, 

a2, a3, b, b2, b :!, ab, ba, ab2, b2a, ab3, b3a, a2b, ba2, a2b2, a3b, ba3, a3b3, b3a3, 
a3ba, aba3, aba, a3ba3. W tym  celu stw ierdzim y najpierw , że działanie 
z w arunkam i I, II, III jest w ew nętrzne w  zbiorze G tych elem entów.

Weźmy pod uwagę elem enty postaci alb} oraz a3bl przy  i, j =  1, 2, 3. 
W zbiorze G nie w ystępują b2a 2, a 2b3, b3a2, a3b2, b2a3.

Z I m am y a2 = a-2, a -1 =  a3, b2 =  b~2, b_1 =  b3, zatem  z III

(1) b3 — a 2ba2

Związek II pociąga sym etrię związków ze względu na a, b tzn. obok 
związku postaci fi (a, b) =  f 2 (a, b) w ystępuje związek fi  (b, a) =  f 2 (b, a). 
Istotnie, z (1) m am y a2b3 =  ba2, więc ba2b =  a2 i aba2b =  a3. Lecz aba2b =  
=  aba • ab =  bab • ab =  b • aba • b =  b • bab • b =  b2ab2. Zatem

(2) a3 =  b2ab2 lub b2a =  a 3b2,

co odpowiada perm utacji elem entów  a, b w  związku III.
Z I, II oraz (1), (2) łatwo w ynikają równości:

(3) b2a 2 =  a2b2, a2b3 = ba2, b3a2 =  a 2b, a3b2 =  b2a, b2a3 =  ab2

Zatem  elem enty postaci (3) określają reguły  przestaw iania czynników 
a2, b2 z czynnikam i aj , b j przy  j =  1, 2, 3.



Należy dalej zbadać przynależność do zbioru G iloczynów postaci aibiakr 
blajbk gdy i , j , k  =  1,3.

Z (1) m am y ab3a =  a3ba3, co przez perm utację a, b daje ba3b = b3ab3, 
zaś ze związku III a2b =  b3a2 mnożąc lew ostronnie przez ba, m am y ba3b = 
= bab3a2 = aba b2a2 i podstaw iając ab2 =  b2a3 o trzym ujem y ba3b = ab3a. 

Ostatecznie m am y równości:

(4) a3ba3 ~  ba3b =  ab3a = b3ab3

Z (2) m am y b3ab =  ba3b3. Lecz b3ab = b2aba — baba2 =  aba3, zaś z (4) 
a3b3a =  aba3, zatem

(5) b3ab =  ba3b3 =  a3b3a =  aba3

Z (5) w ynika natychm iast równość „dwoista”

(6) a3ba =  ab3a3 = b3a3b = bab3

Z (1), (2) m am y a = b2a3b2, b = a2b3a2 więc

(7) aba =  a3b3as =  bab = b3a3b3

Z równości (4), (5), (6), (7) wynika, że wszystkie elem enty postaci 
alb2ak, b'a2bk przy i, j, k  — 1,3 do zbioru G należą. Równocześnie stw ier­
dzamy, że iloczyny postaci blakbj dają się zastąpić przez iloczyny postaci 
albsar. Stąd w ynika, że iloczyny postaci alb2akbs, bia;ib,casbt i więk­
szej liczby potęg a i b są rów ne pew nym  elem entom  postaci aibiak, a więc 
do zbioru G należą.

Zbiór G z w arunkam i I, II, III jest zatem  grupą.
Izomorfizm grup G i S4 stw ierdzam y ustalając następujące przyporząd­

kowanie zachowujące w yniki działań

e =  (1) (2) (3) (4), a =  (1234), b =  (1243)

Stąd inne elem enty rzędu czwartego:

a3 =  (1432), b3 =  (1342), aba3 =  (1324), a 3ba =  (1423)

E lem enty rzędu trzeciego:

ab3 =  (1) (243) b3a3 =  (3) (124) a3b3 =  (4) (123)
ba3 =  (1) (234) b3a =  (2) (143) ba =  (4) (132)
a3b =  (2) (134) ab =  (3) (142)

i przyporządkow anie między elem entam i rzędu 2-go:

aba =  (1) (2) (34) a2b =  (1) (4) (23) a2 = (13) (24)
b2a =  (1) (3) (24) ab2 =  (2) (4) (13) b2 =  (14) (23)
ba2 =  (2) (3) (14) a3ba3 =  (3) (4) (12) a2b2 = (12) (34)
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ON THE D EFINING RELATIONS OF THE GROUP S 4
B y  E w a  G A W R O Ń S K A  L I P C Z Y N S K A

S U  M M  A R Y

The author gives new  defining relations of the  sym m etric group Si w ith  
use of two generators. Two o ther sets of defining relations of th a t group 
are given in  Coxeter and M oser’s book [1],
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ALEKSANDER GRYTCZUK

O PEWNYCH RÓWNANIACH DIOFANTYCZNYCH

1.
W. Sierpiński w pracy [1] dowodzi m iędzy innym i tw ierdzenia, że dla 

każdej liczby natu ra lnej n >  1 rów nanie

1 =  1 + -  +  ■ ■ ■ +  -  -v.2 1 1 T-2
•‘"o 1 2 n

ma nieskończenie wiele rozwiązań w liczbach natu ralnych

x 0 ^  Xi Z  r 2 ^  . z t  i „

Podam y tutaj  efektyw ny sposób w yznaczania nieskończenie w ielu roz­

wiązań rów nania =  w  liczbach natu ra lnych  z, x,  v, y.
z2 x 2 v 2 y 2

Jak  wiadomo ([2] str. 85) wszystkie rozwiązania rów nania

(1) ±  =  ±  +  ±z x  y

w liczbach natu ra lnych  x, y, z zaw arte są we wzorach

x  =  ml  (m  +  n)
(2) y  =  nl (m +  n)

z =  mnl

Podnosząc obydwie strony (1) do kw adratu  otrzym ujem y

L = A  +  2-  +  Az2 x 2 x y

Rozwiązujemy równanie:

(3 ) —  =  Ax y  v



Jeśli (3) posiada rozwiązania w liczbach natu ra lnych  x,  y, v, to jedna
oc:z liczb x  lub y  musi być parzystą i wobec tego m am y rów nanie — • y  =

=  v 2, którego w szystkim i rozwiązaniam i ([3] s tr . 43) są

'(4) x  =  2 a2c, y =  b2c, v = abc

Ze wzorów (2) i (4) wynika, że muszą być spełnione następujące wa­
runki:

(5) m  = 2 a2, n — b2, l (m +  n) — c =  l (2 a2 +  b2)

Po uwzględnieniu (5) wzory (2) i (4) przy jm ują postać

x  =  2a2I (2a2 +  b2)
, y = b2l (2a2 +  b2)

1 ’ v  =  abi (2a2 +  b2)
z - 2a2b2l

W szczególności kładąc w (6) b =  l =  1 o trzym ujem y rozkłady liczb 
1

(2a2
M amy więc tożsamość:

1 1 , 1

w ym iernych postaci y0—2,2 na sumę odwrotności trzech kwadratów.

(2 a 2)2 (2 a 2 +  l)2 T [a (2 a2 +  l)j2 ' [2 a 2 (2 a 2 +  l)]2

z k tórej d la a =  1, 2, 3 w ynikają rozkłady: i i  =  £2 +  gl +  61

i!. ̂
i CO = 1  +  

92 182
1

722

1 1 . 1 1 1
182 ~'  I t r  1 572 3422

2.

Równanie a2 -f- a2 -j- a2 -j- . . .  -f- a2n =  s2 -j- 1.
W pracy K. Szymiczka ([4], str. 21, tw . 4) podano dowód, że wszystkie 

rozwiązania n a tu ra lne  rów nania u 2 +  v 2 =  w 2 +  1 zaw arte są we wzo­
rach:

u — Pk (Qk-1 +  Qk • t) +  Qk (Pk-i +  Pk • t)
v  =  P fc (Pfc-i +  Pj. • t) — (3¾ (Qfc-X +  Qk • t)
tu =  P fc (Pfc-x +  Pk • t) +  Qfc (Qfc-i +  Qfc • t)

gdzie Pfc/Qfc =  (q0; q u q2, . . q t )
q0 O, q1; q2, . . qfc są liczbami naturalnym i, t — dowolna liczba

całkow ita i k =  O, 1, 2 , , . ,



Udowodnimy, że każde rozwiązanie rów nania u 2 +  v 2 = w 2 +  1 im pli­
kuje rozwiązanie rów nania postaci

(7) a2 +  b2 +  c2 =  d2 +  1

Mnożymy obydwie strony rów nania u 2 +  v 2 =  w 2 +  1 przez u2, a na­
stępnie dodajem y do obu stron u2 +  1, doprowadzając je  w ten  sposób do 
postaci:

(U2  l)2 +  (vu)2 +  u2 =  (w u )2 +  1

Kładąc a =  u2 — 1, b =  to ,  c = u , d =  w u  o trzym ujem y (7). Łatw ą 
indukcją względem liczby niew iadom ych można dowieść, że każde roz­
wiązanie rów nania u2 +  v 2 = w 2 +  1 im plikuje rozwiązanie rów nania

(8) a2 +  a2 +  . . . +  a2 =  s2+ l .

Istotnie, od rów nania (8) do rów nania

b2 +  b2 +  . . .  +  b2+1 =  r 2 +  i

można przejść mnożąc (8) przez a2, dodając do obu stron a2 +  i oraz pod­
staw iając

bi =  a 2 1, bi =  a1ai, (i =  2, . . ., n), bn + 1 =  ah r = sav
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ON SOME DIOPHANTINE EOUATIONS
B y  A .  G R Y T C Z U K

S U M M A R Y

In the first section the  author gives infin itely  m any Solutions of the  
eąuation

4 = 4 + 4+4y 2  A" 2 n.2,



by the  form ulae: z — 2a2b2l, x  — 2a2 (2a2 +  b2) I, v — ab (2a2 +  b2) l, y  =  
=  b2 (2a2 +  b2) l.

In the second section author rem arks th a t every  solution of the  equa- 
tion u2 +  v 2 = w 2 +  1 (which was solved in [4]) im plies a solution of

a\ +  «2 +  • • • +  an =  s2 +  L
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A N T O M  WAKULICZ  

O CIĄGU RESZT na (modfa) PRZY (a,b) =  1

A rtyku ł jest kontynuacją rozważań w [1] związanych z dowodem efek­
tyw nym  tw. T hue’go o kongruencji ax = y  (mod m) i m a na celu scharak­
teryzow anie ciągu reszt na (mod b) przy (a, b) =  1 przez podanie w arun ­
ków, k tóre określają wielkość reszty  Qn =  na (mod b) w  zależności od 
pewnych cech arytm etycznych liczby n.

Udowodnimy mianowicie twierdzenie:
Jeśli

1° algorytm  Euklidesa dla pary  (a, b) daje
a = bqCJ +  r„, b = r0qx +  r x, r„ = rxq2 +  r 2, . .  r s-2 =  r s-x qs +  1 
ten. r s =  1, r s-x =  qs + i, oraz m ianowniki kolejnych reduktóiw roz­

winięcia łańcuchowego ułam ka ^  sąb
i =  Q 0 <  Q i <  ■ ■ • <  Q s <  Q s +1 =  b,

2° n =  cSQS +  cs-i Qs-i +  . . . +  Ci Qx +  c0 Q„, gdzie 0 <  c; <  qi + 1 przy
i

i — 0,1, . . s oraz £  c, Q , <  Qi + 1 przy l =  0,1, . .  s,
i=0

to na =  Qn =  c0r0 — clr 1 +  . . .  +  (— l) s csr s, |pnK b  — 1.

Ze względu na powiązanie dowodu tw ierdzenia z rozum owaniem  in­
dukcyjnym  rozpatrzym y najp ierw  przypadki s =  0, s =  1. P rzy  a =  0 
m am y a = b q„ +  1, na =  n (mod b), n  =  c0Q0 =  c0r0 =  c0 więc (?„ =  cór0 
zgodnie z tezą tw ierdzenia. P rzy  s =  1 a lgorytm  Euklidesa sprow adza się 
do trzech dzieleń kolejnych a — b qa + rQ, b — r0 qx +  1, rQ =  q2 • 1. Więc

- i  =  o i 1 P o = 0 o Pi __ q0q2 +  l Pą   a  P 1O2 +  Po
b i 1 Q 0 1 Qi 0i ¢ 2  b Qi02 “1“ Qo

02
czyli Q0 =  1, Qj =  q1; Q2 =  q iq2 +  1 =  b.

Zakładając n  <  Q2 =  b stw ierdzam y istnienie jednoznacznie wyznaczo­
nej pary liczb cx, c„ takich, że n  = cx Qx + c0 przy  czym  o =¾ c0 <  Qi =  Oi 
oraz o ^  ci ^  q2 i jeśli cx =  02 to c0 =  0, co pokryw a się z założeniami



tw ierdzenia. Obliczamy na =  c ^ a  +  c0a — CiqibqD + Ciqir0 +  c0bq0 +  
+  c0r0 =  c0r0 +  Ciqir0 =  c0ró — c4 (mod b), gdyż Qir0 =  b — 1. O trzym u­
jem y wzór

Qn c 0r 0 Ci

Istotnie, m am y — cD ^  c0r Ł — c4 ^ 5  c0r0, lecz c0r0 <  q1ró ^  b — 1, zaś 
Ci =¾ ra <  b więc l p „ i < b  c .b .d .o .

Dla dowodu tw ierdzenia udowodnim y jeszcze lem at:

Jeśli m am y ciąg liczb na tu ra lnych  1 =  Q0 <  Qi <  . . . <  Q/ + i takich, 
że Qi + i =  Q; q, + i +  Qr l  dla przy danym  ciągu liczb n a tu ra l­
nych q2, q3, . . ., qi + i, to każda liczba natu ra lna  n  <  Q; + i daje się przed­
stawić jednoznacznie w  postaci:

(1) n  =  c/Q/ +  ci-1 Q/-i +  . . . +  cłQ! +  c0,
w

gdzie 0 — C/ — q i + 1 oraz c,Q, <  Qm + i dla m  =  0, 1, 2, . .  ., I.
i= 0

Dowód lematu. Dla l =  1 dowód już został przeprowadzony.

Jeśli rozwinięcie (1) zachodzi jednoznacznie dla m  — l — 1 tzn. dla 
ni  <  Qi m am y jednoznacznie n x =  Ci-X Q/-x +  . . .  +  c ^ i  +  c,0, to dla 
n <  Qi + X m am y jednoznacznie n  =  c;Q, +  ni przy  czym C; ^  q/ + i, co daje 
jednoznaczne rozwinięcie dla n  postaci (1).

Dowód twierdzenia. Wg [1] str. 14 m am y r 2k ~  a Q 2k— b P 2k, ^  + 1 =  
b P2fc + i a Q2fc+i- 

Stąd Q2ka =  r 2̂ , Q 2k + i =  r 2fc + i (mod b).
Zatem

(2) na = c0r0 — d d  +  c2r 2 - . . . +  ( - 1 )8 csr s =  Qn

Należy wykazać, że ipnl <  b.
Z uwagi na to, że c; ^  0, r ; ^  0 m am y nierówność

— CiD — c3r3 — c5r 5 — . . . ^ 0 , , ¾ ¾  c0r0 +  c2r 2 +  c4r 4 +  . . .
Lecz

c0r 0 +  c2r2 +  . . . <  q1ra +  q3r 2 +  . . . =  b — rą +  r x — r 3 + . . . ^ b  — 1

zaś cp^ +  c3r 3 +  . . . <  q2rj +  q4r 3 +  . . . =  r0 — r2 +  r 2 — r4 +  . . .  <  b, 
zatem  — b <  Qn <  b i tw ierdzenie zostało udowodnione.

Z uwagi na to, że reszty  na (mod b) są nieprzystające mod b, gdy 
1 ^  n  ^  b — 1, wzór (2) określa ciąg reszt (J1( q2, • • •, 06-1 dodatnich lub 
ujem nych n ieprzystających mod b.
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ON THE SEQtTENCE OF RESIDUES OF na  (m od b), WITH (a, b) =  1
B y  A .  W A K U L I C Z

S U M M A R Y

This article  is a continuation of m ethods used in [l]to  prove Thue’s 
theorem  on the  congruence ax = y  (mod m). The m ain resu lt is the fol- 
lowing.

Theorem. Let a — bqa + r0, b = ruqx +  ru . . ., rs-2 =  r s-! qs +  1 be the  
Euclid’s algorithm  and let Q0 =  1, Qi , . . Qs+i =  b denote denom inators

of the convergents of sim ple continued fraotion ~  = [q0; qu . .., qs+i]-

Further, let n = c,Qs +  +  . . . +  c„Q0, w here 0 ^  c; ^  q; + 1, (i =
i

=  0,1, • • s) and £  C/Q/ <  Q/ + i for every l =  0,1, . . ., s. Then na — Qn
4 = 0

(mod b), w here Qn =  c„rQ — cxri +  . . .  +  (— l)s csr s and I Qn I <  b.
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K. SZYMICZEK

KILKA TWIERDZEŃ O LICZBACH PSEUDOPIERWSZYCH

I.

Z małego tw ierdzenia Ferm ata wynika, że jeśli a, b są liczbami całko­
w itym i, p jest liczbą pierwszą i p \ ab, to

p I (a^-1 — 1) — (bP-1 — 1) =  aP-i — bP-i.

Nasuwa się tu ta j pytanie, czy istn ieją  liczby złożone P  takie, że przy  
pew nych całkow itych a i b

(1) P |a p-i — bp-h

Liczbę złożoną P spełniającą (1) nazywać będziemy liczbą pseudopierw - 
szą ze względu na a i b. Liczbę pseudopierwszą ze względu na a =  2 
i b =  1 nazywać będziemy po prostu  liczbą pseudopierwszą.

Istnienie liczb pseudopierwszych zauważył po raz  pierw szy F. Sarrus 
w  1819 roku, k tó ry  stwierdził, że (1) zachodzi dla P = 3 4 1  =  l l * 3 1  oraz 
a = 2 i b =  1 (por. [2], [5]). Natom iast fak t istnienia nieskończenie w ielu 
liczb pseudopierwszych ze względu na dowolne a i b =  1, udowodnił 
w 1904 roku M. Cipolla [1]. Różne inne dowody istnienia nieskończenie 
w ielu liczb pseudopierwszych zaw arte są także w  pracach [3], [4], [6], [7],
[8], [12], [13],

W tej pracy wskażę ogólniejsze tw ierdzenia o liczbach pseudopierwszych 
ze względu na a i b, z k tórych  w ynikają pewne rezu lta ty  prac [1], [3], 
[4], [6].

W szystkie litery  oznaczają liczby naturalne. Jeśli p jest liczbą pierwszą 
i p' |m, p ^ l m ,  piszę p x|| m, [t1; . . ., t*.] oznacza najm niejszą w spólną w ie­
lokrotność liczb t i , . . ., t k.

A„, b (m) oznacza najm niejszą liczbę natu ra lną  A taką, że aA — bA (mod 
m), przy czym zam iast Aa_ l (m) piszę Aa (m). Jak  wiadomo, jeśli a" =  bn 
(mod m)  to Aa> h (m ) \ n . P rzy jm ujem y także oznaczenia:

A„ = a*n, B n =  b*B.



W dalszym  ciągu opierać się będziem y na następujących  lem atach:

Lemat 1. Jeśli 1| b2 — 1 to 2)+n||b 2”— 1.
Lemat 2. Jeśli (a, b) =  1 to Aa b (A n +  B n) =  2n+1.
Lemat 3. Jeśli (a, b) =  1, p jest liczbą pierwszą nieparzystą pjA,, +  Bn,

n ^ O ,
4 p -k  Rp/ o \  I *->n

(2) =

oraz liczba pierwsza q dzieli m,  ito Aa> b (q) =  2n+1 p.

Lemat 4. Niech m  = . . . m s, gdzie (m;, rrij) =  1 dla i A j .  W tedy

b (™ ) =  l / V  b (m i) ,  . A„ b ( m s)].

Lem at 1 łatwo udowodnić przez indukcję.
Lem at 2 w ynika stąd, że A n +  B„\An + 1 — B n + 1, skąd A =  Aa h (An +  Bn) I 

|2n+1, zatem  A =  2k, k ^  n  +  1. Ponieważ dla k  <  n  +  1 jest A„ +  B n >  
> l A fc — Bk| więc A =  2n+1.

Dowód lematu 3. Ponieważ qlm|  Ap +  B£ IA*j, t— B ]’ , więc A =  ASj b (q)| 
l2"+1p. Gdyby A < 2 ”+1p to albo 2"+1|A i w tedy A =  2n+1, albo 2n_1 |A 
i w tedy A|2” p.

W pierwszym  przypadku q|A„ + 1 — B„ + 1 =  (A„ — B„) (A„ +  B„), skąd 
qlA„ +  B„. M amy więc A n — — B„ (mod q) i wobec (2) m =  1—
— Ap—2B„ +  .. . +  B P '1 =  0 (mod q), skąd pA%~] =  o (mod q). Nie może 
być ql A„, gdyż w tedy także qlB„, w brew  założeniu, że (a, b) =  1, zatem  
qlp,  skąd q =  p. S tąd jednak  w ynika, że plA„ +  B n, w brew  założeniu.

W drugim  przypadku qlaA — bA| A£— B£, co wobec q | A p +B*j jest nie­
możliwe. Zatem  A =  2"+1 p i lem at jest udowodniony.

Dowód lematu 4. Oznaczmy [Aa> h (m^,  . . ., Afl h (ms)] =  A. M amy oczy­
wiście aA =  bA (mod m{), i =  1, . .., s, skąd wobec (m.;, m,) =  1 dla i j, 
m am y także aA =  bA (mod m). Tak więc As> h (m)|A. Z drugiej strony oczy­
wiście Aa b (m,) |Aa b (m), skąd także A|Aa> h (m). Zatem  A =  Ag b (m ) i lem at 
został udowodniony.

Niedawno A. Rotkiewicz [7] udowodnił następujące twierdzenie, które 
daje w yraźny wzór na liczbę pseudopierwszą ze względu na a, b:

Jeśli a > b ,  (a,b) =  1 , ab oznacza jądro bezkw adratow e liczby ab oraz

i śli j 1 gdy ab ^  1 (mod 4),
(2 gdy ab =  2, 3 (mod 4),



to dla n = r\ ab 15k, k =  1 , 2 , . . . ,  liczba

m  =  I I  (a1 — b‘
i \ n

jest pseudopierwsza ze względu na a, b.
Udowodnione niżej tw ierdzenia 2, 3 i 4 dają  znacznie prostszą konstruk­

cję takich liczb m. Udowodnimy nawet, że istnieje nieskończenie w iele 
liczb m  pseudopierwszych ze względu na a, b i takich, że każdy dzielnik d 
liczby m  spełnia w arunek:

Liczby m o tej własności nazywać będziem y liczbami super-Poulet ze 
względu na a, b, przy czym w przypadku a =  2, b =  1 przyjęto  nazywać 
je po prostu liczbami super-Poulet.

Wiadomo, że istnieje nieskończenie w iele liczb super-Poulet, gdyż ist­
nieje nieskończenie wiele liczb pseudopierwszych postaci pq, gdzie p  i q 
są różnym i liczbami pierwszym i (zob. [11], s. 182). W pracy [12] udowod­
niłem, że istnieje nieskończenie wiele liczb super-Poulet postaci p qr, 
gdzie p, q, r są różnym i liczbami pierwszymi. W. Sierpiński ([11], s. 185) 
zapytuje, czy istnieje nieskończenie wiele liczb M ersenne’a M„ =  2" — 1, 
będących liczbami super-Poulet.

Niżej udowodnię, że istnieje nieskończenie w iele liczb super-Poulet ze

względu na a, b; w szczególności wszystkie liczby — M2p są super-Poulet 

jeśli tylko p jest liczbą pierwszą >  3.

T w i e r d z e n i e  1. Jeśli (a, b ) = l ,  p jest liczbą pierwszą nieparzystą, 
p ] A n +  Bn, t i ^ O ,  to m  określone przez (2), jeśli jest liczbą złożoną — 
jest liczbą super-Poulet ze względu na a, b.

Dowód. Niech d będzie dowolnym dzielnikiem  liczby m  oraz niech q 
będzie dzielnikiem  pierwszym  liczby d.

Z lem atu 3, wobec q | a g_1— bq_1 m am y A8ib (q) =  2n+1 p | q — 1. Stąd 
otrzym ujem y, że 2n+1p \ d — 1. Zatem

i tw ierdzenie zostało udowodnione.

T w i e r d z e n i e  2. Niech (a, b) =1,  p niech będzie liczbą pierwszą nie­
parzystą.

(3) d |a d_1 — bd_1.

d i m  I Ap +  | Aj;.t x -  Bp+1 | -  b ^

(2.1) Jeśli p j a  — b i liczba m i —  jest złożona to m 1 jest liczbą

super-Poulet ze względu na a, b.



a 2 p  fc2 p

(2. 2) .Jeśli p \ a ± b  to liczba m 2 =  a? jest liczbą super-Poulet ze

względu na a, b.

Dowód. Udowodnimy najp ierw  (2.1). Niech d będzie dowolnym dzielni­
kiem  liczby rrij, w tedy wobec d | a p — bp m am y Aa>b (d)|p, skąd Aa>b (d) =  1 
albo p.

Gdyby Aa>b (d) =  1 to a = b (mod d) i rri] =  ap_1 +  ap~2 b +  . . .  +  bp_1 =  0 
(mod d), skąd pap_1 =  0 (mod d) i wobec (a, d) =  1 m am y d|p,  stąd  p =  d 
i p |a  — b w brew  założeniu.

Zatem  Aa> b (d) =  p. Ponieważ także dla każdego dzielnika pierwszego q 
liczby d jest Aa>b (q) =  p i p |q  — 1 więc p ld  — 1. Stąd

d | a p — bp|ad_1 — bd_t

i (2.1) zostało udowodnione.
Dla dowodu (2. 2) zauważm y najpierw , że liczba m 2 jest złożona. Mamy 

bowiem
ap +  bp ap — bpm 2 = a — b a +  b

i wobec założenia o liczbie p, obydwa czynniki są liczbami naturalnym i, 
większymi od 1. Niech teraz d będzie dzielnikiem  liczby m 2, w tedy d =

=  di d2, gdzie dx
ap —  bp . , I ap +  bp
 r -  1 d2 ---a — b a +  b

Z dowodu poprzedniej części tw ierdzenia wiemy, że p l dx— 1, a ponie­
waż di jako dzielnik liczby nieparzystej jest liczbą nieparzystą, więc także 
2p | dj — 1. Z lem atu 3 (dla n = 0) w ynika, że dla każdego dzielnika pierw ­
szego q liczby d2 m am y Aajb (q) =  2 p | q — 1, skąd także 2pId2 1. Mamy 
więc 2p !dj — 1 i 2pid2 — 1, skąd także 2p | dx d2 — 1 =  d — 1. Zatem

d | m 2la2p — b2piad-1 — bd_1,

co kończy dowód tw ierdzenia 2.
W związku z liczbami rr^ i m 2 rozpatryw anym i w tw ierdzeniu 2 udo­

wodnim y także

T w i e r d z e n i e  3. Jeśli (a, b) =  1, 2 lab, p jest liczbą pierwszą niepa­
rzystą i p \ A n — B„, gdzie n ^ O ,  to liczba

A p — B pn  nm  —
A n ~ B n

jes t pseudopierwsza ze względu na a, b.



Uwaga. Zgodnie z tw ierdzeniem  2, dla n  — 0,1 liczba m  jest także su­
per-Poulet ze względu na a, b.

Dowód. Przede wszystkim  zauważam y, że m  jest liczbą złożoną:

^ n —1 ®n—1 ^ n —1 “t-  ®n—1
przy czym wobec założenia o liczbie p, obydwa czynniki, są liczbami na­
turalnym i, większymi od 1. M amy dalej.

m  , K - A n - [ * Vn - B v )
(4)  A - B

n  n

Ponieważ p nie dzieli m ianownika, więc z m ałego tw ierdzenia Ferm ata  
wynika, że p l m — 1. M ianownik ułam ka (4) jest liczbą nieparzystą, gdyż 
2 lab i (a, b) — 1. Udowodnimy, że licznik tego ułam ka dzieli się przez 2”. 
Jeśli a jest parzyste, to 2” iA vn — A n i b jest nieparzyste. M am y więc B p — 
— B„ =  B n (Bp_1— 1) i na podstawie lem atu 1 2" |Bp~]— 1. Tak więc 
2"pl m  — 1, skąd

m \ A P — BP\ am_1 — bm~\

i tw ierdzenie 3 jest udowodnione.
Z tw ierdzeń 1—3 w ynikają następujące wnioski.

Wniosek 1. Jeśli p jest liczbą pierwszą n ieparzystą i liczba N p =  (2P +  
+  l)/3 jest złożona, to N p jest liczbą super-Poulet.

R ezultat ten  w ynika z tw ierdzenia 1 dla a =  2, b =  1, n =  0. Jednakże 
nie wiadomo, czy istnieje nieskończenie wiele liczb złożonych N p. W. Sier­
piński w ykazał w pracy [10], że istnienie nieskończenie w ielu liczb złożo­
nych N p w ynika z hipotezy A. Schinzla (zob. [9]).

Wniosek 2. Jeśli p jest liczbą pierwszą 5 to liczba (22p +  l)/5 jest su-
per-Poulet.

Dla dowodu w ystarczy w tw ierdzeniu 1 przyjąć a =  2, b =  l, n =  1 
oraz zauważyć, że liczba (22p +  l)/5 jest złożona, co natychm iast w ynika 
z tożsamości

22p +  1 =  (2P — 2(pi 1)/2 +  1) (2P +  2<p 11,72 -f 1).

Zauważmy, że A. Rotkiewicz [6] udowodnił, iż (22p +  l)/5 jest liczbą pseu- 
dopierwszą.

P rzyjm ując w  tw ierdzeniu (2. 1) a =  2, b =  f, o trzym ujem y

Wniosek 3. Jeśli p jest liczbą pierwszą i liczba Mp =  2P — 1 jest zło­
żona, to jest ona liczbą super-Poulet (por. [11], s. 181).

Z tw ierdzenia (2. 2) dla b — 1 otrzym ujem y następujące tw ierdzenie 
M. Cipolli [1]:



Wniosek 4. Jeśli p jest liczbą pierw szą nieparzystą i p | a ±  1, to (a2p—
— l)/(a2— 1) jest liczbą super-Poulet ze względu na a i b =  1.

Stąd, dla a =  2, w ynika natychm iast

Wniosek 5. Jeśli p jest liczbą pierwszą większą od 3, to (22p— 1)/3 jest 
liczbą super-Poulet.

Fakt, że liczba (22p— 1)/3 jest pseudopierwszą, podał w  form ie proble­
m u do udowodnienia P. Erdos [4] w 1950 roku.

Innym  wnioskiem  z tw ierdzenia M. Cipolli jest rezu lta t H. J. A. Dupar- 
ca [3], k tóry  udowodnił, że jeśli o jest liczbą pierwszą to (a2a — l)/(a2 — 1) 
jest liczbą pseudopierwszą ze wgzlędu na a i b = 1. Z wniosku 4 w ynika 
nawet, że liczba ta jest super-Poulet ze względu na a i b =  1.

Wniosek 6. Jeśli p jest liczbą pierwszą i p |2 2”— 1, n 2? 0, to liczba 
(22"p — l)/(22™— 1) jest pseudopierwszą.

W niosek ten  jest konsekwencją tw ierdzenia 3 (a =  2, b = 1).

3.

W pracy M. Cipolli [1] znajduje się, obok cytowanego już twierdzenia, 
następujący w arunek  konieczny i w ystarczający na to, by iloczyn liczb 
Ferm ata Fn=  22" +  l był liczbą pseudopierwszą: liczba FmFn . . .  Fs, gdzie 
m  >  n  > . . .  >  s, jest w tedy i tylko w tedy pseudopierwszą, gdy 2s i >m.  
Udowodnię tutaj  dwa następujące uogólnienia tego rezultatu :

T w i e r d z e n i e  4. Niech a >  1, 2“ || a, a >  0, >  . . .  >  ns oraz

(5) P  =  (a2”‘+  1) a . . . (a2”s +  1).

Na to by P |a p_1 —  1 potrzeba i w ystarcza, by

(6) m  <  a  2 " s .

T w i e r d z e n i e  5. Niech a >  1, b >  1, (a, b) =  1, 2“ || a, a >  0, 2 x+i || b2 —
— 1, ni  >  . . . >  n s, h +  ns ^  a 2"s oraz

(7) P =  (a2”' +  b2"') .. (a"s -j- b2"s).
Na to, by liczba P  była pseudopierwszą ze względu na a, b potrzeba i w y­

starcza, by
(8) n\  <  m in (b +  ?is, a 2"s).

Dowód.  Aby uzyskać możliwość równoczesnego dowodzenia twierdzeń 4 
i 5 załóżmy, że P jest określone przez (7) i b ^  1.

Liczba P  jest pseudopierwszą ze względu na a, b w tedy i tylko w tedy, 
gdy Aa>h (P) | P — 1. W ystarczy więc wykazać, że w arunek  ten  jest speł­
niony równocześnie z (6) (gdy b =  l) lub (8) (gdy b >  1).



Jak wiadomo ([11], s. 9), każde dwa czynniki iloczynu (7) są względnie 
pierwsze, zatem  z lem atów 2 i 4 wynika, że

K  b (P ) =  [A., b ( A ni +  B ni) , . . \ a, „ (A „s +  B „s)] =  [ 2 " i + i , . . 2" ^  i] -  2-i+».

Z drugiej strony m am y
(g) p  —  |  — a 2"‘ + . . . + 2™ -j- -(- a - nsb 2n' n ■ ■ ■ + 2ns—1 +  b 2 n‘ + . . . + 2 ns   J

Jeśli b =  1, to najw yższą potęgą liczby 2 dzielącą P — 1 jest 2"2"s . Za­
tem  Aa (P) =  2ni+1 I P  — 1 w tedy i tylko w tedy, gdy n Ł +  1 ^ a 2 " !, co jest 
równoważne w arunkow i (6). Tak więc tw ierdzenie 4 zostało udowodnione.

Niech teraz b > l .  Z lem atu 1 m am y 2‘ "ns || b2”1 + • • • + zT‘s — 1 oraz, jak  
to już stw ierdziliśm y, pozostałe składniki sum y (9) dzielą się przez 2“2"s 
i ich sum a nie jest podzielna przez wyższą potęgę liczby 2. W ynika stąd, 
że jeśli n — min (/■ +  n s, « 2,ls) to P — 1 =  2nR, gdzie R jest liczbą niepa­
rzystą (gdyż 1 + n s ^= a 2"s). Zatem  Aa> b (P) =  2ni+1 I P  — 1 w tedy i tylko 
wtedy, gdy ni +  1 co jest rów now ażne w arunkow i (8). Tw ierdzenie 5 
zostało więc w  zupełności udowodnione.

Z tw ierdzenia 4 dla a =  2, w ynika natychm iast cytow ane tw ierdzenie 
M. Cipolli o iloczynach liczb Ferm ata.

Z twierdzenia 5 o trzym ujem y następujący wniosek, k tóry  daje bardzo 
prosty, w yraźny wzór na liczbę pseudopierwszą ze względu na a, b:

Wniosek 7. Jeśli a >  1, b >  1, (a, b) = 1, 2“ || a, 2i +1 || b2 — 1, a 2" 9^ A, +  n, 
to dla n >  1 liczba

(a2” -)- b2”) (a2”+1 -j- b2”+1) 

jest pseudopierwszą ze względu na a, b.
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A FEW THEOREMS ON PSEUDOPRIM ES
B y  K .  S Z Y M I C Z E K

S U M M A R Y

In th is paper we are  concerned w ith  composite num bers P  w hich like 
prim es have the property  P | ap_1 — bp_1. A num ber P having th is property  
is called a pseudoprim e wiith respect to a and b. We give some explicit 
form ulas for such num bers which are sim pler th an  Rotkiewic.z’s [7] one. 
A composite num ber P  which have the property  th a t each divisor of P is 
pseudoprim e w ith respect to a and b is called a super-pseudoprim e w ith 
respect to a and b.

Let a >  1, b ^ l ,  (a, b) =  1 and p is a prim e. We p,roved the following 
theorem s:

Theorem 3. If 2 I ab and p | a2'1 — b2’!, n ^ O ,  the num ber

m  =  (a2”p — b2"p)/(a2łl — b2") 
is pseudoprim e w ith respect to a and b. If n =  1 the  num ber m is super- 
-pseudoprim e w ith  respect to a and b (and the  sam e in  the case n  =  0, 
pirovided m is composite).

From  this theorem  follows th a t the  num bers (22p — 1)/3, p >  3, and 
(22p +  l)/5, p >  5, which w ere found to  be pseudoprim es respect;ively by 
Cipolla [1] (and Erdos [4]) and Rotkiewicz [6], are  also super-pseudoprim es.

We also generalized Cipolla’s Theorem  about pseudoprim es of the form  
FnFm .. ,F S, w here Fn is the  n -th  F erm at num ber 22" +  l. We obtain the 
following theorem .

Theorem 5. Let 2“ |i a, a >  0, 2' ^  || b2 — 1, n x >  . . .  >  n s, h +  n s ^  a 2 V  
The num ber

P =  (a3"1 +  b2”') . . .  (a2"s -f  b2"s) 
is pseudoprim e w ith respect to a and b if and only if

ni <  m in (A +  n„ a 2?Is).
If b =  1, w e have A =  oo and the condition is

n x <  a 2"s .

O ddano  do R e d a kc j i  3. IV. 1965



BRONISŁAW  KRZYSZTOFEK

O RÓWNANIU l n +  2" +  . . . +  mn =  (m +  1)” • k

Leo Moser [4] zajm ował się rów naniem  postaci

1" +  2n +  . . . +  m n =  (m  +  l ) n (1)

i wykazał, że rów nanie (1) nie ma rozwiązań natu ra lnych  dla n > l  i m  +  
+  K  10loe P. Erdós [5] przypuszcza, iż rów nanie (1) nie ma rozwiązań 
naturalnych  m, n >  1.

W pracy tej udowodnię dwa tw ierdzenia dotyczące rów nania postaci

T w i e r d z e n i e  1. Jeśli (m, k) =  1 i rów nanie (2) posiada rozwiązania 
natu ra lne  ?c, m,  n >  1, to

1° m  jest liczbą bezkwadratową,
2° dla każdego pierwszego p | m  jest p — 1 Im ,

4° k (n +  1) +  1 <  m  +  1 (n +  1) (k +  1/2).

T w i e r d z e n i e  2. Jeśli n  jest liczbą nieparzystą lub m  jest liczbą 
pierwszą to rów nanie (2) nie ma rozwiązań na tu ra lnych  m, k, n  > 1 . 

Udowodnię najpierw  kilka lem atów.

Lemat 1. Jeśli p jest liczbą pierwszą i m  =  ! - p ł r ,  o ^ r < p  to  p raw ­
dziwe są następujące kongrueneje względem  m odułu p:

Sn (m) =  l n +  2" +  . .  . +  m n =  (m +  1)” • k (2)

Sn (m) =  — Z +  r, w  przypadku gdy p — 11 n, (3)

, w  przypadku gdy p — l ł n . (4)



Dowód.  W iadomo [3], że jeśli p jest liczbą pierwszą i p — l in  to

Sn (p 1) — 1 (mod p). (5)
Niech

m  — l p +  r, 0 =¾ r  <  p (6)
wówczas

l p  +  r

S„(m) =  S „ ( I p ) +  X I in' W
i=  lp +  1

Łatwo sprawdzić, że

(sp +  i)n =  in (mod p) (8)

d la dowolnego s całkowitego.
Równość (7) i kongruencja (8) dają

S n (m) =  l S„<p> +  S„(r) (mod p). (9)

Z kongruencji (5) i (9) w ynika kongruencja (3).
Wiadomo rów nież [3], że jeśli p jest liczbą pierwszą i p — l j n  to

Sn (p — 1) =  0 (mod p). (10)

Niech zachodzi (6), wówczas postępując jak  wyżej otrzym am y kon-
gruencję (9).

Skąd wobec (10) w ynika (4) c. b. d. o.

Lemat 2. Liczby Sn (m ), m  są względem  siebie pierwsze w tedy i tylko 
wtedy, gdy

1° m  jest liczbą bezkwadratową,
2° dla każdego pierwszego p I m jest p — l i n .

Dowód I. Niech
(S„(m), m ) = l  (11)

i

nr =  II  P i li (12)
i  1

niech będzie postacią kanoniczną liczby m.  Gdyby dla pewnego i =  k
pu— l łn  to na podstaw ie lem atu  1 (dla r  =  0), to znaczy z (4), otrzym am y

S n (m) =  0 (mod pk). (13)

W zory (12) i (13) dają
pk I (Sn (m ), m)

co wobec założenia (11) jest niemożliwe. Jest więc dla każdego i =  1, 2 , . . .  v

P i  — 1 In. (14)



Z (12) i lem atu 1, to znaczy z (3) (dla r  =  0) otrzym am y

n  p?
Sn (m) = -----~ —  (mod p k) (15)

dla k =  1, 2, . . v.
Gdyby dla pewnego i = h lh ł> 1 to wobec (15)

Pu i {Sn (m), m)

co jest sprzeczne z (11). M amy więc dla każdego i =  1, 2, . .  v 1-, =  1. 

Dowód II. Załóżmy teraz, że

m =  n  p ; (16)
i=l

jest liczbą bezkwadratową i dla każdego i =  1, 2, . . v  jest

Pi — 1 I n. (17)

Relacje (16), (17) i lem at 1 dają
V

n  Pi
S n (m) =  — — —  (mod p k) (18)

Pk
dla k -= 1, 2, .. ., v.

Zauważmy, iż wobec (16)

Tl Pi
■41 , P j  =  1 (19)

Pu
dla każdego k =  1, 2, . . ., v. W zory (19) i (18) dają (11) c, b. d. o.

Lemat 3. S„ (m) =  a (mod m) i (a, m) =  1 w tedy i tylko w tedy, gdy
V

1° m =  n  P i  jest liczbą bezkwadratową,
i—1

2° dla każdego i =  1, 2, . . ., v  jest p; — l in,
V

\  ^ m
3° /  —  — — a (mod m).Z—- Pii- 1
Lem at 3 jest uogólnieniem  tw ierdzenia A. Czarnoty [21.

Dowód I. Niech zachodzą 1°, 2°, 3°, wówczas z 1° i 2° oraz lem atu 1 
w ynika

777
Sn im)  -  -  —  (mod P ;) (20)

dla i =  1, 2, . .., v.



Postępując dalej w taki sposób jak  A. Czar nota w [2], m am y

m  Sn (m) - (mod m)  (21)P; ' \P;

dla i =  1, 2, 3, . . u. Dodając stronam i kongruencje (21) otrzym am y

V ( > 7) “ » )
i= l i= l

skąd

(22)

Ponieważ

§ ( f ) - ( p ) !~
przeto kongruencje (22) i (23) dają

|ż  ̂  jSn (m) ̂  ~ j m̂od (24̂
Łatwo sprawdzić, że

(p'm)=L (25)
Z kongruencji (24) i wzoru (25) w ynika kongruencja

Vv  ̂ 772
s„ (m) =  — —  (mod m). (26)

i l  *

W zory (26), (25) i 3° dają

S„ (m) =  a (mod m)  i (a, m) =  1 (27)

Dowód II. Niech zachodzą wzory (27), wówczas jak  łatwo zauważyć

(S„(m ),m ) =  l . (28)



(28) i lem at 2 dają 1° i 2° lem atu  3. Stąd zaś i z lem atu  1 (dla r = o) oraz 
z (27) otrzym am y

m
~  =  a (mod p i) (29)

dla i =  l ,  2, . . v.

Skąd mamy: „

-  — a (mod P ;) (30)
t=i '

dla i =  1, 2, . . v.

K ongruencja (30) daje 3° lem atu 3 cbdo.

Lemat 4. Jeśli rów nanie (2) ma rozwiązania n a tu ra ln e  m, k,  n > l  to

k (n  +  1) +  1 +  1 <  (n +  1) (Tc —j— .

Dowód:  Weźmy pod uwagę tożsamość
r+l

(1 +  l ) r + 1 =  ( + )  l r+ 1~ \ (31)

Podstawiając za l w  tej tożsamości po kolei 1,2, . . . ,m  otrzym am y m 
równości postaci (31), k tó re  po dodaniu stronam i dają

r + l

(m +  ir+ 1  =  1 +  (r +  1) Sr (m) +  £  ( + )  Sr+ <™>. (32)

Niech r  — n, wówczas z (32) i (2) przenosząc na lewą stronę w yrażenie 
(n +  l ) ( m +  l)"/c i w yłączając poza naw ias w spólny czynnik, otrzym am y

7 1 + 1

" ...............   (33)
1=2

Skąd wynika, że
m  + 1  >  (n + 1 ) k.

(m +  1)7![ m  +  1 — (n +  1) k] = 1 +  ^  ( + 1) > + + ! .

(34)

Niech w (32) r — n — 1, stąd i, wobec (33) m am y 

(m +  1)” [m +  1 — (n +  1) k] =  [m +  1 — (n +  1) k]

= 1 - V r + ) +  +>.
i= 2

Przyjm ując w  (35) i = s +  1 otrzym am y

u
5  ( m )

[m +  1 — (n +  1) k] i m)  n—s '



Stąd po wy m nożeniu i przeniesieniu wszystkich wyrazów na jedną 
stronę równości oraz po wyłączeniu w spólnych czynników poza nawias 
mamy:

m +  1 — (n +  1) ?c — 1 +  (”) I m +  1 — k {n +  1) ■
S - 1

Gdyhy m =  (n +  1) k  to równość (36) daje

n - - 1 
S r  1 Sn -i =  °- (36)

S —1

co dla n >  1 jest niemożliwe. Stąd i (34) w ynika

m  +  1 (n +  1) k  +  1. (37)

Ponieważ n >  1 i ciąg j m + 1 — k  (n +  1) — w! jest rosnący dla
| s-r 1 |

s =  1, 2, . . przeto z (36) wynika, że jego najm niejszy w yraz jest u jem ­
ny, tzin.

m + 1  — k  (n +  1) — ~~~2 " '

Stąd i (37) w ynika teza lem atu 4. Łatw o zauważyć, że dowód tw ier­
dzenia 1 w ynika natychm iast z lem atów  3 i 4.

Lemat 5. Jeżeli n  jest liczbą natu ra lną  nieparzystą to

2 Sn (m) =  0 (mod m  (m + 1 ) .

Dowód lematu  5 w ynika natychm iast z następujących oczywistych 
kongruencji:

m
2 S n (m) =  [(m — i)n +  i71] =  0 (mod m)

2 S n (77?) =  ^  [(m + 1  — i)" +  in] =  0 (mod m  +  1).
i =  1

Dowód twierdzenia 2. Niech liczby natu ra lne  m , k , n ^ >  1 spełniają rów ­
nanie (2) i niech n będzie liczbą nieparzystą, wówczas z (2) i lem atu 5 
w ynika kongruencja

2 k  =  0 (mod m), 

co wobec lem atu 4 dla n >  1 jest niemożliwe.



Niech m  będzie liczbą pierwszą. Wiadomo [1], że

n
(n +  1) Sn (m —  1) =  V  ("+1) Bj m n i - 1 -3 (38)

i  =o

gdzie Bj są liczbami Bernoulliego. Dodając do obu stron  tożsamości (38) 
liczbę (n +  1) • m n otrzym am y

(n +  1) Sn (m) =  V  ("+i) B'j m n+1-3
3 = 0

(39)

gdzie B \  =  i B'j — Bj dla j ^  1. Ponieważ liczby Bernoulliego [1] moż­

na znaleźć rozwiązując tró jką tny  układ rówinań

n
(UY )  Bj =  0 dla u =  1, 2, . . . ,  n  i B v =  1,

t=o

więc liczby B ’j znajdujem y rozw iązując układ rów nań

n

y  (“4 B'j = u +  1 dla u =  0, 1, 2, . . . ,  n.
3 = 0

Łatwo również zauważyć, że w spólnym  m ianownikiem  liczb B'j dla 
j =  0, 1, 2, . . . ,  n  jest wyznacznik

(¾ )  C l 1) - - - (¾ )  (¾ )

C O  ( ? )  • • • ( n - l )  0

(J) o ••• 0 o

gdzie h jest liczbą natu ra lną . Stąd (39) i (2) w ynika

n
(n +  l)2 n  ! (m +  1)” k =  ^  ("+1) B’, (n +  1 )! m n+1-}.

3 = 0

Równość (40) daje

(n +  l )2 n ! (m +  1)" k  — 0 (mod m), 

co wobec lem atu 4 jest niemożliwe dla m  pierwszego i n > l  cbdo.
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ON THE EOUATION 1” +  2" +  . . .  +  m n = (m  +  1)" k
B y  B .  K R Z Y S Z T O F E K

S U M M A R Y

The paper contains proofs of two theorem s about the  eąuation in the 
title.

Theorem 1. If th is eąuation possesses a solution in n a tu ra l num bers 
?c, m, n >  1 and  (m, k) =  1, then 

1° m  is ąuadra tfree ,
2° eve*ry prim e p dividing m  fulfils the condition p — lin ,

S m
—  = ~  k  (mod m),

p  m

4° fc (n +  1) +  1 <  m  +  1 <  (n +  1) ik - f

Theorem 2. The eąuation in the  title  has no solution if n  is o d d >  1, 
or if m  is a prim e num ber.

Oddano do Reda kc j i  28. VII .  1965



KAZIMIERZ ZIMA

O PEWNYM UKŁADZIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWO-FUNKCYJNYCH

Przedm iotem  rozważań niniejszej pracy jest pewien układ rów nań róż­
niczkowych, obejm ujący — jako przypadki szczególne — szereg typów  
rów nań różniczkowych z opóźnionym argum entem , pew ne rów nania róż- 
niczkowo-całkowe, tzw. rów nania z w yrażeniam i ekstrem alnym i [3] i tym  
podobne.

Przy założeniach odpowiadających znanym  w arunkom  Caratheodo- 
ry ’ego, dowodzimy w  stosunku do rozważanego układu tw ierdzenie o ist­
nieniu rozwiązania problem u Cauchy’ego, tw ierdzenie o istn ieniu  całki 
górnej i dolnej oraz pew nych tw ierdzeń o nierównościach różniczkowych.

Zaw arte w  niniejszej pracy w yniki uogólniają m. in. rezu lta ty  prac:

Niech X oznacza zbiór funkcji wektorow ych x  (t) =  {xj (t), x 2 (t), . . 
określonych i ciągłych w przedziale (— ?°, T), 0 < T ^ + S S .  

Oznaczmy dalej przez A li, i, j =  1, 2, . . .  n, n 2 —  funkcjonałów  rzeczywi­
stych, określonych na iloczynie < 0 ,  T) X X. Symbol A li (t, x ) oznaczać 
będzie w artość funkcjonału  A ij w  punkcie (t , x ) zbioru <  0, T) X X . Jeśli 
ustalim y drugą w spółrzędną punktu  (t, x) należącego do zbioru <  0, T) X 
X X, wówczas w yrażenie A i} (t, x)  jest funkcją zmiennej t, określoną 
w  przedziale <  0, T). Możemy więc powiedzieć, że funkcjonały  Ay prze­
kształcają funkcje wektorow e x  (t) zbioru X w funkcje  rzeczyw iste A ij 
(t, x), określone w  przedziale <  0, T). Dlatego zam iast mówić „funkcjo­
nał A ij’\  będziemy m ówili również „ transform acja A li”.

W pracy tej zajm iem y się następującym  układem  rów nań różniczko­
wych

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8],

1. Pojęcia wstępne i oznaczenia

%i (t) = Vi (t), dla t e ( — oo, o >
x  i (t) =  f : (t , A n (t , x), A 12 (t, x), . . .  A in (t , x)), t  e <  0, T), i = 1 , 2 , . . .  n



W odniesieniu do układu (1) p rzy jm ujem y następujące założenia:
1° Funkcja w ektorow a cp (t) =  {ępj (t), qp2 (t), . . . n (t)}, zwana funkcją 

początkową, jest ciągła w przedziale (— oo, 0 > .
2° Funkcje f j ( t ,  u lt u2, . . .  un), i =  1, 2, . . .  n,  określone w  zbiorze 

D {te <C 0, T), u-, dowolne), są ciągłe ze względu na zmienną prze­
strzenną u =  (uj, u2, . . .  u„) przy każdym  ustalonym  t z przedziału 
<  0, T) oraz m ierzalne ze względu na zm ienną t w  każdym  dom knię­
tym  podprzedziale przedziału <  0, T), przy dowolnie ustalonej zm ien­
nej przestrzennej u =  (uu u2, . . . un).

3° Istn ieją nieujem ne i sum ow alne w  każdym  podprzedziale dom knię­
tym  przedziału <  0, T) funkcje m ; (t), i  =  1, 2, . . .  n, takie, że dla 
t e <1 0, T) zachodzą nierówności

l/i (t, u u u2, . . .  un) l <  m ; (t), i =  l , 2  n

Odnośnie regularności funkcjonałów  Ay zakładam y:
4° Dla każdego punktu  (t, x)  zbioru <  0, T) X X, liczby A ij (t, x ), i, j =  

= 1, 2, . . .  n,  nie zależą od wartości funkcji x  (t ) na przedziale (t, T).
5° Jeśli funkcja x  (t) należy do zbioru X, to jej obraz A i] (t, x)  poprzez 

transform ację Ay jest funkcją m ierzalną i praw ie wszędzie skoń­
czoną w każdym  dom kniętym  podprzedziale przedziału <  0, T).

6° Jeśli ciąg { x n (t)} funkcji wektorow ych, należących do zbioru X, 
jest zbieżny jednostajnie do funkcji x° (t) w  przedziale (—oo, T° > ,  
0 <  T° <  T, to praw ie wszędzie w  tym  przedziale zachodzi równość

lim A li (t, x n) = A li (t, x°), i, j =  1, 2, . . . n
n—>°°

D e f i n i c j a .  Rozwiązaniem rów nania (1) w  przedziale <  0, T° > ,  
T° <  T, będziemy nazywali każdą funkcję wektorow ą x  (t), określoną 
w przedziale (— oo, T° > ,  k tó ra  dla t e (— oo, 0 >  jest identyczna z funk­
cją początkową cp (t), a w  przedziale <  0, T° i> jest absolutnie ciągła i p ra­
wie wszędzie w  tym  przedziale czyni zadość rów naniu (1).

2. Twierdzenie o istnieniu rozwiązania układu (1)

W oparciu o wyżej p rzy jęte  założenia udowodnim y obecnie następujące 
twierdzenie:

T w i e r d z e n i e  1. Niech liczba T° będzie dowolną liczbą z przedziału 
(0, T), zaś cp (t) nich będzie zadaną w  przedziale (— 0 >  funkcją po­
czątkową.

Jeśli dla układu (1) zachodzą w arunki 1°— 6°, to istn ieje  przynajm niej 
jedno rozwiązanie tego układu w przedziale <  0, T° > ,



Dowód.  Niech t ,, =  T°/v, v = l , 2 , . . .  W eźmy pod uwagę nieskończony 
ciąg układów  rów nań całkowych postaci

(2)

X i (*) =  <Pt (*)> d la  t  E 0 >
t - T v

(t) =  yi (0) +  j  fi (s, A n (s, x ) ,  A i2 (s, x v), . . . A in (s, x v)) ds, t e <  xv, T° >
O

x[ (t) =  cp. (0), dla t e <  0, tj, > ,  i, j  =  1, 2, . .  . n, v =  1, 2, . . .

W ystępujący w układzie (2) sym bol całki oznacza całkę w  sensie Le- 
besgue’a.

Jest widoczne, że dla każdego ustalonego w skaźnika v, funkcja wekto­
rowa X '  ( t )  oznaczająca rozwiązanie v-tego układu rów nań całkow ych (2), 
jest określona bezpośrednio dla t e ( — cx>)tv> .  Jeśli natom iast t należy 
do przedziału < tv, 2 t v> ,  to zmienna całkow ania s przebiega przedział
<  0, t v >  i — zgodnie z założeniem 4° — dla takich s funkcje A ij (s, x  ), 
i, j =  1 ,2 , . . .  n, można traktow ać jako funkcje znane. Tym  sam ym  jako 
znane można traktow ać funkcje złożone F't (t) =  / j  (t, A il (t , x  ) , . . .  A ln (t, x  )), 
gdy t należy do przedziału <  0, t,, > .  Na mocy przyjętych  założeń oraz 
znanych faktów  z zakresu teorii funkcji rzeczywistych, funkcje F j( t) są 
sumowalne w przedziale <  0, t,. > .  Tak więc całka w ystępująca w ukła­
dzie (2) ma sens dla t e <  xv, 2 x ,.> , co pozwala określić rozwiązanie x ' ( t )  
tego układu w  sąsiednim  przedziale < t , , ,  2 x ,,> . Postępując analogicznie 
można to rozwiązanie wyznaczyć w dalszych przedziałach: <  2t„, 3 t v> ,
<  3 t v, 4 xv > ,  . . ., a po v — 1 krokach, w  całym  przedziale <  0, T° > .  

Mamy więc wniosek następujący:
Dla kadżego wskaźnikka v układ (2) posiada rozwiązanie, określone w  prze­
dziale (— oo T ° > .

Weźmy pod uwagę ciąg ( x v(t)}, w  k tórym  v-ty w yraz jest w łaśnie roz­
wiązaniem v-tego układu rów nań całkow ych (2). Łatwo zauważyć, że funk­
cje wektorowe .xv (t) są wspólnie ograniczone w  przedziale <  0, T° > .  
W ynika to stąd, że x',l (t) =  cp; (0) dla t e <  0, t v>  oraz z nierówności:

T °

lx4v(t)K lep,-(0)1+ f  m, ( s )ds  d la t s <  t v, T ° > .
O

Jednocześnie są to funkcje jednakowo ciągłe w  przedziale <  0, T° > f 
co w ynika natychm iast z oszacowania.

t
Ia5j(t) — xiv( f ) K l / m i (s)d s |, gdy t , i s < x v, T ° > ,

oraz
|x v(i) — x\  (t)l =  0 gdy t , l 8 <  0, xv > .



Zgodnie z tw ierdzeniem  Arzeli, z ciągu ( x v(t)} można wybrać podciąg 
zbieżny jednostajn ie w  przedziale 0, T° > .  Aby nie komplikować ozna­
czeń założymy, że już sam  ciąg {xv (t)} jest zbieżny jednostajnie w  prze­
dziale <  0, T° >  do funkcji x°  (t). Z uwagi na równość x" (t ) =  cp (t) dla 
t  (— oo, ()>  , ciąg {xv (t)} jest zbieżny jednostajn ie w  przedziale (— oo, T° >  
do funkcji x ( t)  rów nej x° (t) dla t s<C0,  T ° >  i rów nej <p (t) dla t s ( — oo, 
0 > .  W ykażemy, że funkcja x ( t )  jest rozw iązaniem  następującego układu 
rów nań całkow ych

kr / (t) =  (t) dla te  (— o o , 0 >
t

(3) X; (t) =  cp,- (0) +  I fi (s, A n (s, x), A i2 (s, x), . . . A in (s, x)) ds, t e <  0, T° > .
O
i — 1, 2, . . n

W tym  celu w ystarczy sprawdzić, że dla t £ <  0 T° >  zachodzi równość
t-rv

(i) lim  | fi (s, A il (s, x ), . . . A >n (s, x ) )  c?s =  | f-t (s, A '1 (s, x), . . . Ain (s, x)) ds
(') ó

lub, co na jedno wychodzi, że
t t

li>m [ ( fi (s, . . . A li (s, x v), . . •) ds — J fi (s , . . . Ak (s, x v), . . .) ds ] —
O  t - T V

t

=  j  fi (s, . . . A« (s, x), . . .) ds
O

Z uwagi na założenie 3° oraz jednostajną ciągłość całki, m am y
t <

(ii) I ) fi (s, . . .  A" (s, x ) , . . . )  ds " j m ; (s) ds —> 0.
t - 1 v .  =

Z drugiej strony, wobec założenia 6°, praw ie wszędzie w  przedziale 
<1 0, T° >  zachodzi równość

(iii) lim  A iJ (t , x  ) = A ij (t , x), i, j =  1, 2, . . .  n

Z równości (iii) oraz założenia 2° w ynika, że ciąg funkcji złożonych 
F ( t )  =  fi (t, A il (t, x v), . . . Ain (t, xv)) zmierza praw ie wszędzie w  przedziale 
*< 0, T° >  do funkcji F ; (t) =  f, (t, A n (t, x), . .  . A in (t , x)), i =  1, 2, . . .  n.

Na podstaw ie tw ierdzenia Lebesgue’a o całkow aniu ciągów posiadają­
cych sum ow alną m ajorantę wnosimy, że dla t e <C 0, T° >  zachodzi równość

i t
(j) lim ) fi (s, A il (s, x ), . . . A in (s, x )) d s  = j f; (s , A11 (s, x), . .. A in (s, x)) ds.

1 ’ o o
Z równości (j) oraz (ii) w ynika równość (i), co dowodzi jednocześnie, że 

funkcja x  (t) spełnia układ całkowy (3). Ponieważ w  przedziale <  0, T ° >  
jest — z dokładnością do stałej addytyw nej cp (0) — rów na pewnej całce



ze zmienną granicą całkowania, przeto jest w  tym  przedziale funkcją abso­
lu tnie ciągłą. Ponieważ w klasie funkcji absolutnie ciągłych układ całko­
w y (3) jest równoważny rów naniu różniczkowemu (1), więc funkcja w e­
ktorow a x  (t) jest rozw iązaniem  rów nania (1) w  przedziale <  0, T° >  
w sensie przyjętej definicji. Tw ierdzenie 1 zostało w  ten  sposób wykazane.

3. Nierówności różniczkowe z mocnymi nierównościami w warunku
początkowym

W dalszym  ciągu zajm ujem y się układem  rów nań różniczkowych (1). 
Będziemy obecnie zakładać, że prócz p rzyjętych  już w arunków  1°— 6°, 
układ ten  spełnia dwa następujące w arunki monotoniczności

7° Jeśli Uj u u u 2^ u 2, . . . to fi (t , u lr . . . un) -5; fi (t, u u . . .  u n)
i =  1, 2, . . .  n.

8° Jeśli funkcje wektorow e x  (t) i x  (t ) należą do zbioru X i dla t  e <  0, T) 
zachodzi nierówność x  (t) =¾ x  (t) w  przedziale (— °o, t > ,  to 
A lj (t, ,t) ^  A li (t, x) dla i, j =  1, 2 , . . .  n.

W oparciu o założenia 1°—8° udowodnim y następujące twierdzenie:

T w  i e r d z e n i e  2. Niech funkcja wektorow a x  (t) będzie całką rów na­
nia (1) w  przedziale <  0, T° > ,  odpowiadającą początkowej funkcji <p (t). 
Niech ponadto w  przedziale (— T° >  dana będzie funkcja wektorow a 
z (t), z (t) =  {Zi (t ), . . . zn (t)}, ciągła w  przedziale (— oo, 0 > ,  absolutnie 
ciągła w przedziale <  0, T° >  i spełniająca następujące w arunki:

a) z, (t ) <  cpi (t ) dla t e (— oo; o > ,  i =  1, 2 , . . .  n,

P) Praw ie wszędzie w  przedziale <  0, T° i>  spełnione są nierówności

z'i ( t ) <  fi (t, A il (t , z), Ai?(t, z), . . . A in{t, z)), i — 1, 2, . . .  n.

Jeśli spełnione są powyższe w arunki, w tedy w  przedziale <  0, T° >  za­
chodzą nierówności

Z; (t) <  X; ( t ) ,  i =  1, 2, . . .  n .

Dowód. Z założenia a) wynika, że dla każdego w skaźnika i, z-, (0) <  
<  xi (0) =  cp; (0). Z uwagi na ciągość, te  nierówności zachowują się w  pew ­
nym. praw ostronnym  otoczeniu <  0, h) liczby 0. Niech r) będzie kresem  
górnym  tych w artości h*, dla k tó rych  są spełnione nierówności Z-, (t) <C 
<ix-,(t), i =  1, 2 , . . . n, dla w szystkich t z przedziału < 0 , h * > .  M amy 
wykazać, że ą = T °. P rzyjm ijm y, dla dowodu niew prost, że ą <  T°.  Z przy­
puszczenia tego i określenia liczby i] wynika, że istn ieje  tak i w skaźnik i0,



że z io (ri) =  x jo (rj). K orzystając z tego, że funkcja absolutnie ciągła jest 
całką Lebesgue’a swojej pochodnej, o trzym ujem y tożsamość

t
(jj) X; (t) — Zj (t) = q>i (0) z-, ( 0 ) +  j [x ' i  (s) — z ’, (s)]ds

o  o  o o  • O o
o

praw dziw ą w  przedziale <  0, T° > .  W oparciu o założenia (1) i określenie 
funkcji x  (t ) jako całki rów nania (1), z równości (jj) w ynika nierówność

(jjj) X; (t) — Z\ (t) ^  Cp; (0) — Zj (0) +O O o o
t

-f  j  [fio(s, • • ■ Aio} (s, X),. . . )  — fi Js,  . . . A l°J (s, z)  )] ds
O

praw dziw a w przedziale <  0, T° > .  N atom iast w podprzedziale 0, rą 
zachodzą nierówności z-, (t) (t). Z nierówności tych i nierówności a)
oraz z monotoniczności funkcji f; (założenie 7°) i monotoniczności tran s­
form acji A i} (założenie 8°) w ynika, że dla t z przedziału < 0 , r i >  całka 
w ystępująca w  nierówności (jjj) jest nieujem na. Bezpośredni wniosek 
z tego stw ierdzenia jest następujący:
Dla t =  n zachodzi nierówność

x ; Ol) — Zj (n)^fpi  (0) — Z; (0) >  0.
O O O O

Jest to jednak  sprzeczne z określeniem  liczby u i i0. Dowód tw ierdzenia 2 
jesit więc zakończony.

Zachowując założenia 1°— 8°, poczynione odnośnie układu (1), a zmie­
niając jedynie kierunki nierówności w  w arunkach a) i (3) tw ierdzenia 2 na 
przeciwne, można (analogicznie do dowodu tw ierdzenia 2) dowieść nastę­
pującego tw ierdzenia:

T w i e r d z e n i e  3. Jeśli funkcja z (i) =  {zi (t), . . .  zn (t)} spełnia, pomi­
nąwszy w arunki a) i (3) wszystkie założenia tw ierdzenia 2, a ponadto

a') z; ( t)><Pi(t)  dla t e ( — o o , 0 >

P') z'j (t) ¢35 fi (t , A n (t , z), . . .  A in (t, z)) praw ie wszędzie w  <C 0, T° >

i =  1, 2, . . .  n,

to w przedziale <  0, T° 3> zachodzą nierówności

z-, ( t ) > x ; (t), i =  1, 2, . . .  n,

gdzie x  (t) jest rozwiązaniem  układu (1) z funkcją początkową <p (t).



4. Całka górna i całka dołna układu (1)

Udowodnimy obecnie, że każdej ciągłej funkcji początkowej cp (t) =  
=  {cpi (t ) , . . .  cp„ (t)}, określonej w  przedziale (— 00, 0 > ,  przy założeniach 
1°—8° odpowiada całka górna i całka dolna układu (1) i obie te  całki są 
określone w  przedziale <  0, T).

Dowód.  W eźmy pod uwagę dowolny przedział dom knięty < 0 ,  T ° >  za­
w arty  w przedziale <  0, T). W m yśl tw ierdzenia 1 istn ieje  w  przedziale 
<  0, T° >  rozwiązanie x  (t) =  (,x'i (t), . . . x n (t)} układu (1), odpowiadające 
początkowej funkcji cp (t). Rozważmy ciąg funkcji początkowych cpv (t), v =  
=  1 , 2 , . . . ,  związanych z funkcją cp (t) równościam i cp. (t ) =  cp; (t) +  l/v, 
v =  1 , 2 , . .  Na podstawie tw ierdzenia 1 każdej funkcji początkowej cpv (t ) 
odpowiada całka układu (1), istniejąca w przedziale ^ 0 , 7 0^ .  Oznaczmy 
ją przez x v (t). Ponieważ dla każdego v zachodzi nierówność cp”(t)> cp j (t), 
dla t e ( — 0 0 , o > ,  i =  l , 2 , . . . n ,  przeto — na mocy tw ierdzenia 2 — 
w przedziale <  0, T° >  zachodzą nierówności

x\  (t) >  x x (t), i =  1, 2, . . .  n, v =  1, 2, . . .

Ponadto, z uwagi na oczywistą nierówność cp"+1 (t) <C cp* (t), uzyskujem y 
w oparciu o tw ierdzenie 2 drugi ciąg nierówności, a mianowicie

x ; + i ( t ) < x ;  (t), t e < 0 , T ° > ,  i =  1,2, . . .71,  v =  1 , 2 , . . .

Z powyższych nierówności wynika, że funkcje x\  (t) i =  1, 2, . . .  n,  v =  
=  1,2,3, . . . ,  są w przedziale <  0, T° >  zaw arte m iędzy krzyw ym i X1; (t) 
i x ; ( t ) ,  i =  1, 2, . . .  Ti. Zatem  w yrazy ciągu {xv (t)} są wspólnie ograniczone 
w przedziale <C 0, T ° > .  W oparciu o założenie 3° łatwo sprawdzić, że ciąg 
(x v (t)} jest ciągiem funkcji jednakow o ciągłych w przedziale <  0, T° > .  
Z ciągu (x '( t)}  da się więc w ybrać podciąg ( x n(v) (t)} zbieżny jednostajnie 
w przedziale <  0, T°  >  do ciągłej funkcji x  (t). W sposób dobrze znany 
uzasadnia się, że funkcja graniczna x  ( t )  jest rozwiązaniem  układu (1), od­
powiadającym  funkcji początkowej <p (t). Z uwagi na nierówność x ’i;'’ (t) ^  
^ x ; (t), v = 1 , 2 , . . . ,  Xi (t) X,- (t), 1=1 , 2 , . . . 71 .  Ponieważ zaś x  (t) ozna­
cza dowolne rozwiązanie układu (1) odpowiadające początkowej funkcji 
cp ( t ) ,  przeto funkcja x  (t) jest -rozwiązaniem górnym  tego układu, odpowia­
dającym  początkowej funkcji cp (t).

Dowód istnienia całki górnej układu rów nań (1) dla przedziału <  0, T° >- 
został więc zakończony. Zupełnie analogicznie można przeprowadzić do­
wód istnienia całki dolnej rozważanego układu  rów nań różniczkowych. 
Ponieważ liczba T° była dowalną liczbą z przedziału 0, T), więc obie te 
całki ekstrem alne są określone (istnieją) w  całym  przedziale <  0, T).



5. Nierówności różniczkowe ze słabymi nierównościami w warunku
początkowym

W punkcie 3 niniejszej pracy podaliśm y dwa tw ierdzenia dotyczące 
nierówności różniczkowych, zakładając że porównawcza funkcja z (t) speł­
nia wobec funkcji początkowej cp (t) mocną nierówność w przedziale 
(— ° o , o > .  W tedy, na podstawie tych  tw ierdzeń, również w przedziale 
< 0 ,  T) zachodzą odpowiednie nierówności pomiędzy funkcją porów naw ­
czą, a dowolną całką x  (t) układu (1), odpowiadającą funkcji początkowej 
cp (t).

Twierdzenie 2 i 3 można wzmocnić, dopuszczając słabe nierówności 
w w arunku początkowym, natom iast zaw artą w  tezie dowolną całkę uk ła­
du  (1), odpowiadającą funkcji początkowej 9  (t), trzeba zastąpić całką gór­
ną ■— względnie dolną — rozważanego układu. Podaną tu  inform ację sfor­
m ułujem y w postaci dwóch następujących twierdzeń:

T w i e r d z e n i e  5. Niech x  (t) =  { x x (t), . . .  x n (t)} będzie całką górną 
układu (1) w  przedziale < 0 ,  T ° > ,  odpowiadającą początkowej funkcji 
(p (t). Niech prócz tego w przedziale (— oo, T° >  będzie określona funkcja 
wektorow a z (t ) =  (z x (t), . . .  zn (t)}, ciągła w  całym  tym  przedziale i ciągła 
absolutnie w  podprzedziale < 0 ,  T ° > .  Jeśli funkcja z( t )  spełnia wobec 
układu (1) poniższe nierówności

a*) z-, (t) eb cp; (t) w przedziale (— oo, 0 > ,

P*) z 'i (t) fi (t, -Au (t, z ) , . . .  A in (t, z)) praw ie wszędzie w przedziale
< 0 , T ° > ,  dla i =  1,2, . . . n ,

wówczas w  przedziale ''b 0, T° >  praw dziw e są nierówności

z i (t) -¾ Xj (t), i 1, 2, . . .  7i.

Dowód.  Niech {xv (t)} będzie ciągiem całek układu (1), odpowiadających 
funkcjom  początkowym  cp:' ( t )  =  cp-, (t) +  l/v, v =  1, 2 , . . .

Na mocy tw ierdzenia 2, dla każdego v zachodz1 w przedziale <  0, T° i> 
nierówność z-, (t) <  x '(l), i — l, 2, . . .  n. Z dowodu tw ierdzenia o istnieniu 
całki górnej (punkt 4) w ynika, że ciąg {x ' (t)} zmierza jednostajnie w prze­
dziale <  0, T° >  do całki górnej x°  (t ), uk ładu  (1).

Wobec ciągu nierówności z, (t ) <  x \  (t), i =  1, 2, . . .  n, spełnionych 
w przedziale <  0, T °i>  dla v =  1, 2, 3, . .  ., o trzym ujem y w przypadku 
granicznym  nierówność z-, (t) x° (t ), i =  1, 2, 3, . . .  n, co pokryw a się z te­
zą dowodzonego tw ierdzenia.

Na zakończenie sform ułujem y jeszcze tw ierdzenie analogiczne do tw ier­
dzenia 5, a mianowicie:



T w i e r d z e n i e  6. Niech x  (t) =  {aą (t), . . . x n (t)} będzie całką dolną 
układu (1), odpowiadającą funkcji początkowej cp (t) i określoną w  prze­
dziale <  0, T ° > .  Niech ponadto w  przedziale (— oo, T° >  będzie określo­
na ciągła funkcja w ektrow a z (t) =  {aą (t), . .  . zn (t)}, w  podprzedziale 
<  0, T° >  ciągła absolutnie. Jeśli funkcja ta  spełnia wobec układu (1) 
następujące nierówności

a**) z-, (t) ^  cp; (t) w przedziale (— ®o, 0> ,

(1**) z ■, (t ) fi (t, A i] (t, z ) , . . .  A in (t, z)) praw ie wszędzie w przedziale
<  0, T° > ,  dla i =  1,2, . . .n,

wówczas w  przedziale <  0, T° >  praw dziw e są nierówności

z-, (t) ^  x ; (t), i =  1, 2 , . . .  n.

Dowód tw ierdzenia 6 przebiega analogicznie jak  dowód tw ierdzenia 5.

6. Uwagi końcowe

Rozpatryw any w tej pracy układ rów nań różniczkowych (1) — z uwagi 
na ogólność funkcjonałów  A ij  — zawiera w sobie szereg znanych już ty ­
pów równań różniczkowych. W ym ienim y tu  najw ażniejsze.

a) Jeśli A 1’ (t, x)  =  x ■, (t), to układ (1) przedstaw ia układ rów nań różnicz­
kowych zwyczajnych, a zamieszczone w niniejszej pracy tw ierdzenia po­
kryw ają się bądź z klasycznym  tw ierdzeniem  Tonelli’ego, bądź (przynaj­
mniej częściowo) ze znanym i tw ierdzeniam i T. Ważewskiego.

b) Układem  równań postaci (1), gdy A i} (t , x) = x , ( t  — hij) lub A l i  (t , x) =  
=  x-, (t — aó (t)) przy znacznie m ocniejszych założeniach, zajm owali się J. 
F ranklin  [2], G. Sansone [5], A. D. Myszkis [3], K. Zima [7], a ostatnio 
Driver Rodney D. [1],

c) Przypadek, gdy A i i ( t , x ) =  j x , ( t  — s) dr a (t, s) był szczegółowo roz-
b

pracow any w pracy [8], P raca niniejsza jest jej bezpośrednim  uogólnie­
niem.

d) Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania rów nania róż­
niczkowego postaci

y'  (t) =  f ( t ,  A ! (t, y), A 2 (t , y ))

gdzie AŁ(t, y) =  m ax (y (s)} , A 2 (t, y) =  m ax |y  (s)|,
<o,t>  <o,t>

jest zamieszczone w pracy [4],
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SUR U N  SYSTEME d e s  £ q u a t i o n s  d i f f e r e n t i e l l e s  A L’a r g u m e n t

FONCTIONNEL
K .  Z I M A

R E S U M E

Dans cette note nous considerons un  system e des śąuations differen- 
tielles de la form ę

( 1)
■4’i (t) =  qp; (f), pour f e (— oo, 0 > ,  i =  1, 2, . . .  n,
X;  (t) = fi (t, A u (t, x), A n (t, x), . . . A in (t, x)), t i- <  0, T), 0 <  T <  + o o

•en p rennan t les conditions suivantes:
1° Les fonctions cp; (t) sont cointinues dans l’in tervalle  (— oo, 0 > .
2° Les fonctions f. (t , u x, u2, . . . un) satisfont a conditions bien connues 

de Caratheodory dans 1’ensem ble D {t e <f 0, T), u-, — arbitraire}.
3° A rj designent fonctionalles reeles definies dans le produit <  0, T) X 

X X, ou X est une fam ilie des fonctions vectoriale,s — x  (t) =  
=  {xi (t), . . . x n (t)} — cointinues dans l’in tervalle  (— °° ,T) .  Nous 
supposons que les fonctionelles A ij ont les proprietes suivantes.

4° Si T£<C0,T) et x( t )  =  óc(t) pour t e ( — o o , t > ,  alors A lj (r,x) = 
= A li (t, x), i, j =  1 , 2 , . . .  n.

5° Si x  (t ) e X,  alors A ij (t , x)  sont m esurables dans l’in tervalle  0, T° > ,  
T°<XT.



6° Si la suitę {xv (t)} des fonctions x v (t ) e X convergent uniform em ent 
vers la fonction x (t) dans l’in tervalle  (— °o , T ° > ,  alors

lim  A li (t, x  ) =  A ij (t, x), i, j  =  1, 2, . . .  n

presąue partout dans l ’in tervalle  < 0 ,  T ° > .
La notę ici presente contient les theorem es suivantes

Theoreme I. Si les conditions 1°— 6° sont verifiees, il existe alors au 
moins une solution du problem e (1) dans chaąue in tervalle  < 0 ,  T ° > ,  
T° <  T.

Theoreme II. Supposons que les conditions 1°—6° ont lieu, et en outre 
7° Les fonctions /; satisfont a la condition de la monotonie c’est-a-dire

si Ui <  fi j , . . .  u n <  u„, alors /; (t. u l t . . .  un) <  f; (t, 5 , , . . .  u n).

8° Les fonctionelles A łi (t, x) sont nondścroissantes par rapport a va- 
riab le  x  e X.

Si la fonction z (t) =  (są (t), . . .  zn (t)} est continue dans l ’in tervalle  
(— oo) 0 > ,  absolum ent continue dans r in te rv a lle  < 0 ,  T ° >  T ° < T  et de 
plus

Z; (t) <  tp; (t) pour t e (— o o , 0 > ,  i =  1, 2, . . .  n, 

z ' ; (t) <  fi (t, A n (t, z), . .  . A in (t, z)), pour t e <  0, T° > ,
alors

z-, (t ) <7 x ; (t), i =  1, 2 , . . .  n, t e <  0, T° > ,  

ou x (t) est la quelconque solution du problem e (1).

Theoreme III. Si les suppositions 1°—8° sont verifiees, il existe alors 
la solution superieure et la solution inferieure  de l’equation (1).

Theoreme IV. Si les conditions 1°—8° sont verifiees et la fonction z (t) =  
=  {zŁ ( t ) , . . .  z„ (t)} est continue pour t e (— o°, 0 > ,  absolum ent continue 
pour t £ <  0, T° >  e t satisfait les inegalitfe

z, (t) ^  (Pi (t ) pour t e (— oo, 0 > ,  i =  1, 2 , . . .  n, 

z i (t) <  fi (t, A n (t , z), . . . A in (t, z)), pour t £ <  0, T° > ,
alors

Z; (t) =¾ X; (t), t £ <  0, T° > ,  i =  1, 2, . . .  Tl, 

ou x (t) est la solution supśrieu re  du problem e (1).

O ddano do R ed a k c j i  14. IV. 1965 r.





JAN BŁAŻ

O PEWNYM RÓWNANIU FUNKCYJNYM  
TYPU PRZYSZŁOŚCIOWEGO

1.

W pracy zajm uję się istnieniem  rozwiązania rów nania funkcyjnego 
z wyprzedzającym  argum entem , postaci

(1) {<p (t)> =  F {cp}, (,), t e  A =  <  0, +  oo), h (t) >  t, *)

w k tórym  {h( t ) j  oznacza funkcję ciągłą i niem alejącą w  przedziale A 
o wartościach rzeczywistych, niem niejszych od t, symbol {cp};, p) oznacza 
funkcję {cp (s)} zlokalizowaną do przedziału <C 0, h (t) >  i przyjm ującą 
wartości z pewnej ustalonej przestrzeni Banacha B, zaś symbol F {cp}, (() 
oznacza funkcjonał, k tóry  funkcjom  {cp}, (f) przyporządkowuje, jako w ar­
tości, elem enty przestrzeni B. W rów naniu (1) dane są: funkcja { h (t)} 
oraz funkcjonał F; niewiadom ą jest funkcja {cp ( t ) } .

Równanie (1) przy założeniu, że h ( t ) ^ t  (typ przeszłościowy) było roz­
patryw ane przez A. Bieleckiego [1], [2], którego idee w ykorzystuję w  n i­
niejszej pracy.

2.

Oznaczenia i twierdzenia pomocnicze. Niech U oznacza zbiór funkcji 
{ u (t)} ciągłych w przedziale A, przyjm ujących wartości rzeczywiste, nie- 
m alejących w przedziale A i niech T { u }, (f) oznacza przekształcenie zbio­
ru  U w jego część. Oznaczmy {y (t )} =  T {l}f, {y [h (t)]} =  T {l}ft (f) i p rzy j­
m ijm y następujące założenia:

Z a ł o ż e n i a  Z.

1. Jeżeli {u.i}eI7, {u2} ^U  oraz U\ (s) =  u2 (s) dla 0 ^  s h (t), to
F W ,  (;) =  r  {u2}, (<).

*) S ym bole {cp (t)j, {h (t)}, {u (t)} oznacza ją  tu  fu n k c je , podczas gdy oznaczen ia  
ip (t), h (t), 11 (t) z a reze rw o w an e  są na  oznaczen ie  w a rto śc i odpow iedn ich  fu n k c ji 
w  pu n k c ie  t.



2. Jeżeli 0 ^ t i ^ t 2 i U i ( s ) ^ u 2(s) dla 0 ^ s ^ h ( t 2), to 1’ {u j h f o ) ^
=¾ r  {«2}/. (o) i r  {Ul}h {<2) — r  {Ul}h (fl) <  r  {U2}h (,2, r { u 2}h((l).

3. Jeżeli {ui jeU,  {u2}eU, oraz u x (s) =  ^ u 2 (s) dla
< h ( t 2), 0 <  u =  const, to r{ u i} fc ( o ) < n r { u 2}Mo) oraz r{u i}h(,2) —
—  r  {u\}h (/j) [r  {u2}/, (,2) —  r  {u2}ń ((l)].

4. Istn ieje  liczba ż > 0  oraz funkcja {ę (t)} e U, taka, że ę ( 0 ) > 0  oraz 
ę (h (t)) ^  k ę (t) dla te  A.

5. Istn ieje  liczba A > 0  taka, że Y (h (t)) — y (t) — A, te  A.
6. Jeżeli 0 ^  t x =s£ t2, to y (h (t2)) Y (h (tx)) y (t2) — y (tx).
7. Istn ieje  liczba k  >  0, spełniająca nierówności k i> 1 +  k  7 A ekA 

i k >  ż e kA.

W dalszym  ciągu będziemy korzystać z następujących lem atów A. Bie­
leckiego ([1] str. 106), podanych dla funkcjonału T typu  przeszłościowego, 
k tóre przy założeniach 1, 2 i 3 Z zachowują swą moc dla funkcjonału typu 
przyszłościowego:

Lem at 1. Jeżeli spełnione są założenia 1, 2, 3 Z, te  A, {ui}e[7, {u2}e[/ 
oraz Uj (s) sś u2 (s) dla 0 ^  s ^  h (t), to T {ui}h (#) ^  T [u2}h (f).

Lem at 2. Jeżeli spełnione są założenia 1, 2, 3 Z, 0 ^  m- =  const, {tt}sU, 
to r  {M-u}h (#) — m- r  {u},, (0.

Lem at 3. Jeżeli 0 < B — A < C  oraz k >  [C — (B — A)]-i,
to

C e kA< [ C - ( B - J ) ]  ekB

W ykażem y teraz pewną nierówność funkcyjną, grającą zasadniczą rolę 
w dowodzie tw ierdzenia egzystencjalnego dla rów nania (1). Zbudujm y 
w tym  celu pomocniczą funkcję w  (t), określoną związkiem

(2) w (t) =  ę ( t )k  e kl , te  A.

Łatw o widać, że {w (t)} e U. W spomnianą wyżej nierówność funkcyjną 
sform ułujem y w postaci następującego lem atu:

Lem at 4. Jeżeli są spełnione założenia Z, to istnieje liczba q e (0,1), taka, 
że dla t e A zachodzi nierówność

(3) ę (t) +  T {w (s)},, (0 <  q w  (t).

Obierzemy dla dowodu liczbę q e (0,1) tak, aby zachodziły nierówności 

q k  >  1 +  k  ż A e kA i q k  >  ż ekA.

Jest to możliwe wobec założenia 7 Z.



Na podstawie lem atów 1, 2 oraz założeń 4 i 5, otrzym am y
ę (0) +  r  {ta}, (0) <  g 0) +  r  {u; (h (0))}, (0) < ę (0) +  w  (h (0)) T {l}„ (0) =
=  ę (0) +  w (h (0)) Y (h (0)) =  ę (0) +  ę (h (0)) k  ek?<h<0» Y (h (0)) <  ę (0) +

+  X ę (0) ekA k  ekr (0) [y (0) +  A] =  ę (0) (1 +  k X A ekA) <  q ę (0) k  =
=  q ę (0) k  ekT(0) = q w  (0).

Oznacza to, że nierówność

(4) ę (t) +  T {ta}h (() <  q w  (t)

zachodzi dla t =  0. Z ciągłości w ystępujących w  niej funkcji wynika, że 
nierówność (4) jest prawdziwa w dostatecznie m ałym  przedziale < 0 , 5 > ,  
5 >  0 .

Oznaczmy przez t kres dolny tych  wartości t £ A, dla k tórych  nierów ­
ność (4) nie jest prawdziwa i obierzmy liczbę ? dostatecznie bliską t, 
? £ (0, t) tak, aby było

X ekA
(5) q >  X ekA [y (t) — Y (?)] oraz k  >  ~  _  x gkA ^ y jgjj-

co jest możliwe wobec ciągłości funkcji y (t) w  punkcie x. Skoro nierów ­
ność (4) jest spełniona dla t =  ?, więc na mocy tejże nierówności, założeń 
2, 3, 4, 5 i 6 Z będzie

? (x ) +  T { w }h(z) =  ? (¾) +  r { u ; } h(5) +  ? (x ) —  ? ( i )  +  r { « > } hW  —  r { u > } M4) <  

<  q w  ( i )  +  ? (x ) -  5 (5 )  +  u >(h (X)) [ F {  1 } M t) -  T {  1 } MS)]  =

=  qw  ( ? )  +  ?  (X) -  ?  ( ? )  +  w (h (X )) [Y (h (X )) -  Y (h ( ? ) ) ]  <

^  q ? (?) kek<(i) +  ? (x) -  ? (?) +  ? (h (x)> k e ' M »  [y (x )  — Y (S)] <  
q C (5) k e k7(i) +  ? (x) — ? (?) +  X? (x) ekA kekT <T) [Y (x) — Y (§)]•

Chcemy pokazać, że nierówność (4) jest spełniona dla t  =  x; w  tym  celu 
w ystarczy wykazać prawdziwość nierówności
q ? (?) fcekT© +  ? (x) — ? (?) +  X ekA ? (x) ke^^>[y (x) — y (?)] < q ? ( x )  kek?w ,

czyli nierówności

? (x) {X ekA kekT(T) [C — (y (x) — y (i))] — 1} > 5 ( 1 )  [X e kA kCekA« — 1],
gdzie C =  q/X ekA.

Ale ,z lem atu 3 wynika, że
e fcTW [ C_ ( Y(T) _  Y(| ) ) ] ^ CekT«)!

■czyli
5 (x) {X ekA kekAO [C — (y (x )  — Y (i))] — 1} >  ? (x) {X ekA kCek‘^> — 1} >  

> ? ( ? ) { X ekA kCekr(i> — 1),
gdyż

? ( ? ) < ? ( x )  oraz XekA kCeky^ ] — 1 =  qkekT(̂  — 1 >  0.



W idzimy więc, że nierówność (4) jest praw dziw a dla t =  t; w nioskuje­
m y stąd, iż zachodzi ona w  przedziale <  i, t  +  5 > ,  gdzie 8 jest dosta­
tecznie m ałą liczbą dodatnią. Przeczy to definicji liczby t.

3.

Twierdzenie o istnieniu rozwiązania równania (1). Oznaczmy przez $  
zbiór funkcji (<P(t)} ciągłych dla t t A  i przyjm ujących wartości z prze­
strzeni Banacha B. Przez | |x | |  oznaczać będziem y norm ę elem entu x e B ,
zaś przez || cp (t) ||* oznaczać będziemy sup || cp (x) ||, te  A, {cp(t)}e'I>. Przez

' o t
‘1*0 rozumieć będziem y podzbiór zbioru ¢, określony nierównością

(6) || <p (t) | K  w  (t), {cp(t)}e<I>, t e  A,

przy czym funkcja w  (t) dana jest określeniem  (2).
O funkcjonale F, w ystępującym  w rów naniu (1) przyjm ijm y następu­

jące założenia:

Z a ł o ż e n i a  F.

1. Jeśli {cp(t)}e$ i (ćp (t)} =  F {cp}/)(0, to {ę(t)}e<I>.

2. Istn ieje  funkcjonał T typu  przyszłościowego, podlegający określe­
niom punk tu  2 i spełniający założenia Z i taki, że jeśli (qp(t)}e$ 
oraz {i[> (t)}e<I>, to zachodzi nierówność ||F{ęp}h(f)— F {¢),,(,) || =£7 
< r { | |c p - ^ | |* } , (f), te  A.

3. Istn ieje  funkcja %(t), spełniająca założenia 4 Z, taka, że

te  A,

przy  czym {0} oznacza elem ent zerowy zbioru $ 0-

T w i e r d z e n i e .  Jeżeli spełnione są założenia F, to rów nanie (1) po­
siada w klasie funkcji 5'0 dokładnie jedno rozwiązanie.

Dowód.  Niech (cp(t)}e#o i niech

(7) {ćf(t)J =F( cp}hm.

W tedy, wobec założeń F oraz lem atów  1 i 4, mamy

|| T (t) || <  || F{(p}h(t) ~  F{0}/,(/) ii +  H F {0 }h(/) | j  < 'C (t) +  F{IIcP ||*}h( 0 <  
< 'C (t) +  r{ m } h(,) < q u ;( t) .

Oznacza to, że transform acja F, określona równością (7) spełnia w arunek 
F (¢,)) CI ¢ 0.



Niech teraz {cp (t)} e <I>0 i (ty (t)} e $ 0; wprowadźm y w zbiorze # 0 m etrykę, 
przyjm ując

(8) ' g ( v > ł) = s u ip i m = m j ! i
t̂ >0 W (t)

W ten sposób, jak  łatw o sprawdzić, zbiór $ 0 sta je  się przestrzenią m e­
tryczną, zupełną.

Dla wykazania, że transform acja (7) jest zbliżająca przyjm ijm y, że

{ę(t)}  =  F{cp}hm oraz {ty(t)} =  F{ty}h(f).

Zgodnie z założeniem 2 F, lem atam i 1 i 2 oraz nierównością (3) o trzy­
m ujem y oszacowania

j| ty (t) —  ty (t) II =  II F{  cp}h m — F { y } h (n | | <  r { | |  cp —  ty ||*}h(f, <
<  r{ p  (cp, ty) w }h (f) <  9 (cp, ty) F { w } h (t) <  Q (cp, ty) qw  (t).

Stąd i z określenia (8) wynika, że

Q (¢, t y ) < Q Q (¢ ,"‘W, q e ( 0,1).

Sform ułowane wyżej tw ierdzenie w ynika już teraz w prost z tw ierdze­
nia Banacha o punkcie stałym .

4.

Przykład zastosowania twierdzenia egzystencjalnego. Rozpatrzm y dla 
przykładu rów nanie różniczkowo-całkowe z w yprzedzającym  argum entem

o(t) ■

(9) V( t )  =  f  / ( t , ty ( t  +  s))dsr ( t ,s ) ,  teA,
ó

w którym  symbol całkowy oznacza całkę S tieltjesa względem  zm iennej s, 
funkcja f  (t, x ) jest ciągła w  obszarze D {i ^  0, — ° o < x < + o o } ) a jądro 
r ( t , s )  jest określone dla t sA,  s ł-S 0 i ma w ariację ograniczoną

°(t>

[ /  r ( t , s ) <  V, t  e A.

Funkcja o (t) jest ciągła i nieujem na dla t e  A i taka że funkcja h (t) =  
— t + a (t) jest niem alejąca w  przedziale A.

Szukać będziemy rozwiązania ty (t) rów nania (9) klasy C1 w przedziale A, 
spełniającego dany punktow y w arunek początkowy ty (0) =  {].



Połóżmy (t), te  A; otrzym am y stąd

t t - f - S

^ ( t )  =  n +  f v ( * ) d x ,  H'(t +  s) =  n +  J  (p (T)d t .
0 ó

Równanie (9) możemy więc zapisać w  postaci rów nania funkcyjnego (1), 
przy jm ując

° ( t )  f +  s

(10) F{(p}h(» = J  f ( t , r ] +  /  cp (t) d (x» dsr (t, s).
Ó 0

Załóżmy, że funkcja /  (t, x) spełnia w arunek  Lipschitza względem zmien­
nej x:

1/ (t, x)  — /  ( t , x ) l ^  L (t) |x  — x\

gdzie Ł (t) jest funkcją ciągłą w  przedziale A.
Połóżmy

hit)

(11) r{ u } M(, =  F L ( t )  J U (x)dx-
o

w tedy
Y (t) =  V L  (t) t, y (^ (t)) =  V L (t) h (t).

Łatwo zauważyć, że funkcjonał T określony wzorem (11) spełnia zało­
żenia 1, 2, 3 Z.

W arunek y (h (t)) — y (t) ^  A, w ystępujący w założeniu 5 Z przyjm ie tu ­
taj postać V L (t) [h, (t) — t] ^  A, czyli — wobec związku h (t) = t +  a (t) — 
postać

(12) L ( t ) o ( t ) < A / V .

Założenie 6 Z będzie spełnione, jeśli przyjm iem y, iż funkcja  v (t) =  
=  L( t ) o ( t )  jest nierosnąca dla te  A. Zakładając jeszcze, że

(13) | / ( t , r i ) i < M,  dla t e  A,

i przyjm ując, że funkcja ”ę(t) jest sta ła  'C, (t) =  VM,  stw ierdzim y łatwo, że 
spełnione są założenia 4 Z i 3 F. W tedy funkcja w  (t), w ystępująca w okreś­
leniu (2) przyjm ie postać

w  (t) =  K e kVL<t) 1
gdzie K = MVk.

Przyjm ijm y, że istnieją stałe A >  0 i f c >  0 (ż =  1), spełniające nierów ­
ności, sform ułow ane w obrębie założeń 5 i 7 Z i oznaczmy przez zbiór



funkcji ciągłych w przedziale A i spełniających w arunek  (6), tzm
w naszym  przypadku nierówność

|tp ( t ) |<  K e kVL(t) *

Pokażemy, że spełnione jest założenie 2 F.

Istotnie, jeśli {cp(t)}£<I>0 i {V to

c ( t )  t - j - S  t - f - S

I ^ M m o  ”  =  [ / (* ,! )+ /  <P(i)dT) — / ( t . n + Z ^ W d T ) ]  d r  ( t , s ) |<
0 0 o

‘+ s l r  =«)
< m a x  l/(t,Tl +  J  V ( r )di )  — f(t , rj  +  J ip (t) d x)| V  r  (t, s) 5¾

0 < s < o ( t )  "o 0 s  =  0
t  -f- s t  - j -  s

m ax L ( t) | j  cp(x)dx— J V ( r ) d j | ^
O^SSjo(t) o o

t + ° P )  Mt>

^ V L ( t j  f  \(p ( t )  — ip(T)|dx =  VL( t )J  | cp (t) — Xp ( t )  i d t  ^
0 o

h(t)
< V L ( t ) J  lep (x) — t|>(T)|* d r  =  r { | c p - ^ | * W  

b

Tym samym zakończyliśmy spraw dzanie założeń tw ierdzenia egzysten­
cjalnego dla rów nania (1). Z tw ierdzenia tego w ynika więc, że przy zało­
żeniach przyjętych w obrębie punktu  4 pracy, rów nanie różniczkowo-cał- 
kowe (9) posiada dokładnie jedno rozw iązanie w klasie funkcji ¢ 0.
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SUR UNE fiQUATION FONCTIONNELLE A L’ARGUM ENT A V A N C £

r F s u m B

Dans ce travail j ’ćtudie une eąuation fonotionnelle a argum ent avancś 
de la formę

(1) (<p (t)> =  F {qp},, (,), t£A  =  <  0, +  oo), h { t ) ^ t ,

ou {h (t)} designe une fonction reelle, continue et non decroissante pour 
t ^ O ,  la fonction {cp (t)} appartien t a 1’ensem ble $  des fonctions definies



et continues dans l’in tervalle  < 0 , +  oo) a valuers dans un  espace B de 
Banach. Le sym bole {tp}/i(n designe la fonction {<p (s)} rś trśc ie  pour 
O ^ s ^ h ( t ) ;  F{cp};,(/) est une transform ation de $  dans ¢.

L ’ensem ble de toutes les fonctions reelles {u  (t)), continues, non nega- 
tives et non decroissantes dans l ’in tervalle  < 0 , +  oo), sera  designe par U 
et une transform ation de U dans U — par r { (#); de plus {y (h (t))} — 
=  F { l} h(f), (y (t)} =  r { l } (. J ’adm ets pour l’śquation (1) les hypotheses 
1— 7 p. 68 et 1— 3 p. 70.

M oyennant le theorem e du point fixe de Banach je  dem ontre, que 
l’equation (1) adm et exactem ent une solution dans la classe des fonctions 
{cp(t)}e$, qui satisfont a la condition

l l c p ( t ) I K U t ) k e ^ ^ ,  0,

ou {'C (t)} designe une fonction de 1’emsemble U (v. 1’hypothese 4, p. 68 et 
3, p. 70), || x  || —  la norm ę de elem ent x B  et 0 <  k  =  const.

O ddano do R ed a kc j i  20. IV. 1965



K. ZIMA

0  JEDNOZNACZNOŚCI ROZWIĄZANIA PROBLEMU CAUCHY’EGO
DLA RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH Z PRZESUNIĘTYM

ARGUMENTEM

Niniejsza praca zawiera uogólnienie znanego z teorii rów nań różnicz­
kowych zw yczajnych k ry terium  E. Kamkego o jednoznaczności, na p rzy­
padek rów nań różniczkowych z przesuniętym  argum entem . Oprócz tw ier­
dzenia o jednoznaczności praca zawiera pewne tw ierdzenia o charakterze 
porównawczym. Podane tu  w yniki są uogólnieniem  m. in. rezultatów  prac 
[1], [2].

1. Równanie różniczkowe z opóźnieniem w przestrzeni Banacha

Niech E oznacza przestrzeń Banacha, zaś X niech będzie zbiorem  funk­
cji x  (t), określonych w przedziale <  p, T), p ^ 0 < T ,  przyjm ujących 
w artości z przestrzeni E.

Będziemy stale zakładać, że funkcje należące do zbioru X  są ciągłe, 
a w  podprzedziale <  0, T) — różniczkowalne.

Niech R będzie iloczynem kartezjańskim  przedziału <  p, T) i zbioru X, 
tj. R =  < p , T ) X X ,  Załóżmy, że na zbiorze R  jest określona operacja A,  
k tóra ma następujące własności

1*. Jeśli punkt (t , x ) należy do zbioru R, to A( t ,  x ) eE.
2*. Jeśli x  (t), x  (t) £ X i dla t  e <  p, T) x  (t) =  x  (t) w  przedziale <  p, x > ,  

to A  (t,/x) =  A  (t, x).
Operację A  posiadającą własności 1* i 2* będziemy nazyw ali operacją 

typu V olterry.
Niech P (t) będzie funkcją rzeczywistą, określoną w  przedziale <C 0, T)

1 niech inf.{P ((;)} p.
Będziemy rozważać następujący problem  C auchy’ego

| x  (t) =  cp (t) dla t £ <  p, 0 >
|x'(t) =  A  (P (t), ,x) dla t £ <  0, T).



Rozwiązaniem problem u (1) w  przedziale <  0, T) nazywam y taką funk­
cję x  (t) należącą do zbioru X, która dla t e < p ,  0 >  jest identyczna z za­
daną funkcją początkową <p (t), zaś w  przedziale <  0, T) spełnia drugi wa­
runek  problem u (1).

2. Funkcjonały m odularne

Celem sform ułow ania k ry terium  jednoznaczności dla problem u (1) 
wprowadzim y pew ną klasę funkcjonałów  rzeczywistych i nieujem nych, 
określonych na zbiorze l i ł  =  < 0 , T ) X X X < p , 0 > .  Funkcjonały te, 
z uwagi na n iektóre ich własności, będziemy krótko nazywać funkcjona­
łam i m odularnym i, a dla ich oznaczenia będziemy używ ali litery  F.

Jeśli punkt (t, x, t) należy do zbioru R*, to w artość funkcjonału T w tym  
punkcie będziemy oznaczać symbolem  T (t, x,  x).

Niech x( t )  będzie dowolnie ustaloną funkcją, należącą do zbioru X. Bę­
dziem y zakładać, że przy ustalonym  argum encie i ,  funkcjonał T ma na­
stępujące własności względem  zm iennej t i param etru  x:

1°. P rzy ustalonej wartości r, r ( t , x ,  x) jest funkcją ciągłą i niem ale- 
jącą zmiennej t.

2°. Dla każdego t e (0, T) i t* e <  p, 0) zachodzi nierówność

F(t, x, t*) <  T(0, x, x*) +  F(t, x, 0) — || x  (0) ||.

3°. Jeśli x( t )  =  0 w przedziale <  t, 0 > ,  to dla t e < 0 ,  T) zachodzi
równość r  (t, x, x) =  T (t, x, 0), a w  przypadku granicznym , gdy 
x — o, r ( 0 , x , 0) =  II x  (0)11.

4°. Jeśli t * >  0 i F(t*, x, 0) =  0, to x( t )  =  0 w przedziale <  0
5°. Jeśli t e (0, T) i x ’ oznacza pochodną funkcji x, to

D_ T (t,x , 0 ) < r ( t , f ’, 0).

6°. Jeśli x  (0) =  0, to D +r ( t ,  x, 0)t=8<  || i ’ + (0) ||.

Podamy obecnie kilka przykładów  funkcjonałów , spełniających w arunki 
1°— 6°.

P r z y k ł a d  1. Jeśli funkcja x ( t ), p rzyjm ująca wartości z pewnej prze­
strzeni rzeczywistej H ilberta, jest ciągła w  przedziale <  p, T), a w  pod- 
przedziale <  0, T) posiada ciągłą pochodną i x  (0) =  0, to funkcjonał T 
określony wzorem

1/2
(a) r  (t, x, T) =  J II X (s) ||2ds

X

spełnia w arunki 1°— 6° ([4]).



P r z y k ł a d  2. Jeśli funkcja x(t ) ,  p rzy jm ująca wartości z przestrzeni 
Banacha, jest ciągła w  przedziale <  p, T), m a ciągłą pochodną w pod- 
przedziale <  0, T) oraz x  (0) =  0, to funkcjonał T określony wzorem

t
(P) r  (t, x,  t) =  f  || x  (s) || ds

jest funkcjonałem  m odularnym  ([4]).

P r z y k ł a d  3. Jeśli funkcja x  (t), p rzyjm ująca w artości z przestrzeni 
Banacha jest ciągła w  przedziale <  p, T) a w  podprzedziale <C 0, T) ma 
ciągłą pochodną, to funkcjonał T określony wzorem

(Y) r  (t, x,  t) =  sup || x  (s) ||
< * ,  t >

jest m odularny.
Dość proste dowody własności 1°— 6° w odniesieniu do funkcjonałów  

podanych w przykładach 1— 3 pomijam.

3. Jednoznaczność rozwiązania problemu (1)

Przy dowodzie k ry terium  Kam kego o jednoznaczności dla rów nania 
różniczkowego z opóźnieniem, będziem y powoływać się na pewne tw ier­
dzenie z zakresu nierówności różniczkowych, k tóre niżej przytoczym y, 
a k tóre dla wygody nazwiem y pierwszym  tw ierdzeniem  porównawczym
([3]).

Pierwsze twierdzenie porównawcze. Niech o (t, u) będzie funkcją nie- 
ujem ną i ciągłą w  zbiorze D { 0 < t  <  T, u ^ O j  i m ającą tę  własność, że 
gdy utw orzym y rów nanie różniczkowe

(2) u' = a (t, u)

to jedyną całką tego rów nania spełniającą w arunki 1) lim  u  (t) =  0,
t  > 0 4

2) u ’ + (0) =  0, jest funkcja tożsamościowo rów na zeru w  przedziale <  0, T).
Równanie (2) m a następującą, ważną własność, zaw artą w  tezie p ierw ­

szego tw ierdzenia porównawczego:
Jeśli ciągła i n ieujem na w  przedziale <  0, T) funkcja z (t) znika w  punk­

cie 0 wraz ze swą praw ostronną pochodną, a dla t e (0, T) czyni zadość n ie­
równości
(3) D . z ( t ) < a ( t , z ( t ) ) ,  

to z(t)  =  0 w  przedziale <C 0 ,T).



Twierdzenie o jednoznaczności. Niech x (t), x  (t ) będą dwoma funkcja­
m i rodziny X.  Niech następnie |  (t) =  A (p (t), x), f  (t) — A ((5 (t), x) oraz 
niech P (0) =¾ 0. Jeśli operacja A ma tę  własność, że dla dowolnej pary  
funkcji x  (t) i x ( t )  e X  i ich obrazów I (t) i f  (t) zachodzi nierówność

(4) —  I ) ,  0 ) <  a (t, r ( t , {x  —  x} ,  p)),

to początkowej funkcji cp (t) określonej i ciągłej w  przedziale < łp ,  0 > ,.  
odpowiada co najw yżej jedno rozwiązanie problem u (1).

Dowód.  Niech x  (t) i x  (t) będą dwoma rozwiązaniam i problem u (1). 
U twórzm y funkcję z (t) =  T(t ,  { x — x},p). Ponieważ dla t e < p ,  0ł> 
x ( t ) — x( t )  =  ty(i)— ty (t) =  0, więc z(0) =  T(0,{x — x ), p) =  0.

Pokażemy teraz, że funkcja z ( t ) spełnia nierówność (3). Istotnie, jeśli 
funkcje x  (t) i x  (t) są rozw iązaniam i problem u (1), to f  (t) =  A (P (t), x) =  
— x ’(t), 1 (t) =  A 0 ' (t), x) =  x ’(t) i nierówność (4) przyjm ie postać

(5) r ( t , { x ’ —  x ’}y0 ) <  a(t,  r ( t ,{x —  x},p)) ,

a stąd, poprzez w arunki 3° i 5°, otrzym ujem y

(6) D .r ( t ,{ x  — x } , 'P )<  o(t,  r ( t , {x  —  x},p)) .

Jest to więc nierówność (3) dla funkcji z (t) = T (t,{x — x},p).

Pokażem y jeszcze, że funkcja z (t) posiada w  punkcie 0 praw ostronną 
pochodną rów ną zeru. Istotnie, z założenia, że P (0) =¾ 0 oraz na mocy 2* 
(str. 1) w ynikają równości

(7) A ((5 (0), x)  =  A (0 (0), ty), A (P (0) x)  =  A  (p (0), ty),

z których, wobec rów nania (1) w ynika równość x ’ + (0) =  x ’ + (0).

Na mocy w arunku 6° o trzym ujem y

(8) D + z ( t ) t O< | | x ’ + ( 0 ) - x ’ + (0)|| =  0.

Funkcja z (t) jest jednak, wobec założenia 1°, niem ałejąca. Stąd D+z (t) 5? 0.

U w zględniając jeszcze oczywistą nierówność D+z (t) ^ D  + z (t), o trzym u­
jem y wniosek, że z’ + (0). Zatem  funkcja z (t) spełnia wszystkie założenia 
pierwszego tw ierdzenia porównawczego, a stąd wynika, że z(t) =  0 w  prze­
dziale <  0, T).

Dowodzi to jednoznaczności rozwiązania problem u (1).



Twierdzenie o oszacowaniu całki rów nania (1), k tóre niżej sform ułu je­
my, będzie się wiązać z pew nym  tw ierdzeniem  z zakresu nierówności róż­
niczkowych. Twierdzenie to krótko nazwiem y drugim  tw ierdzeniem  po­
równawczym  ([3]).

Drugie twierdzenie porównawcze. Niech dane będzie rów nanie różnicz­
kowe

(9) u =  a*(t, u), t ^  0.

0  funkcji o*(t,u) zakładam y, że jest ciągła ’ n ieujem na dla t 0, u 7+ 0
1 niem alejąca względem zm iennej u.

Równanie (9) ma tę własność, że jeśli ciągła i nieujem na dla t ^  0 funk­
cja z (t) spełnia nierówności

(10) D - z ( t ) ^ o * ( t , z ( t ) )  oraz z ( 0 ) ^ 8 ,

zaś u ( t , b ) jest całką górną w praw o rów nania (9) z w arunkiem  początko­
wym  u  (0, 8) =  8, to dla t ^  0 zachodzi nierówność

(11) z(t)=£^n(t,  8).

Twierdzenie o oszacowaniu. Niech funkcja x  (t) należy do zbioru X 
(str. 1) i niech l  (t) =  A ((i (t), x). Jeśli funkcjonał A spełnia nierówność:

(12) r ( t , i , 0 ) < o *  ( t ,F(t ,x,p)) ,

to dla funkcji x(t ) ,  będącej całką rów nania (1), praw dziw e jest oszaco­
wanie

(13) F ( t , x , p ) < u ( t ) ,

gdzie v  (t) jest całką górną w prawo rów nania (9), spełniającą w arunek 
początkowy v  (0) =  r(0 , cp, p).

Dowód.  Z nierówności (12) oraz w arunku 5° w ynika nierówność

(14) D_r ( t , x ,  0 X a * ( t , r ( t , x , p ) ) .

Następnie, wobec monotoniczności funkcji o*(t,u)  względem zmiennej 
u, oraz w  oparciu o nierówność (14) i w arunek  2°, o trzym ujem y

(15) D- F(t, x,  0) <  o* (t, {F(t, x,  0) +  r(0 , cp, p) — || x  (0) ||}).



Przy jm ijm y oznaczenia

Y(t) =  T(t, x,  0) +  r(0 , cp, p) — || x  (0) || oraz T(0, qp, p) =  8.

Z nierówności (15) w ynika dla funkcji Y(t) nierówność następująca

<16) D _Y (t)<  o*(t,Y(t)).

Zauważmy jeszcze, że Y(0) =  T(0, x, 0) +  8 — || x  (0) || =  8. Na mocy dru­
giego tw ierdzenia porównawczego, dla funkcji Y(t) otrzym ujem y oszaco­
w anie

(17) Y ( t ) < v ( t ) ,

gdzie v  (t ) jest całką górną w praw o rów nania (9), z w arunkiem  począt­
kowym v  (0) =  8. Z drugiej strony, wobec w arunku 2°, T(t, x, p) ^  Y(t). 
Ostatecznie otrzym ujem y więc oszacowanie

( 18) r ( t , x , p ) < u ( t ) ,

co kończy dowód tw ierdzenia o oszacowaniu.
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R E S U M E

Sur l ’unicite de la resolution du problem e de Cauchy par rapport 
a l’equation d ifferen tielle  a l’argum ent retarde.

I) Soit E un ’espace de Banach et X 1’ensem ble des fonctions continues 
dans P intervalle <  p, T), differentiables pour t <  0, T) et x ( t ) s E  pour 
t £ <  p, T). Soit R =  <  p, T) X X.



Nous considćrons une transform ation A,  definie dans 1’ensem ble R  et 
supposons

1*. A ( t , x ) s E  pour ( t , x ) sR.
2*. Si x( t ) ,  x ( t ) e X  et x( t )  = x ( t )  pour t s < p ,  t > ,  alors A  (t, x) = A  (t, x).

II) Soit donnę l’equation d iffśren tie lle

|  x  (t) =  (p (t) pour t s <C p, 0 >
(x '(t) =  A (P (t), x) pour t e <  0, T).

ou P (t ) est une fonction reelle, definie dans l,in tervalle  <  0, T) et 
inf. P ( t ) ^ p .

III) Designos par r  une operation reelle, definie dans l’enisemble
R* — < 0 , T) X X X <  p, 0 > .  Nous adm ettons que 1’operation a pour cha-
que x  (t)e X  fixe, les proprietes suivanites

1°. T(t ,x,x)  est une fonction nonnegative, eontinue et nondścroissante 
par rapport a variable t.

2°. Pour chaques t e (0, T) et t* e< ,p , 0)

T(t, x, t*) ^  T(0, ±, x*) +  T(t, x, 0) — || x  (0) ||.

3°. Si x  (t) =  0 dans l’in tervalle  < t ,  0 > ,  alors T(t, ±J t) =  T(t, £, 0) et, 
de plus, T(0, ±, 0) =  || x  (0) ||.

4°. Si t* >  0 et r(t*, x, 0) =  0, alors x  (t) =  0 pour t e <  0, t* > .
5°. D_ T(t, x, 0) ^ T ( t ,  x ’, 0), t s ( 0 , T)  (x’ est derivee de la fonction x).
6°. Si x  (0) =  0, alors D+ T(t, x, 0)t=0^  || x ’+ (0) ||.

IV) La fonction o (f, u) eontinue e t nonnegative pour t e <  0, T), u 0
a la propriete suivante:

Si la fonction a (t), t e <C 0, T) est une rćsolution d ’śquation

(2) u =  a (t , u), et lim  u (t) = 0 ,  u + (0) =  0,
t >0 +

alors u (t) =  0.

V) Designos par x  (t), x  (i) deux fonctions d ’ense.mble X. Si 1’inegalite 
suivante a lieu

r ( t , { i — t} , o ) <  a (t, r ( t ,{ x — x}, p)),

ou |  (t) =  A  (P (t), x), |  (t) =  A  (P (t), x), alors l’equation (1) possede le plus 
une resolution.

Oddano  do Redakc j i  14. VII .  1965





TADEUSZ DŁOTKO

O PEWNYM ZASTOSOWANIU TWIERDZENIA BANACHA 
O PUNKCIE STAŁYM

Jak  zauważył A. Bielecki [1], tw ierdzenie Banacha o punkcie stałym  
przekształcenia zwężającego może być w prosty  sposób zmodyfikowane 
tak, aby w raz z dowodem istnienia rozwiązania rów nania funkcyjnego 
i jednoznacznością otrzym ać ciągłą zależność od param etru .

W klasie równań różniczkowych pozwala to na jednoczesny dowód 
twierdzenia o istnieniu, jednoznaczności i ciągłej zależności rozwiązania 
od param etru  i w arunku początkowego.

W nocie tej podaję w  oparciu o zmodyfikowane tw ierdzenie o punkcie 
stałym  Banacha pewne tw ierdzenie o istnieniu, jednoznaczności i ciągłej 
zależności od param etru  i wartości początkowej rozwiązania rów nania róż­
niczkowego zwyczajnego z w yprzedzającym  argum entem . Om awiane rów ­
nanie rozpatruję w  przestrzeni Banacha. Umożliwia to stosowanie rozw a­
żań np. do układów rów nań różniczkowych.

O trzym ane tw ierdzenie gw aran tu je  istnienie rozwiązania rów nania róż­
niczkowego z w yprzedzającym  argum entem  w klasie funkcji o wzroście 
co najw yżej wykładniczym  w całym  przedziale <  0, °o).

Stanowi ono uogólnienie wcześniejszych wyników A. Bieleckiego [2], 
C. Corduneanu [3] z teorii rów nań różniczkowych bez przesuniętego argu­
m entu i prac Doss’a i N asr’a [6] oraz T. Dłotko i M. Kuczm y [5] z teorii 
rów nań z w yprzedzającym  argum entem .

Na wstępie przytoczę wspom nianą wcześniej m odyfikację tw ierdzenia 
o punkcie stałym .

T w i e r d z e n i e  1. Niech funkcja F (x , y, z), określona na iloczynie kar- 
tezjańskim  B X E X G  przestrzeni m etrycznej zupełnej B i przestrzeni 
m etrycznych E i G przyjm uje w artości z przestrzeni B. Załóżmy ponadto, 
że funkcja F jest ciągła względem  (y, z ) s E  X G  przy ustalonym  x  i dla 
dowolnych x  i X e B  jest

| F ( x , y , z )  —  F ( X , y , z ) K a ( y , z ) l z  —  X | ,



gdzie a (y, z) jest pewną funkcją ciągłą zm iennych y i z o w artościach 
rzeczywistych i a (y, z) 8 <C 0,1).

P rzy  tych  założeniach istnieje dokładnie jedna funkcja x ( y , z )  określona 
w całym  iloczynie kartezjańskim  E X  G o wartościach z przestrzeni B, 
taka, że

x  (y, z) = F (x (y, z), y,  z)

oraz x (y, z) jest ciągła w  przestrzeni E X G.

Dowód.  U stalm y (y, z ) e F  X G. Z tw ierdzenia Banacha o punkcie stałym  
wynika, że istnieje funkcja x  (y, z) taka, że x  (y, z) = F (x (y, z), y, z). Na­
leży wykazać, że x(y,  z) jest ciągła. Niech (Y, Z ) e E  X G. W tedy jak  w y­
żej x  (Y, Z), =  F (x (Y, Z), Y, Z). Oszacujm y różnicę

Ix (y, z) — x (Y, Z ) | < | F  (x (y, z), y,z) — F (x (Y, Z), Y, Z)i +
+  IF (x (y, z), Y, Z) -  F (x (Y, Z) Y, Z ) |< |F  (x (y, z), y, z) -  

-  F (x (y, z), Y, Z) I +  a (Y, Z) |x  (y, z) -  x  (Y, Z) | .

O trzym ujem y
, IF (x (y, z), y, z) — F (x (y, z), Y, Z) I

(1) | x(y,z)  —  x(Y,  Z)|s£= t _  a (Yj

U stalm y (y ,z ). Gdy iY — yi +  |Z  — z i^-0,  to licznik ostatniej nierów ­
ności dąży do zera, zaś m ianownik do liczby większej od zera. Dowodzi to 
ciągłości funkcji x  (y, z).

S form ułuję najp ierw  dalsze założenia w farm ie hipotezy.
Hipoteza H1.

I. Niech Bi  oznacza przestrzeń Banacha. Funkcja f ( t , x , y , u )  jest ciągła 
i odwzorowuje elem enty iloczynu kartezjańskiego <  0, 00) X B x X B x X 
X (— ° o , +  oo) w  elem enty  przestrzeni B x.

II. Istn ieją funkcje L x (t) i L2 (t) nie ujem ne i ciągłe dla t ^ O  o w ar­
tościach rzeczywistych takie, że dla x, X,  y, Y £ B x, t ^  0, u =  const jest

(2) | | / ( t , x , y , u ) - / f t , X , Y , u ) | | < L 1( t ) | | x - X | |  +  L2( t ) | | y —Y| |

gdzie || || oznacza norm ę w  przestrzeni B x.

III. Istn ieją liczby x > l ,  K,  8 e < 0 , 1 ) ,  T ^ O  i x 0, y 0£ B x takie, że dla 
dowolnego ustalonego u e ( — oo,+ oo) jest

t
(3) J  II f  (t, x 0, y 0, u)  || d x <  K  exp (% A (t)) dla t ^  T,

0

t

gdzie A (t) =  ) [Lx (t) +  L2 (t)] d  t  dla t ^  0. Ponadto
ó



gdzie h (t ) oznacza funkcję rzeczyw istą zmiennej rzeczywistej t ciągłą

T w i e r d z e n i e  2. Jeżeli praw dziw a jest hipoteza H 1, to rów nanie (5) 
z w arunkiem  początkowym (6) posiada przy ustalonym  u  dokładnie jedno 
rozwiązanie cp (t) takie, że || cp (t) || =  0 (exp (¾ A (t))).

Dowód.  Oznaczmy przez zbiór wszystkich takich funkcji ciągłych cp (t) 
w przedziale <  0, <x>), że cp (t) e  B 1 i

Można łatwo sprawdzić, że zbiór 4> z przy jętą  norm ą stanowi przestrzeń 
Banacha. Równanie (5) z przy jętym  w arunkiem  początkowym  (6) jest 
równoznaczne rów naniu całkowem u

określona dla cp (t) s ¢, przekształca elem enty zbioru 4> w elem enty tego 
zbioru. M amy bowiem oszacowania

dla t ^  0 i h (t) ^  t.

Rozpatrzm y w przestrzeni B 1, rów nanie różniczkowe

(5) V’(t) =  f  (t, cp (t), cp (h (t)), u)

z w arunkiem  początkowym

( 6) cp(0) =  <p0 s Bi.

(?) II <hP (t) || — 0' (exp(xA(t)))  dla t ^ O .

Za A. Bieleckim [2] wprow adzam y normę Icp | elem entu fp (t) 

icpl =  sup {|| cp (t) || exp (— wA(t))}.

(8 ) cp (t) =  cp0 +  I f  ( t ,  cp ( t ) ,  cp (h ( t ) ) ,  u )  d r  (patrz [4] lub [7]).
o

Operacja

(9) - cp (t) =  <Po + J f  (t, cp W, cp (h (t)), u) d r
o

* Ostatni warunek jest w szczególności spełniony gdy A (h (t)) — A (t) ^  A ^  
lub gdy h (t) = t.



II cp (t) || <  || cpo || +  J {Li  (t) II cp (i) — x 0 II +  L 2 (t) |j cp (h (X)) — y0 } d x +
O

t

+  J II /  (T, X0, y 0, u) II d T <  II cp0 II +  max(|cp — x 0l;
O

t

|cp — J/ol) J  [Li (t) exp (x A (t)) +  L2 (t) exp (x A (,h (t)))] d  x +

+  J 11/( t , x 0, y 0, u ) | | d T < | | c p 0 || +  m ax( | cp  —  x 0i; |cp — y 0l ) 8 j  [Li (x) +

+  L2(t)]x exp. (x A(x))dx +  J  || /  (t, x 0, y 0, u) || d x = ||<p0 || +  m ax ( I<p — x01;
O

t

lep — yoi)8 exp (x A (t) 1) +  | | | / (T,x0,yo,u) | |dx.
o

Ostatecznie
|| $ (t) || exp (— x A (t)) ^  const dla t ^  0.

Z ostatniej nierów ności wynika, że cp (t) e ¢. Należy jeszcze pokazać, że 
przy poczynionych założeniach jest

ićp — + 1 =¾¾ 8 1 cp — ¢1.

W tym  celu rozpatrzym y różnicę

t
II ¢ ( 1 ) -  + (t) II <  J II / (x, cp (x), cp (h (x)), u) —  / (X, + (x), + (h (x)), u)  II d x <

0
t

<  f  { Li  (x) II cp (x) — + (x) II +  L2 ( x )  II cp (h (x)) — + (h (X)) II) d X <
0

t

5¾|cp — + | I {Li  (x) +  L2 ( x )  exp [X A (h (x)) — x A (x)] exp (x A (x))} d x ^  
ó

t

=£7 8|cp — + | I [Lj (x) +  L2 ( x ) ]  x exp (x A (x)) dx =  8|cp — + | [exp (x A (t)) — 1], 
o

Ostatecznie

|| ćp (t) — + (t) | | 8 I cp — + I exp (x A (t)), skąd Ićp — xpI =++ 8 1cp— +| .

Pokazaliśmy, że operacja (9) jest zbliżająca. Z tw ierdzenia Banacha 
o punkcie stałym  w ynika, że istn ieje  dokładnie jedno rozwiązanie cp (t) 
z klasy $  spełniające rów nanie (5) i w arunek  (6) w przedziale t ^  0 (pa­
ram etr u by ł ustalony).



Przed przystąpieniem  do dowodu ciągłości otrzym anego rozwiązania 
rów nania (5) ze względu na param etr u  sform ułuję drugą hipotezę.

H i p o t e z a  H2.

Funkcja f  (t , x,  y, u) określona w  przestrzeni <  0, oo) X B Ł X Bi X 
X (— oo, +  oo) spełnia w arunek  Lipschitza ze względu na zm ienną
u £ (— oo, oo)

|| f  (t, x,  y , u)  —  j  (t, x,  y ,  U) | | <  N  \ u —  U ||, 

gdzie I || oznacza bezwzględną w artość oraz istn ieje  stała  M taka, że

sup t • exp (— x A (t)) ^  M.
t;s=o

T w i e r d z e n i e  3. Jeżeli praw dziw e są hipotezy H Ł i H2, to rozw ią­
zania rów nania (5) zależą w sposób ciągły od w arunku początkowego (6) 
oraz param etru  u.

Dowód.  W celu stosowania tw ierdzenia 1 przy jm ijm y, że B — ¢, 
E =  <  0, oo), G =  (— oo, +  cx)). Funkcję F określam y następująco:

t

F = F (t, <P (t), cp0, U) =  <Po +  j  f  (T, cp ( t ) ,  cp (h ( t ) ) ,u )  d-c.
o

Przyjm ujem y a (cp0, u) =  5 <  1. Zgodnie z dokonanym i oszacowaniami

l F ( t ,  cp, cp0, u) F ( t , cp0, u ) l^ 5 |c p  — ip|

Pokażemy, że funkcja F jest ciągła względem  argum entów  cp0 i u. Z hipo­
tezy H 2 otrzym ujem y

IF(t, cp, cp,, Uo) F (t,cp, <p„ +

+  s u p  N -  U °  <  II Cp0 —  cpj II +  N M I u 0 —  U l II.
(5>o exp(xA(t ) )

Gdy || cp0 — (Pi || <  ~ - i l u 0 — u Ł || <  e/2MN,  to

I F ( t ,  cp, cp0, u0) — F(t ,  cp, cpi, U i ) l < e ,

co dowodzi, że rozwiązania rów nania (5) zależą w sposób ciągły od w arun ­
ku (6) i param etru  u.
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SUR UNE A PPLIQUATION DU THfiOREME DE BANACH SURLE POINT FIXE
T A D E U S Z  D Ł O T K O

R E S U M E

Dans la prbsente note 1’au ter exam ine l’equation d ifferen tielle  a argu­
m ent accelere aux valeurs de 1’espace de Banach. On dem antre le theo- 
rem e: si l’hypothese H x est accomplie, alors l ’ćquation differentielle [5] 
avec la condition [6] possede exactem ent une solution cp (t) telle, que 
llęp (t) || =  0 (exp (xA ( t ) )) pour t  ^  0.

Ensuite nous trouvons une modification du theorem e de Banach sur le 
point fixe d ’une telle faęon, que si les hypotheses H, et H2 sont accomplies, 
alors les Solutions de l ’śquation [5] dependent d ’une m aniere continuelle 
de la condition [6] et du param etre  u.

Les rśsu lta ts  obtenus generalisent certains theorem es u lterieurs obtenus 
par A. Bielecki, C. Coduneanu, S. Doss et S. K. N asr e t 1’au teu r de cette 
note.

O ddano do R e d a k c j i  18. VI. 1965



TADEUSZ DŁOTKO

O ISTNIENIU ROZWIĄZAŃ PEWNEGO RÓWNANIA 
RÓŻNICZKOWEGO 

Z OPÓŹNIAJĄCYM SIĘ I WYPRZEDZAJĄCYM ARGUMENTEM

W pracy [1] zajm owałem  się istnieniem  rozwiązań rów nania różniczko­
wego z w yprzedzającym  argum entem  postaci

z w arunkiem  początkowym qp (0) =  <p0. Przy odpowiednich założeniach do­
wiodłem, że rów nanie (1) wraz z sform ułow anym  w arunkiem  początko­
wym  punktow ym  posiada przynajm niej jedno rozwiązanie cp (t) w  całym  
przedziale <C 0, co). Rozwiązanie to nleży do klasy funkcji o wzroście co- 
najw yżej w ykładniczym  dla t ^  0.

W pracy tej m odyfikuję metodę dowodu zastosowaną w [1] w taki spo­
sób, ażeby objąć nią rów nanie postaci [1], w  k tórym  w ystępuje równocześ­
nie opóźniony i w yprzedzający argum ent i w  k tórym  w arunek  początkowy 
dany jest w  postaci funkcji początkowej.

Oznaczenia

Niech X n oznacza n wymiaową przestrzeń kartezjańską, k tórej elem enty 
oznaczamy przez ^  =  ( ^ , . . . ,  x n). P rzyjm ujem y norm ę elem entu x : |x | =  
=  m ax [ l x i l , ..., Ix„|], Symbol X 1 + n oznacza iloczyn kartezjański zbiorów 
( °°, +  °°) X X n; jego elem enty oznaczamy przez (t, x)  =  (t, Xi„. xn).
Symbol 4> oznacza klasę funkcji wektorow ych (cp (s) / 1 u określonych 
w przedziałach <  t, u  > ,  przyjm ujących wartości z przestrzeni X n i cią­
głych w przedziale <Ct, u~>.  Końce przedziału < t ,  u >  nie są ustalone. 
Symbol cp (t) jest skrótem  ciągu <Pi (t), ...,<p„ (t). W zbiorze określam  m e­
trykę w  ten  sposób, że odległość

(2) W ..v ]

rozum iem y jako odległość w  sensie H ausdorffa w ykresów  tych funkcji, 
będących podzbiorami przestrzeni X n + 1.



Symbol (I '<p ^  oznacza klasę funkcji cp (s), określonych i ciągłych w  prze­
dziale <  p, oo), 0 p =  const >  — oo, przyjm ujących wartości z przestrze­
ni X n. Symbol , oznacza podklasę klasy funkcji (l><p } m ających cią­
głą pochodną w przedziale <  0, oo).

Symbol F ({cp (s)}f> u) oznacza funkcję k tóra elem entom  zbioru $  zloka­
lizowanym  do przedziału <  t, u >  przyporządkowuje punkty  przestrzeni 
X n i jest ciągła ze względu na m etrykę przyjętą  w  zbiorze ¢. Oznacza to, że

(3) A A V A [[W(s)} , , u\ {V( t ) }s,v\ < b ^ \ F ( U > ( s ) } t,v) -
( tos)}* „ o o  o o

P unk t przyporządkow any funkcji {cp (s)/f,» oznaczamy przez F ({<(>(s)}t,u)-
Zakładam y, że h (t) i k  (t) są funkcjam i ciągłym i dla t ^  0, h ( t ) ^ k  (t)
i in f . h (t) =  p >  — oo. 

o
Będziemy rozpatryw ać rów nanie

, , ,  <P’(t) =  F ({cp (s)}h (f)> k m) dla t ^  0
<p (f) =  co (t) dla t e <  p, 0 > ,

określone dla funkcji w ektorow ych {cp (s)}/>(<), c (0 z klasy ¢ . Poszukujem y 
rozwiązania cp (t) z klasy o) spełniającego daną funkcję początkową 
co (t) taką, że 1(0(4)1¾¾ x dla 4e<ćp,  0 >  i % =  const >  0.

t
Oznaczmy A (t) =  j [M (s) +  N  (s)] ds, 4 ^  0, gdzie M (t) i N (4) są funk­

ii
cjam i ciągłym i i nieujem nym i dla 4 ^ 0 .

Zakładam y, że istn ieją  liczby a, K  takie, że

(5) a [A (k (t)) — A (t)] <  (1 — a) A (t) +  e~i dla 4 ^  0,

przy  czym K x * A * ,  a s * < 0 , l i > ,  K ^ 0  i

(6) lJ', ({cp(s)>fcm.fc m )K M (t)  +  W(t )K(max|cp(s) | )« dla 4 ^ 0 .

Lem at. Dla danej funkcji cp (4) e $ <p>oo) funkcja ip (t) =  F ({cp (s)>h(f). fc(f)) 
jest funkcją ciągłą dla wartości 4 ^ 0 .

Dowód lem atu jest w pełni analogiczny do dowodu lem atu 1 z pracy [2] 
str. 65.

W dalszym  ciągu ograniczym y się do pewnej podklasy zbioru ®<Pj00) 
i w  niej będziemy poszukiwać rozwiązań rów nania (4). W tym  celu wpro­
wadzam y norm ę funkcji ( p ( t )£$<p a mianowicie:

(6) ||cp|| =  m ax [ sup |cp(t ) i ;sup {|cp(t ) | exp(— eA( t )  — Xt)}],X =  co n st>  0.
t e < p ,  0 >  t ^ 0



Oznaczmy przez B zbiór utw orzony z w szystkich funkcji cp (t) e $  < ^
takich, że || cp || <  +  oo. j est  to przestrzeń Banacha. Liniowość przestrzeni 
B  jest oczywista. W eźmy ciąg funkcji cpx, cp2, . . . ,  <pn, . . .  o w yrazach ze 
zbioru B spełniający w arunek  Cauchy’ego

A V A [(n, m >  M) — 1| <p„ cpm || <  e],
e >  0 M e N 0 n , m c N 0

W ykażem y zbieżność tego ciągu do pewnej funkcji tp (t) takiej, że 
|| tp || < + 0 0 . U stalm y dowolny punkt t 0e < p ,  0 0). Gdy t 0e < p ,  0 > ,  to 
z w arunku m ax |tp„ (t) — cpm ( t ) | <  e wynika, że istn ieje  funkcja ciągła qp (t)

te  < p ,  0 >

taka, że cpn (t) =$ cp (t) d la  t e <  p, 0 > .  Dla t 0 =3* 0 ciąg liczb qpx (t0), cp2 (t0) , . . .  
spełnia w arunek  Cauchy’ego

ItPn (to) — cPm (t0) I sup (— e A (t0) — A (t0)) <  || <p„ _  (pm || <  8,

więc jest zbieżny. Zbieżność w edług norm y (6) oznacza jednostajną zbież­
ność ciągu cp!, cp2, . . .  w  każdym  ustalonym  przedziale <  0, T > ,  T >  0, 
więc w przedziale <  0, 00) ciąg ten jest zbieżny do funkcji ciągłej cp (t). 
Z nierówności || cpn — cpm || <  e o trzym ujem y w granicy || cp —  cpm || <  e, skąd 
IICP II ^  II <Pm II +  e <  00 co dowodzi że zbiór B  stanowi przestrzeń zupełną.

Oznaczmy przez U podzbiór zbioru B utw orzony przez funkcje qp (t) ta ­
kie, że | <p( t ) Kx  dla t e < p ,  0 > ,  | cp ( t ) | ^x  exip (eA(t))  dla t ^ O  oraz 
K > c ^ m a x ( l  :|co(0)l). W edle tych założeń K n " ^ ) t ^ m a x  |co(t)i.

Zbiór U jest niepusty, ograniczony, w ypukły  i dom knięty. Aby wykazać 
domkniętość zbioru U, weźm y ciąg funkcji cpx, cp2, . . .  ze zbioru U, zbieżny 
do funkcji  cp. Trzeba wykazać, że również cpeU. W przeciw nym  razie 
istn iał by punkt t x taki, że Itp (tx) l >  x  exp (e A (tx)). Z  w arunku  (6 ) wynika, 
że tp„ (t )  =5 cp (t) dlia t e < 0 ,  t x> ,  więc l< P „ ( t i ) l> x  exp ( eA( t x)) dla n > N ,  
co niemożliwe.

Rozpatrzmy obecnie transform ację ap (t) =  Tcp(t), gdzie

co (t) dla t  s <  p, 0 >
(7) Tp (t )  =  i

co(0 ) + J  F ({cp (s)}h(T)j k(t)) dr dla 0 i qp(t)eU.
0

Zgodnie z poczynionymi założeniami o trzym ujem y ip(t )sU.  Oznaczmy 
przez V zbiór V = T (U)CU.  W ykażem y, że operacja (7) jest ciągła. W eźmy 
ciąg funkcji cpx (t), <p2 ( t) ,... zbieżny do cp (t) zgodnie z p rzy ję tą  normą. Na­
leży wykazać, że ciąg obrazów tych  funkcji Tpx (t), tp2 ( t) ,... jest zbieżny do 
funkcji Tp(t) =  Tcp(t) wedle norm y (6), czyli sup |Tpm(t )— ip (t) I 
exp (— eA( t )  — At)->0 gdy m ->  +  0 0 . ‘ > 0



Z ostatniego w arunku  wynika, że tym (t) — ty (t) dla te <  0, T >  C <  0,°°), 
więc dla udowodnienia relacji || ty„, (t) — ty (t) || -»■ 0, gdy m ->  +  oo w ystar­
czy wykazać, że supl tym(t) — ty( t ) | exp(— eA( t )  — źt)->  0 gdy m->- +  oo.

t^o
Zgodnie z określeniem  operacji T otrzym ujem y

t  t

ltyn(t) — ty (t)| =  |to (0) +  j  F({<pn>h(t)>kW) d t  — co(0) — ]F({cp}hh)>hW) d T j <
o o

t

fcW, fc(-c)) -  F ( Mh( ą ,
0

Przypuśćm y, że istn ieje  punkt taki, że ciąg liczb ty„ (ti)-/-*ty (tx). Weź­
my pod uwagę przedział <  0, T > ,  gdzie T =  m ax k (t).

t e  < 0 , t i >

Z jednostajnej zbieżności <p„ (t) =t cp (t) w  przedziale <C 0, T >  wynika, 
że dla dowolnej liczby 8 >  0, istn ieje  liczba N taka, że dla n ^ N  jest 

(<pW), 8 dla t e < 0 , t i > .  Z ciągłości funkcji F o trzy­
m ujem y

— F({cp},l(afc(0) |< £  dla t i <  0 , t i > ,  więc 
lty/j ( t )— t y ( t ) l ^ e t !  d l a t ( < 0 . t i > .

Oznacza to, że ty„ (ti) -> ty (ti). Co więcej ty„(t)-^ty(t)  w przedziale 
<  0, tj >  CI < 0 ,  oo). Ponadto

ityn (t) — t y ( t ) l exp( — eA( t )  — X t ) ^ 2 x e x p  (— l t ) ^ e 1 dla t ^ t i ,

skąd ||ty„— ty || —̂ 0 gdy n~>oo.  Więc operacja T jest ciągła.
Niech (ty„ (t)}, n =  1 , 2 , . . .  oznacza dowolny ciąg funkcji ze zbioru V. 

Obierzm y ciąg liczb Tm, m =  1 , 2 , . . .  taki, że lim Tm = oo. W eźmy pod
m  —>oo

uwagę przedział <  0, Tj > .  Gdy ty (t) =  T ty (t), cp (t) ć U i 0 =¾ =£C t 2 ^  Tlr
to lty„ (t)l^ś z exp (e A (Tty) +  ź Tj) dla n = l , 2 , . . .  oraz t ( < 0  , T l > .  Po­
nadto

12
i ty ( 2̂) — t y ( t i ) l ^  I [M(t)  + N ( t ) K (  m ax Ity (s)|)“] dt  =¾ [ m ax M ( t ) +  

t ,  h ( t ) <  s sg M t)  o < t < T ,

+  K m ax N (t) x“ exp (e A (k*(Ti)) +  X Tj)] (t2 — ti) =  const (t2 — ti),
o^t^r,

gdzie k*(Tj) =  m ax /c (t), i =  1 , 2 , . . .
0 < f i g T l

W ykazaliśm y, że w  przedziale <  0, Tj >  funkcje zbioru V są wspólnie 
ograniczone i jednakow o ciągłe. Z tw ierdzenia Arzeli w ynika, że istnieje 
podciąg {ty?\(t)}  ciągu (ty„ (t)} zbieżny jednostajnie do pewnej funkcji ty1 (t)



w przedziale <  O, T1>  takiej, że ity1 (t)l=£^x exp (e A(t)). Rozpatrzmy 
przedział <  0, T2>  oraz ciąg funkcji (ty"(t)} dla t £ < 0 ,  T2> .  Podobnie 
jak  wyżej można wykazać wspólną ograniczoność i jednakow ą ciągłość 
ciągu funkcji {tyj,(t)} dla t ( < 0 ,  Tz> .  Więc istn ieje  podciąg (ty£(t)} ciągu 
(tyj,^)} zbieżny jednostajnie do funkcji ty2(t) dla t ( < 0 ,  T2> .

Pow tarzając ostatnie rozum owanie określam y rekurencyjn ie  nieskoń­
czony ciąg (ty™(t)}, m  =  1, 2, . . będący podciągiem ciągu ty™'ł(*)} 
i ty™(t)=:tym(t) dla t ( < 0 ,  Tm>  i n - >  +  oo. U tw órzm y ciąg przekątnio­
wy ^ ( t ) ,  ty™ ( t ) , . . .  Ciąg ten  jest niem al jednostajn ie zbieżny
w przedziale <  0, co) do funkcji ty (t) takiej, że ty(t) =  tym (t) dla 
t ( < 0 ,  Tm>  i ty( t )£U.  Obierzm y t > 0  i oznaczmy T, =  A.-1 In (4x e_1).
Wówczas sup lty(t) — ty™(t)l exp (— eA( t )  — Xt) sup Ity(t) — ty” (t)l exp 

(>0
(— eA( t )  — A.t)+ sup lty(t) — tyJJ(t) I exp (— eA( t )  — Xt). Pierw szy ze

£
składników praw ej strony ostatniej nierówności można uczynić £U e/2 dla 
n ^ N ,  gdyż ty™ (t) ^  ty (t) dla t ( <  0, T,  > .  Do drugiego składnika można 
stosować oszacowanie

sup lty(t) — ty"(t) I exp (— eA( t )  — X t sup 2x exp (— At) =  e/2.
t>T t^zT£ £

Dowodzi to zwartości zbioru V.  W ten  sposób zostało udowodnione tw ier­
dzenie:

T w i e r d z e n i e .  Załóżmy, że spełnione są założenia p rzy ję te  na w stę­
pie do niniejszej pracy. Wówczas rów nanie różniczkowe (4) z ograni­
czoną funkcją początkową w (t) posiada przynajm niej jedno rozwiązanie 
cp(t)(ty'<p takie, że lqp( t ) | ^x exp (eA(t))  dla t ^ O .

PR A C E  CYTO W AN E

[1] T. D ł o t k o :  O is tn ien iu  rozw iązań  pew nego  rów n an ia  różn iczkow ego  z  w y p r z e ­
d za ją cym  a rg u m en tem .  Zesz. N auk. W SP w  K a tow icach , N r 4, 1964, str. 79— 83.

[2] T. D ł o t k o :  O p e w n y m  ró w n a n iu  ró ż n ic zk o w y m  z opóźn ia jącym  się a r g u m e n ­
tem . Zesz. N auk . W SP w  K a tow icach , N r 4, 1964, s tr . 63— 72.

SU R  u n e  £ q u a t i o n  D IF F E R E N T IE L L E  o r d i n a i r e  A a r g u m e n t  r e t a r d E
E T  A CC E l E r E
T A D E U S Z  D Ł O T K O

R E S U M E

Dans ce tte  noe 1’au teur exam ine Peąuation d iffśren tie lle  vectorielle (4) 
a argum ent re ta rdć  et accelśrś. Nous comprenons par le symbole 
{ty (S)}h (O, k to ,  que la voleur qp, (t) est designee par les yaleurs de la solu-



tion cp (t ) de l’in tervalle  <  h (t ), k  (t) >  (on peut supposer h ( t ) ^ t ^ k  (t).
Dans les hypotheses convenables l ’au teu r dem ontre l’existence au moins 

d ’une solution cp (t) (t ^  0) de l’śquation (4) avec la condition donnee sous 
la form ę d ’une fonction initiale co (t) pour t =¾ 0.

O ddano  do R ed a kc j i  18. VI. 1965



TA D EU SZ D ŁO TK O

UWAGA DO PRACY „O PEWNYM RÓWNANIU RÓŻNICZKOWYM 
Z OPÓŹNIAJĄCYM SIĘ ARGUMENTEM”

W pracy [1] zajm owałem  się rów naniem  różniczkow o-funkcyjnym  
z opóźniającym  się argum entem  postaci

cp’(t) =  F ({cp (S)}W). s<t) dla t ^ O

(1) cp (t) =  co (t) dla t 0.

Funkcjonał {cp (s)}/, (f), f przyporządkow uje układowi funkcji cp (s) =
=  cpj (s), . . cp„ (s) zlokalizowanych do przedziału <  h (t), t >  punkt
{cp (s)}h (f), / z przestrzeni euklidesowej n-w ym iarow ej En.

Przy odpowiednich założeniach dowiodłem w [1] istnienia przynajm niej 
jednego rozwiązania rów nania (1) o charakterze lokalnym, przedłużania 
rozwiązań na cały przedział <  0, co), ich odległości, jednoznaczności i ciąg­
łej zależności od funkcji  początkowej co (t). W szczególności udowodniłem 
następujące tw ierdzenie.

Niech x  = (x1; . . ., x n) ( En. Oznaczmy 1 x 1 =  m ax [I x x I, . . ., I x n I]
i II cp (s)||o, ( =  max [ m ax |ff, (s)|]. Wówczas dowolna liczba pochodna

t  2 = 1 , . .  ,71.
D IICP (s) ||o, t funkcj i  ciągłej || cp (s) ||0, t spełnia nierówność

D| |cp(s)| lo,f <lcp’(t)i dla t > 0 .

W cytowanej pracy [1] dowiodłem również następującego tw ierdzenia: 
jeżeli spełniony jest w arunek

|F{(P (s)}h (th t — F(ip (s)} (f)>, K m  (t, || cp (sj — ip (s) ||o, f) dla t ^  0,

w którym  cp (t) i ip (t) oznaczają funkcje ciągłe w przedziale <  inf h (t), oo)
t^o

i ograniczone dla t ^ O ,  to rozwiązania <p (t) i ip (t) rów nania (1) w yzna­
czone odpowiednio przez funkcje początkowe co (t) i io (t) spełniają n ie­
równość

II cp (s) — Tp(s)||0, f <cx( t )  dla t ^ O ,  

gdzie a (t) oznacza całkę górną rów nania



(2) u ’ (t ) =  w  (t, u (t))

wyznaczoną przez w arunek  początkowy (0, || co (t) — to (t) ILf h (O. o)-

Tw ierdzenie to można uogólnić na przypadek dwu różnych równań. 
Dane są rów nania (1) oraz

(3) =  G ({^ ( s ) ( n , /) dla t ^ O ,  ^ ( t)  =  w(t) dla t ^ O ,
inf h (t) =  inf k (t) >  — oo, k(t)=S{t dla t ^ O .  
t>o o

W arunek

(4) \F ({cp (s)}h  (f)f t) — G ({'p (s)}fc pj, t ) \ ^ w  (t, || qp (s) — ^  (s) ||0, t) dla t > 0 ,

w  którym  w  (t, u) jest funkcją ciągłą dla t ^  0, u ^  0 i rów nanie różnicz­
kowe (2) posiada wszystkie rozwiązania górne wyznaczone przez w arunki 
początkowe (0, ua), u o^ 0  określone w  całym  przedziale t ^ O  gw arantuje, 
że dla dowolnych dwu rozwiązań qp (t) i ^ ( t )  rów nań (1) i (3) jest praw ­
dziwa nierówność

| |cp(s)— ip (s) ||0> ( <  a (t) dla t ^ O .

W ostatniej nierówności a (t) oznacza rozwiązanie górne rów nania (2) w y­
znaczone przez w arunek  początkowy (0, || co (t) — w (t) ||inf h (f), 0).

Dowód.  Zgodnie z (4) otrzym ujem y

D li cp (s) — 1|» (s) ||o, f < |F  ({cp (s)}„ (f)> ,) —  G ({!> (8)}k (f), f) K  
^  to (t, || qp (s) — (s) Ho. #) dla t ^ O .

Z tw ierdzenia W ażewskiego o nierównościach różniczkowych [3], tw. 2, 
str. 124 otrzym ujem y

(5) II cp (s) — ty( s ) | | o , f<a( t )  dla t > 0 ,

gdzie funkcja a (t) jest określona jak  w tezie dowodzonego twierdzenia. 
O statni w arunek  można zapisać w  postaci

t
(6) || cp (s) — ap (S) ||o, < <  II co(t) — ci) (t) ||inf h m , o +  f  w  ( t ,a (x)) d x dla t > 0 .

t^o o

Wniosek. Z w arunku (6) wynika, że przy poczynionych w [1] założe­
niach rozwiązania rów nania różniczkowego (1) zależą w  sposób ciągły od 
w arunku  początkowego w postaci funkcji początkowej oraz od praw ej 
strony rów nania (1). Nierówność (6) daje równocześnie oszacowanie od­
ległości dwu rozwiązań rów nań (1) i (3) wyznaczonych przez różne, bądź 
rów ne funkcje początkowe.



I. Dane dwa rów nania skalarne z opóźniającym  się argum entem  postaci

(a) cp’ (t) =  a (t) cp (h (t)) +  /  (t, <p (hi (t))) dla t ^  0, cp (t) =  co (t) dla t ^ O  
i
(b) ty’ (t) =  a (t) ty (k (t)) dla t ^  0, ty (t) =  w (t) dla t ^  0,

w  których a (t) oznacza funkcję ciągłą dla t ^  0, h (t) i k  (t ) są danym i 
funkcjam i ciągłymi, h (t) ^  t, k  (t ) ^  t dla t ^  0, in f h (t) =  inf /c (t) >  oo.

1^0 t^o
Funkcja f ( t , x )  jest ciągła i I /  (t, cr) I M =  const dla (t, x)  £ <  0, oo) X 
X (— oo, +  oo). Funkcjam i szukanym i są cp (t) i ty (t).

Dla rów nań (a) i (b) otrzym ujem y:

\F(W (»)}hfo.ł) -  G (M H s)W ), t) K i a  (t) I l«P (h (t)) — ty (fc (t))| +

+  I f  (t, (hi ( t) ) ) |<  M +  | o (t) iN +  I a (t) I || cp (h (*)) -  ty (k («)) ||0> ,,

gdzie N =  || w (t) — w (t) ||inf h (0i 0.
c >o

Można przyjąć w (t, u) =  la (t) |u  +  la (t)lN +  M, wówczas zgodnie z udo­
wodnionym tw ierdzeniem  dla w arunku  początkowego (0, p) =  || co (t) — 
—  W (t) IIinf h (f.) o) Otrzymujemy

tps o
t t

II cp (s) ty (s) Ho, exp (J I a (x) | d x)|p +  J [ | a ( t ) | N +  M] exp
0 o

(— | I a (u) I d u ) d rj dla t ^  0.
o

Przez specjalizację w arunków  na funkcje a (t) i f  (t , x)  można otrzym ać 
różne tw ierdzenia o rozwiązaniach rów nań (a) i (b).

II. Rozpatrzm y rów nania różniczkowe
t

(c) cp’ (t) =  f  cp (s) dsr (t, s) +  /  (t) dla t ^  0, cp (t) =  co (t) dla t =¾ 0
h(C)

i
t

(d) ty’ (t) =  f cp (s) dsf  (t , s) +  g (t) dla t ^  0, ty (t) =  ro (t) dla t  ^  0
h ii)

i załóżmy, że posiadają rozwiązania określone w całym  przedziale <  0, oo) 
(patrz n .p .  [2] lub [1]).



s  =  t
H i p o t e z a  H. Oznaczmy M (t ) =  V [r (t, s) — f  (t, s)] i niech M (t) ^  K

s = h{t)

i | M ( t ) d t <  +  oo. Ponadto funkcje ciągłe / (t) i g (t) dla t ^ O  spełniają 
o

t  t

w arunki | j  f  (t) d t  | ^  K x i 11 gf (x) d t  | ^  K x dla 135= 0. Funkcja h (t) jest 
o o

ciągła i h ( t ) ^ t  dla t ^ O .

Lem at. Jeżeli praw dziw a jest hipoteza H i rozwiązania rów nania róż­
niczkowego

t

(e) x ’ (t) =  / x  (s) ds [r (t, s) — f  (t, s)] dla t ^  0, x  (t) =  [ł (t)
hit)

dla t ^  0 I |ł (t) I ^  const dla t ^  0

istn ieją  w  całym  przedziale <  0, oo), to są one ograniczone dla t ^ O .  Do­
wód ograniczoności rozwiązań w ynika z tw ierdzenia 4 udowodnionego 
w [2] str. 55. W ówczas

I x ’ (t) I =¾ (sup i x  (s) I) V  [r (t, s) — f  (t, s)] ^  const dla t ^  0.
s ^ O  s — h( t )

Pokażemy, że spełniony jest w arunek  (4) dla funkcji w ystępujących 
w  rów naniach (c) i (d). O trzym ujem y

t t
^({tp (s)>h co. 0  — G ({"  ̂Cs)}/t en. /)1^1 i <p{s)dsr ( t , s ) — J Tp(s)dsf( t , s ) i  +

h( t )  h i t )
t  t

+  2 K , < |  J  <p (s) ds [r (t, s) —  f  (t, s)] I +  I J  [cp (s) — tp (s)] dsf  (t, s)l +  2 Kx.
h (t) hit)

Pierw szy składnik ostatniej sum y jest ograniczony przez stałą K2 zgod­
nie z wcześniejszym  lem atem . Do drugiego składnika wolno stosować 
oszacowanie.

t

I ) [cp (s) — ip (s)] dsf  (t, s ) |< ł [sup I co (t) — m ( t ) | +  m ax I cp (s) —
h[t) t< 0  OSCsSJt

— Tp (s) I] V f  (t, s) =  [p +  II cp (s) — Tp (s) Ho, f] 8 (t),
s  =  h( t )

s  =  t
gdzie p =  sup|co(t) — ćo(t)|, 8 (t) =  V f(t , s) .

t < 0  s  =  h ( t )

Funkcja tu (t, u) z w arunku  (4) jest postaci w  (t, u) =  (p +  u) 8 (t) +  2 K X +  
+  K 2. Z udowodnionego tw ierdzenia otrzym ujem y oszacowanie



t i

II <P (s) —  ^  (s) llo, ( <  (exp f  d(r) dr )  { p  +  J  [K2 +  2 K x +  p  5 (t)J exp (—
0  0

r

— / 6 (u) du) d t}
5

dla t ^  0. Analogicznie można w ykorzystać udowodnione tw ierdzenie 
w innych tw ierdzeniach typu  porównawczego.
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UNE REMARQUE CONCERNANT LA NOTE „O PEW NYM  RÓW NANIU  
RÓŻNICZKOWYM Z OPÓŹNIAJĄCYM  SIĘ ARGUM ENTEM ”

T A D E U S Z  D Ł O T K O

R E S U M E

Dans la note nommee ci-dessus 1’au teur exam ine deux eąuations d iffe­
ren tielles de la form ę (1) e t (3) a argum ent retarde. Nous comprenons par 
le symbole {cp ( s ) } h (t)<gs<ct que la valeur cp’ (t) est dtesignee par les valeurs 
des Solutions de l’in tervalle  <  h  (t), t  > .

La condition initiale est donnśe sous la form ę d ’une fonction initiale.
Dans les hypotheses admises (entre au.tres (4)) l’au teu r donnę l’evalua- 

tion de m ax I cp (s) — ̂ (s )  | dans leąuel cp (t) sa tisfait a l ’equation (1), ip(t) 
satisfait a l ’śquation (3) par la solution supśrieu re  de l ’śquation  diffóren- 
tielle (2). II en resu lte  en tre  au tres la dependence continuelle des Solutions 
de l’equation (1) de la fonction initiale et du param etre.

Le thćorem e obtenu est iluustre  par les exem ples concrets.

Oddano do R ed a kc j i  18. V I.  1965.





TA D EU SZ D ŁO TK O

O PEWNYM ZAGADNIENIU ASYMPTOTYCZNYM DLA RÓWNANIA 
RÓŻNICZKOWEGO rc-tego RZĘDU

W pracy [3] G. A. Gofman rozpatruje przy odpowiednich założeniach 
zagadnienie istnienia i jednoznaczności rozwiązania rów nania różniczko­
wego postaci

(1) y (n> (x) = f  (x, y  (x)) ff (x), n  >  1

spełniającego następujące w arunki początkowe

(2) y (0) =  yQ >  0, y ’ (0) =  . . .  =  y<”- 2> (0) =  0, lim  y ’ (x) =  0.
X  ->c©

W dowodzie istnienia i jednoznaczności rozwiązania om awianego zagad­
nienia znajdują się błędy polegające na tym , że autor nie rozpatru je  p rzy­
padku, w k tórym  szukane rozwiązanie zeru je się w raz z pochodną w pew ­
nym  punkcie.

Celem tej noty jest podanie ogólniejszego tw ierdzenia aniżeli w  [3], 
którego odm ienny dowód nie zawiera wspom nianych usterek. Poczynione 
założenia są przy tym  znacznie słabsze aniżeli w  [3].

H i p o t e z a  H.

1. Funkcje sklarne f ( x , y )  i cp (x) są ciągłe dla i y  ( ( — oo, +  oo).
2. f ( x , y ) y ' >  0 dla x ^ 0  i y  0, c p ( x ) > 0  dla x ^ 0 .
3. Dla każdego zbioru <  0, a >  X (— oo, +  oo), a ^  0 istn ieje  stała  M (a)

taka, że I f  (x, y) I M (a) dla punktów  tego zbioru.

T w i e r d z e n i e  1. Jeżeli praw dziw a jest hipoteza H, to istnieje roz­
wiązanie rów nania (1), spełniające w arunki początkowe (2).

Dowód.  N ajpierw  udowodnię, że rów nanie (1) posiada rozwiązanie speł­
niające w arunki początkowe

(2’) y (ł)(0) =  Y;, 7 ; ( ( — °o ,+  oo), i =  0, 1

określone w  całym  przedziale <  0, oo).



Rów nanie różniczkowe (1) z w arunkam i (2’) jest równoważne rów naniu 
całkow em u postaci

X

<3> y w  =  ( „ I d ,  f (x ~~t)n~x f (t’ y (t))ąj( t ) d t + v „ - i H

x n - 2

Jeżeli ostatn ie rów nanie posiada rozwiązanie, to jego pochodna jest postaci

(4) y \ x )  =  J ~ 2y I (x  ~  O"-2 /  (b y  (0) cp (t) dt +  y„-! û l_ 2y +
'o

n̂ Tl—3

+ T - ! r » - 3 ) T + " ' + v

Obierzm y liczbę a > 0  i oznaczmy przez

X

$  (x) =  j | l  ~ \  n~2 tfi (t) dt dla x ^ 0 .
'o

Jest ¢) (z) ^  0 i $  ( i)  rośnie dla x  ^  0. W przedziale < — 1, a >  rozpatrz­
m y ciąg rów nań całkowych

i
X -------------

(5) y m (x) =  - J ;  1); j' (x —  t)n- ' f { t , y m (t))ą>(t)dt +  vn-i —

+  . . . + 7 ^ + 7 ,,-

przy tym  zakładam y, że y m (pc) =  7 fl dla x  ( < — 0 i> dla m =  1 ,2, . . .

Każde z rów nań całkow ych (5) można rozwiązać metodą kolejnych prze-
  1 /c /c

dłużeń w przedziałach <  0, — <  — , > ,  gdzie — ^  a. Dlam  m  m m
wszystkich rozwiązań rów nań ciągu (5) o trzym ujem y w  przedziale < 0 , a >
oszacowanie

n

Iym(cc)K (n ^_ M (a)® (a) +  ^  I 7i I ^ _  ■),< +  c'0 dla m =  1, 2.......
i  =  1

Oznacza to, że rozwiązania rów nań (5) są wspólnie ograniczone w prze­
dziale <  0 ,a~>. Pokażemy, że są one również jednakowo ciągłe w  tym



przedziale. W tym  celu obierzm y liczbę e  >  0 i rozpatrzm y różnicę 
l ym(x +  h ) — ym(x)I dla x, x  +  h ( <  0, a >  i h j^ O . Jest

I Vm ( x+h )  —  ym( x ) K (n

X

± — f  (x t)”-1 /  (t, ym (t)) «p (t) dt +

+  V l  7i -------- <- T— — M (a) a”-1 m ax cp( t )h  +
Z _ i  ( n  —  t)T ( n — 1 )! te < o ,« >i =1
n—1

i — 1

M (a) on_1 . .  ,m ax cp (t) +
(n !)• te <0,a>

Yi I i  1 h dla m =  1 , 2 , . . .  i 0 ( <  0 ,1 > .
i = i J

Dowodzi to jednakow ej ciągłości rozwiązań (5) w  przedziale < 0 ,  a > .  
Z tw ierdzenia Arzeli wynika, że istn ieje  podciąg rozwiązań (y mj£(x)} 
k  =  1 ,2 , . . .  ciągu rozwiązań {ym (x)} m  =  1 ,. . .  zbieżny jednostajn ie do 
funkcji y (x) w przedziale <  0, a > .  Łatw o można udowodnić, że funkcja 
y (x) spełnia rów nanie (3) w przedziale <  0, a > .  Przedział <  0, a > ,  a >  0 
został obrany dowolnie, oznacza to, że rów nanie (3) posiada rozwiązania 
spełniające w arunki (2’) określone w  całym  przedziale <  0, oo).

W dalszym  ciągu będę rozpatryw ał szczególne w arunki początkowe 
postaci (2’), a mianowicie

(2”) y (o) =  y0 >  0, y ’ (0) =  . . .  =  y<"-» (0) =  0, y<»-» (0) =  y =  y ^ .

Gdy przyjąć y >  0, to pochodna (4) z w arunkam i (2”) monotonicznie 
rośnie oraz y ’ (x) >  0 dla x ^  0. Nie może więc być lim  y ’ (x) =  0. Ozna-

cza to, że rozwiązań rów nania (1) spełniających (2) w ystarczy szukać dla 
wartości y 0.

Pokażę, że gdy liczba y jest ujem na i dostatecznie m ała, to rozwiązanie 
rów nania (3) spełniające (2”) przecina dokładnie jeden raz oś x. Z rów ­
ności

(6) y (x ) =  y .+  X T + / ( i — £ ) "

wynika, że gdy ustalić przedział <  0, a >  i przyjąć y =  —

— M (a) I" l l  — cp (t ) dt — k2, gdzie k  — const 0, to y (a) <  0.



Z równości (6) wynika, że jeśli rozwiązanie y t(x) odpowiadające w ar­
tości Yj przecina oś x,  to rozwiązanie y 2 (x) odpowiadające wartości Y„< y 
też przecina oś x.  Ponadto dowolne rozwiązanie (6) może przeciąć co naj­
wyżej raz oś x.

Zbiór tych  wartości y dla k tórych  y ( a ) < 0  jest ograniczony z góry. 
Niech y  oznacza kres górny tych wartości.

Zbiór tych  w artości y dla których y  (.2') nie przecina (y (x) ^  0) osi x  
jest ograniczony z dołu. Oznaczmy jego kres dolny przez y. Pokażemy, że 
y — y. Łatwo pokazać, że jest y ^ Y -  G dyby było y ^ y ,  to istniałoby roz­
wiązanie (6) spełniające (2”), k tóre nie przecięło by osi x,  ani też nie było 
by y  ( x ) ^  0 dla x ^ 0 .  Jest to niemożliwe, gdyż jedna z dwu sytuacji 
m usi zajść. Pozostaje y =  y, czyli zbiór ( y ( — oo;+ o o )  można podzielić 
na dwie klasy (— °° ,y)  i (y ,+  °°) stanowiące przekrój Dedekinda o takich 
własnościach, że rozwiązanie rów nania (6) wyznaczone przez w arunki (2”) 
z wartością y z pierw szej z tych klas przecina dokładnie jeden raz oś x, 
zaś rozwiązanie rów nania (6) wyznaczone przez (2”) z wartością y z d ru ­
giej z tych  klas nie zmienia znaku w przedziale <  0, oo).

Pokażemy, że rozwiązanie y (x, y) rów nania (6) wyznaczone przez wa­
runek  {yo, 0 , . . . ,  0, y) ma tę własność, że lim  y ’ (x, y) = 0.

I - > o o

Rozwiązanie y  (x, y) nie może przecinać osi x,  gdyż wówczas z ciągłej 
zależności rozwiązań od w arunku początkowego w ynikałoby, że rozwią­
zanie rów nania (6) spełniające w arunek  (yo, 0 , . . . ,  0, y +  e) dla pewnego 
e >  0 przecięło by oś x  w brew  własnościom klas przekroju Dedekinda.

Pozostaje jedyna możliwość y (x, y ) ^ 0  dla x ^ 0 .  Można łatw o poka­
zać, że gdy funkcja y 0l)(x,y)  nie zmienia znaku dla x ^ x 0, to istnieje 
lim  y'  (x, y) =  g ( -<  — o o ,+  o o > .  Nie może być g <  0, gdyż wówczas
X  > co

y  (x, y) przecięło by oś x, co nie zachodzi. Obecnie w ykluczym y możli­
wość g >  0.

G dyby było g 1> 0, to  dla dostatecznie dużych wartości x  funkcja y  (x, y) 
była by rosnąca. Mogą zaistnieć dwa przypadki:

I. m in y (pc, y) =  5 >  0. Wówczas dla y <  y dostatecznie bliskiego y roz- 

w iązanie y  (x, y) rów nania (1) nie przetnie osi x  w brew  własności kresu y.

II. m in y  (x, y) =  0. W tedy rozwiązanie y  (x, y) dla pewnej wartości
x^0

Y <  Y m usiało by przeciąć dw ukrotnie oś x, co nie jest możliwe.
Pozostaje jedyna możliwość g — 0, co kończy dowód tw ierdzenia *).

*) P ew n e  sk ró ty  w  dow odzie  zap roponow ał m i re c e n z e n t p racy  p. dr K. Z im a,  za co 
w  ty m  m ie jscu  sk ład am  podziękow an ia .



T w i e r d z e n i e  2. Niech prawdziwe jest tw ierdzenie 1. Wówczas do­
wolne tw ierdzenie o jednoznaczności dla rów nania (1) z w arunkiem  po­
czątkowym  (2’) jest równocześnie w arunkiem  jednoznaczności istnienia 
rozwiązania tego rów nania spełniającego w arunek  (2).

Dowód.  Twierdzenie 1 gw arantuje, iż nie istn ieją  dwie różne wartości 
Yi i Y2 takie, że lim y ’ (x, Yi) =  lim y ' (x ,  Y2) =  0. Tw ierdzenie o jedno-

X  —> OO X  — > OO

znacznośei dla rów nania (1) gw arantuje, że w arunkow i początkowem u 
(y0, 0 , . . . ,  0, y) odpowiada tylko jedno rozwiązanie, co kończy dowód tw ier­
dzenia.

Uwaga.  Zadanie (2) dla rów nania (1) posiada w  szczególności jedyne 
rozwiązanie, gdy funkcja f ( x , y )  spełnia w arunki:

a) I /  (x, y) — /  (x, y) I =¾ L (x) I y — y  I dla x > 0  i dowolnych y ,
b) funkcja L (x) jest ciągła dla x  >  0, przy czym  gdy y  (x) i y  (x) ozna­

czają dwa rozwiązania rów nania (1) dla x ^ 0 ,  wyznaczone przez

i f  (0) =  y4(0) dla i =  0 ,1 , . . . ,  n  — 1,

to lim L (x) [y (x) — y  (x)] =  0.
a:->+ o

Bowiem przy tych założeniach rozwiązanie rów nania (1) spełniające (2’) 
jest jedyne (patrz np. [1]).

Również dla L (x) =  x~n ostatn ie tw ierdzenie jest prawdziwe, gdyż 
w tym  przypadku

jim  y ( x ) — y  (x ) _  lim  y (n) Qr) —  5<w) (x) _  f  (0, y  (0)) —  /  (0, y  (0)) _  Q
x >̂ + o x n x-, + <s nl n!

co oznacza, że spełniony jest w arunek  b).
O statnia uwaga stanow i mocne uogólnienie w arunku  jednoznaczności 

zadania (2) dla rów nania (1) sform ułowanego w pracy [3].

PRACE CYTOWANE
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SUR UN FROBLEME IN ITIA L ASYM PXOTIQUE POUR L’£QUATION  
DIFFERENTIELLE ORDINAIRE D U  n -iem e ORDRE

T A D E U S Z  D Ł O T K O

R E S U M E

Dans cette note 1’au teu r exam ine l’existence des Solutions de l’śquation 
d ifferen tielle  de la form ę (1) y (n) (x) =  /  (x, y  (x)) (p (x) telle que (2) 
y  (0) =  y 0 >  0, y(1) (0) =  . . .  =  y (7?-2> (0) =  0, lim  y'  (x ) =  0. Si 1’hypothese

X  ~ * o o

Hi  est accomplie, alors l’equation (1) possede au moins une solution qp (t) 
satisfaisant aux conditions (2).

Si de plus la fonction /  (x, y) satisfait a la condition de Lipschitz, alors 
ce tte  solution est unique.

Les rśsu lta ts  obtenus consistuent une forte generalisation d ’un thśorem e 
de G. A. Gofm an [3] ou d ’ailleurs il y a quelques fautes.

O d d a n o  do R ed a k c j i  18. V I.  1965.



JA N  BŁAŻ

O ZADANIU BRZEGOWYM DLA PEWNEGO RÓWNANIA 
RÓŻNICZKOWEGO Z OPÓŹNIONYM ARGUMENTEM

1.

W pracy  zajm uję się zadaniem  brzegowym  dla rów nania różniczkowego 
z opóźnionym argum entem , postaci

Symbol całkowy w praw ej stronie rów nania oznacza całkowanie w  sen­
sie S tieltjesa względem zm iennej s przy ustalonym  t ( <  0, a > ,  zaś X jest 
param etrem  rzeczywistym .

Niewiadomą w rów naniu (1) jest funkcja cp (t), k tó ra  ma być ciągła 
w  przedziale (— 00, a >  i ma mieć ciągłą pochodną dla t ( <  0, a > ,  przy 
czym  przez cp'(0) rozum iem  pochodną praw ostronną. Żądanie to nakłada 
już z góry w arunek  ciągłości na funkcję ®(t), zwaną funkcją początkową.

W ystępujące w rów naniu funkcje co (t), f  (t , x)  i r  (t, s) p rzy jm uję za w ia­
dome i zakładam, że spełniają one następujący układ założeń:

Z a ł o ż e n i a  Z.
1. Funkcja f  (t , x)  jest ciągła w obszarze D {0 t ^  a ,— oo <  x  <  +  oo} 

przy czym istnieje liczba m >  0, taka, że w  obszarze tym  spełniona 
jest nierówność f  (t, x).

2. Dla każdego punktu  (t , x ) obszaru D zachodzi nierówność f ( t , x )=¾ 
^ćl> (t,ix l), gdzie funkcja ¢(¢, y  )jest ciągła, nieujem na w obszarze 
D + { 0 ^ t ^ a ,  0} i n iem alejąca ze względu na zm ienną y.

3. Jądro r  (t, s) jest określone dla t ( < 0 ,  a > ,  s ^ 0 ,  niem ałejące ze 
względu na zmienną s i spełnia założenia (u. np. [1]), gw arantujące 
ciągłość całki Stieltjesa

(1)
(cp (t) =  o) (t), dla t <  0, cp (a) =  t\.

0  (t) =  ) f  (t , cp (t — s)) dsr (t, s), t  i  <  0, a > .



Istn ieją  ponadto dwie stałe q, V takie, że dla 0, a l>  zachodzą
nierówności

0 <  g <  V  r  (t, s ) <  V.
s  =  0

4. Każda całka górna rów nania różniczkowego bez opóźnienia 
y ' =  C (I' (t, y), gdzie C jest dowolną stałą, jest przedłuża Ina na cały 
przedział <  0, a > .

5. Funkcja początkowa ®(t) jest ciągła i ograniczona dla 15¾ 0.

P rzy  tych  założeniach przeprowadzą dowód istnienia rozwiązania zadania 
brzegowego (1).

W ostatniej części pracy om awiam  zagadnienie jednoznaczności rozwią­
zania tego zadania.

2.
V

T w i e r d z e n i e  1. Jeżeli są spełnione założenia Z, to istnieje co na j­
m niej jedna liczba A, dla k tórej odpowiednie zadanie brzegowe (1) posiada 
co najm niej jedno rozwiązanie.

Dowód.  Jak  pokazano w pracy [2] przyjęte założenia gw arantują istn ie­
nie rozwiązania zadania Cauchy’ego:

(2)
cp'(t) =  A | / ( t , cp (t —  s))dsr(t ,s) ,  dla t ( <  0, a >  

ó
cp (t) =  oj (t) dla t 0

przy każdym  ustalonym  A.
Zastąpm y rów nanie (2) rów now ażnym  m u rów naniem  całkowym

(3)

t o o

<p (t) =  i  +  A f  j f  f  (t, cp ( t  — s)) dsr (t, s )  j dr, i  =  oj (0), t (  <  0, a > ,
o o

cp (t) =  co (t), t ^  0

i zbudujm y ciąg liczb {Av}, v =  0,1, 2 , . . .  oraz ciąg {cpv (t)} funkcji ciągłych 
w  przedziale (— oo, a > ,  v =  1, 2 , 3 , . . ., określone w  sposób następujący: 

Liczbę A0 obieram y dowolnie i określam y funkcję <pŁ (t) jako całkę rów ­
nania



Liczbę Aj określamy wzorem

a o<=

Ai =  (T| —  £ ) /  f  { I f ( t ,  CP! (t —  s ) ) d sr  (t, s ) J d t ,
0 o

po czym przyjmujemy, iż

t OO

<P2 (t) =  i  +  *1 J  { / /  (T, (p2 (t — s)) dsr (t, s) J dt, dla t  ( <  0, a >
ó o

cp2 (t) =  co (t), dla t <  0 

Ogólnie, przyjmujemy
V

a  oo

(4) K - 1  =  ( n “  ?) / J j I f  (t, <JVi (t — S)) dsr (i, s) | dt, v =  2, 3 , . . .
0 o

t  o o

(5)
cpv (t) =  i  +  A„_x J  | J  f  (t, <p„ (t — s)) d sr  (t, s) | dr,  dla t  ( <  0, a 

ó o
cp,, (t ) =  co (t), dla t <  0, V  =  1, 2 , . . .

Pokażemy, że funkcje (cpv, (£)} tworzą zbiór zw arty w  przestrzeni 
C <  0, a >  funkcji ciągłych w przedziale <  0, a >  (zwartość tego zbioru 
dla 15¾ 0 w ynika bezpośrednio z określenia (5)). Zgodnie z tw ierdzeniem  
Arzeli w ystarczy wykazać, że funkcje om awianego zbioru są wspólnie 
ograniczone i jednakowo ciągłe w  przedziale <  0, a > .  P rzy jm ijm y więc, 
że t i  <L 0, a > ;  w tedy — zgodnie z założeniem 2 — otrzym am y

/  (t , cp,, (t — s)) <  (t, lq>v (t — a) I ) <  ® (t, A„ (t — s ) ) <  4> (t, A v (t)),

gdzie Av (t) =  sup I cp„ (u) I.
t

Stąd, z w arunku (5), z założenia (3) i ze znanych własności całki S tielt- 
jesa, o trzym ujem y dla 0, a >  nierówności

t  o o

|tP v (t)X  lii + |X v-il J (J /  (t, cpv (x — s)) dsr (t, s )}d t <
0 o

t

< |g |  +  IV llV  j  ®(T,Av(T))dT.
0

W ynika stąd nierówność
t

<6) Av( t X I 5 |  +  |Xv.1IV J ® ( t ,A w(T))dT, t ( <  0 ,a > .
0



Z drugiej strony, na mocy (4) oraz założeń 1 i 3, o trzym ujem y osza­
cowanie

a 00 a M
l * v - i l  =  I n -  1 1 /  f [  I f( t ,<pv- i ( t  —  s ) ) d sr ( t , s ) ] d t s ś i r i  —  ę i / m  f V r ( t , s ) d t ,

0 0 o s = o

z którego w ynika nierówność

(7) U .-iK Ir) — il/m q a , v =  2 , 3 , . . .

Ze związków (6) i (7) otrzym ujem y nierówność całkową

t

(8) A ,.( tX I H I + C  I" $  (t, Av (t)) dx, t ( <  0, a > ,
o

gdzie C =  V|r] — £ |/m q a , z k tórej — na mocy założeń 2 i 4 oraz tw ier­
dzenia Z. Opiala [4] —• wynika, że

A , . ( tX g ( t , l i l ) ,  t   ̂<  0, a > ,

przy czym g ( t , l i l )  oznacza tu  całkę górną w  praw o rów nania różniczko­
wego y ' =  C $ ( t ,  y), spełniającą w arunek  początkowy g (0,111) =111.

Stąd, oraz z założenia ograniczoności funkcji początkowej co (t) w  prze­
dziale (— oo,0 >  (założenie 5), wnioskujem y o istn ieniu  takiej liczby 
M >  0, że dla t ć (— oo(o >  spełniona jest nierówność

(9) |ę v ( t ) K M , v = l , 2 , 3 .......

co dowodzi wspólnej ograniczoności funkcji {<pv (t)} w  rozw ażanym  prze­
dziale.

Załóżmy teraz, że liczby t oraz t +  h (h -fz 0) należą do przedziału 
<  0, a > .  W tedy — zgodnie z (5), z założeniem 2 i oszacowaniem (7) 
i (9) —• będzie

t -f- h
I cp,. (t +  h) — cpv (t) K I K  i | J  { ! /  (T> fPv (T — S)) dsr  (x, s) j d t |

t 0
t -J- h oo

^ ( i r ] — £ l/m qa)l i m ax <I> (x, | <pv (x — s)|) V r  (x, s) d x X
J- O ^ s  s = 0

t +  h

< ( V l n — £ l/ m q a ) i  j $ (x ,  M ) d t | .
t

Ponieważ funkcja $  (t, M) jest ograniczona dla t ć <1 0, a >  — #  (t, M) ^  
5¾ L — więc

|cp,,(t +  h) — cp„ ( t )K (L V ln  — £ l/m qa) Ihl.



Oszacowanie różnicy |cpv (t +  h ) — cpv (t)l w  przypadku, gdy jedna z liczb 
t oraz t + h jest u jem na, zaś druga należy do przedziału <  0, a >  nie 
przedstawia trudności. Tym  sam ym  wykazaliśmy, iż funkcje {<p,. (t)} tw o­
rzą zbiór funkcji jednakow o ciągłych w przedziale (— oo, a > ;  zbiór ten 
jest więc zw arty. Istn ieje  zatem  podciąg {m- (v)} ciągu {v} liczb n a tu ra l­
nych, taki, że ciąg funkcji {cpa(i;) (t)} jest jednostajnie zbieżny w  prze­
dziale (— oo, a >  do pew nej funkcji ćp (i), ciągłej w tym  przedziale:

(10) lim  cp,i( j (t) =  ćp (t), t (i ( oo, a > .
V -> o o

Jest oczywiste, że ćp (t) — co (t) d la  t 0.
Z oszacowania (7) wynika, że ciąg jest ograniczony; można zatem

w ybrać z niego podciąg {Xc(v)_j}, zbieżny do pewnej liczby X:

(11) lim X5 m-i =  X.

Z kolei z ciągu funkcyjnego {qpHv) (t)> w ybierzem y podciąg {cpo(>) (t)>; 
ze związku (10) wynika, iż

(12) lim (p.(v) (t) =  ćp (t).
V—>co

W dalszym ciągu, dla prostoty zapisu, ciągi w ystępujące we wzorach
(11) i (12), oznaczać będziemy odpowiednio przez {X } oraz {<p, (t )}, opusz­
czając wskaźnik v.

Pokażemy, że funkcja ćp (t) spełnia w przedziale <  0, a >  rów nanie
t

(13) ćp (t) =  |  +  X I |  I f (  r,(p. (t — s)) dsr  (t, s) j dx, t ( < 0 , a >
ó o

oraz w arunek ćp (a) =  r] (równość ćp(t) =  co(t ) d la t ^ 0  jest oczywista). 
Rozważmy w tym  celu różnicę

t  OO

R,(t) =  l«P0(t) — l  —  X I |  I f ( r , ą > ( T  —  s ) )d sr ( t ,s )J d t |  =
0 *0

t  OO ( CO

=  1*0- 1/  { I / ( T,<P0(T — s))d sr(T,s)JdT — X | | I f(x,  q>(r — s))dsr (t, s)j d t K  
0 0 0 0

^■R,(t) +  R, (t),
gdzie

R j t )  =  |X0_ i | j ' |  f  [f(T,cpa(T —  s))—  f  ( T , ^ ( T  — s))]dsr(T,s)]dT,
0 o

t  0 0

R (t)  X| J |  f  /(T ,^ (x  — s))d,.r(T,s)JdT.
0 o



Dla oszacowania funkcji R ,(t) zauważmy, że ze związku (12) i założe­
nia 1 w ynika, iż dla dostatecznie dużych o oraz 0 ,a >  jest

\j (t, q\ (t  —  s)) — f ( t , ę ( t  —  s ) ) l< e ,

gdzie £ jest dowolnie m ałą liczbą dodatnią. Stąd i z oszacowania (7) wnio­
skujem y, że

R a (t ) <  (Ir)— | | /  mqa) Va e,

co oznacza, iż

(14) lim ft,(t) =  0-

Z założeń 1 i 5 w ynika istnienie takiej liczby K  >  0, że dla t ( <  0, a >  
spełniona jest nierówność If (t, cp (t — s ) ) |^ K .  Ponieważ ponadto limX. =  A,

więc dla dostatecznie dużych a zachodzi nierówność |X0_r— X |< £ . Zatem  
dla tychże o będzie R=(t) KaV£, co oznacza, iż

(15) lim  R.(t) =  0.

Z relacji (14) i (15) wnosimy, iż lim R a(t) =  0, co wobec (12) oznacza, że
O—> o o

funkcja ćp (t) spełnia rów nanie (13). Ze wzoru (4) i określenia ciągu {X_} 
w ynika równość

(16) 1 =  (T| — l ) / f  { f / ( t , q p ( t — s)) dsr ( t ,  s )  } dr.
ó o

Dla w ykazania, że funkcja ćp (t) .spełnia w arunek  cp(a) =  r), w ystarczy 
pokazać, że

(7. 00
(17) l  =  (n — 1)! f | f  f  (t, cp(t — s)) dsr (t , s) j dt.

O o

Rozważmy w tym  celu różnicę

D =  |Xc— (11 — i) /  f  { f  f  (t, ¢ ( 1 -  s)) dsr (t,  s)] dt \.
ó o

. K orzystając ze związku (16) łatw o spraw dzam y prawdziwość nierów­
ności

/
a  00

0 , 5¾ [li) — ę i/(m q a)2] U l  [  [f ( t ,^ ( t  — s)) — f (t,q):(t — s))]dsr ( t , s ) jd t | .
ó ó



Rozumując analogicznie jak  przy  szacowaniu funkcji R .(t) stw ierdzam y 
bez trudu , iż dla dostatecznie dużych o praw a strona ostatniej nierów ­
ności jest dowolnie m ała. Oznacza to, że spełniona jest równość (17). Tym 
samym dowód tw ierdzenia 1 został zakończony.

TJwaga. Jeżeli funkcja f ( t , x )  nie zachowuje w  obszarze D stałego zna­
ku, to problem  brzegowy (1) może nie posiadać w  ogóle rozwiązania. Jako 
przykład rozpatrzm y rów nanie różniczkowe ze stałym  opóźnieniem  arg u ­
m entu

cp' (t ) =  A [4 — cp (t — 1)], dla 0 <  t <  2 

cp(t) dla — l < t < 0 .

Stosując metodę kroków znajdziem y rozwiązanie tego rów nania 

1 dla — 1 =¾¾ t ^  0

dla ( K t s S Ucp(t) 3 A t +  1

_ ! } . 2 t2 +  3 A (i+ A )t — — A2 +  l  dla l < t < 2
2 2

skąd wynika, że

cp (2) — ---- — A2 +  6 A + 1.

Łatwo teraz zauważyć, że w arunek  postaci cp (2) =  ip gdzie t) >  7 nie 
może być spełniony dla żadnej wartości A; w arunek  cp (2) =  7 jest speł­
niony dla jednej w artości tego param etru , zaś w arunek  typu  cp (2) =  rj, 
przy ą <  7 jest spełniony dla dwu wartości param etru  A.

3.

Dla zbadania zależności rozwiązania zadania brzegowego (1) od p a ra ­
m etru  A oraz jednoznaczności tego rozwiązania, rozważm y dw a rów nania 
różniczkowe z opóźnionym  argum entem

(18) V'i(t) = h  I fi (t, cp; (t — s)) dsrj (t, s) dla t ( <  0, a >
0

C( i (t) =  CO; (t) dla t ^  0, i =  1,2

i przyjm ijm y, że funkcje f; ( t ,x)  są ciągłe w  obszarze D, zaś funkcje r ; (t, s) 
oraz co; (t) spełniają odpowiednie założenia 3 oraz 5 (str. 107), i =  1,2. Za­
łóżmy ponadto, że dla każdej pary  (t, x)  i (t, x) punktów  obszaru D za­
chodzi nierówność

(19) If i ( t ,x)  — f 2 ( t ,x ) l< W ( t , |x —xl)



gdzie funkcja ^  ( t,y ) jest ciągła, n ieujem na w obszarze D+ i niem alejąca 
ze względu na zmienną y.

Załóżmy, że funkcje cpŁ (t) =  cpi (t, Aj) i tp2 (t) =  cp2 (t, l 2) są rozwiązania­
mi odpowiednich rów nań (18) i oznaczmy

M =  m ax {sup |w2(t)l, m ax |(p2(t)!},
t<0 0<ta,a

K  =  m ax If 2 ( t,x ) | w prostokącie P { 0 ^ t * ^ a , i x [ ^ M } ,
Y = l * i — h \  KVa,

x (t) =  |A.X| K V [rj (t, s) — r 2 (t, s)] dla t i  <  0, a > ,
s = 0

Tl =  sup l« i(t)  — w2(t)|+ Y ,t<0

^(t) =  ItPi (t) — cp2 (t)l, A (t) =  sup |A.(u)l, t ^ a ,
Û .t

i przyjm ijm y, że funkcja % (t) jest ciągła w  przedziale <  0, a >  oraz, że 
całka górna rów nania różniczkowego bez opóźnienia

(20) y  =  C W (t, y ) + n  (t), gdzie C =  IK IV

jest przedłużalna na przedział < 0 ,  a > .
N ietrudno teraz pokazać, że w przedziale <  0, a >  zachodzi nierówność 

całkowa
t

(21) A (t) <  i] +  f  [C lF (t, A (t)) +  z (x)] dt,
o

z której, na mocy cytowanego już tw ierdzenia Z. Opiala, w ynika oszaco­
w anie

(22) sup |<pi (u) — fp2(u ) i< g ( t ,r i ) ,  t ( <  0, a > .

Symbol g (t, t]) oznacza tu  całkę górną w  prawo rów nania różniczkowe­
go (20), wychodzącą z punk tu  (0, r)).

Tym  sam ym  udowodniliśm y następujące

T w i e r d z e n i e  2. Jeżeli funkcje cp;(t) są rozwiązaniami odpowiednich 
rów nań (18), funkcje f i ( t , x )  są ciągłe w obszarze D i spełniają nierów ­
ność (19), zaś funkcje r, ( t , s)  i co; (t) (i =  1,2) spełniają założenia 3 i 5 
(str. 107), to dla t ( <  0, a >  zachodzi nierówność (22).

Z tw ierdzenia 2 uzyskam y pew ne wnioski, dotyczące jednoznaczności 
i ciągłej zależności rozw iązania (zadania Cauchy’ego dla rozpatryw anego 
rów nania) od param etru .

Połóżmy w tym  celu w  związkach (18): fi (t, x)  =  f 2 ( t ,x)  d la (t, x ) i D ,  
r i (t, s) =  r 2 (t, s) dla t ( < 0 , a > ,  s ^ 0 ,  coj (t) =  w2 (t) dla t ^ 0 ;  wtedy 
x(t) =  0, zaś n =  y =  KPI/-! — X2|a.



Funkcje cpi (t) i cp2 (t) oznaczać teraz będą dwa rozwiązania tego samego 
równania, odpowiadające kolejno wartościom Aj i A2 param etru  A. Z osza­
cowania (22) w ynika wprost

Wniosek 1. Jeżeli są spełnione założenia tw ierdzenia 2, g (t , 0) — 0 oraz 
funkcja g(t,r\) dla dostatecznie m ałych ■ą zależy w sposób ciągły od w a­
runków  początkowych, to rozwiązanie zadania C auchy’ego dla rozpatry ­
wanego rów nania różniczkowego, zależy w  sposób ciągły od param etru  A.

Przyjm ując w  rów naniach (18): f i ( t , x )  =  f 2{t,x),  r i ( t , s )  =  r2(t,s),
wi (!) =  w2 (t) oraz Aj - A2; tzn. n =  0, możemy wypowiedzieć

WTniosek 2. Jeżeli są spełnione założenia tw ierdzenia 2 oraz g (t, 0) =  0 
dla i ( <  0, a > ,  to przy ustalonej wartości param etru  A zadanie Cau- 
chy’ego dla rozpatryw anego rów nania może posiadać co najw yżej jedno 
rozwiązanie cp (t).

Załóżmy teraz, że funkcje ępi (t) i cp2 (t) są rozwiązaniam i zadania brze­
gowego (1), tzn.

(23)

oraz

(24)

cp\ (t) =  Aj J  f  (t , cpi (t — s)) dsr (t, s) dla t ( <  0, a >  
ó

qPi (t) =  co (t) dla t ^  0, cpj (a) =  r)

cp'2 (t) =  A 2 I f  (t, ę 2 (t — S)) dsr (t, s) dla t ( < 0  , a >  
o

cp2 (t ) =  co (t) dla t <  0, cp2 (a) =  r\

i przyjm ijm y następujące założenia 

Z a ł o ż e n i a  Z*.
1*. Funkcja f ( t , x )  spełnia założenia 1 (str. 107) i jest niem alejąca ze 

względu na zmienną x.
2*. Funkcje r  (t, s) i co (t) spełniają odpowiednio założenia 3 i 5 (str. 107). 

Udowodnimy

T w i e r d z e n i e  3. Jeżeli są spełnione założenia Z*, to istnieje co na j­
wyżej jedna wartość param etru  A, dla k tórej zadanie brzegowe (1) posiada 
rozwiązanie.

Przypuśćm y, dla dowodu niew prost, że w ystępujące w  związkach (23) 
i (24) liczby Aj i A2 są różne, np. Aj <  A2. W tedy, dla 0, a >  będzie

fp'i(t) =  Aj j  f  (t , <pj (t — s)) dsr (t, s) <  A2 f  f  (t , cpi (t — s)) dsr (t , s).
0  0



[< p 'i(t)< X , I f  i (t — s)) dsr ( t ,  s) dla t  ( <  0, a >

|cpi (t) =  ą>2 (t) =  co ( t )  dla t <  0,

z k tórej, wobec znanego tw ierdzenia o nierówności różniczkowej z opóź­
nionym  argum entem  (v. [3], [7]), w ynika silna nierówność

q?i (t) <  cp2 ( t)  dla t ( < 0 , a > .

Nierówność ta przeczy jednak warunkow i cpi (a) =  cp2 (a) =  rj, co kończy 
dowód twierdzenia.

Uwaga.  Bez istotnych zmian założeń i rozum owania można przenieść 
powyższe tw ierdzenia na przypadek problem u brzegowego, typu

q/(t) =  A | f  (t , cp (t —  ?)) dsr (t, s ) dla t  (  <  0, a >  
o

cp (t) =  co (t) dla t  <  0, cp'(a) =  i].

Przedstaw ione w pracy tw ierdzenia uogólniają niektóre w yniki K. Za- 
wischy [6] i S. Takahashi [5], dotyczące rów nań różniczkowych zwyczaj­
nych.
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SUR UN PROBLEME A U X  LIMITES 
POUR L’EQUATION d i f f Er e n t i e l l e  A ARGUM ENT r e t a r d E

r e s u m e

Considierons 1’eąuation differentielle  a argum ent retarde

(1) qp'(t) =  A j  f  (t, q (t — s))dsr ( t : s), pour
ó

et la condition aux lim ites

(2) cp (t) =  co (t) pour t ^ O ,  cp (a) =  tj,

ou a (a >  0) et r) sont des constantes et A est un param etre.
La fonction f  (t , x ) est definie et continue dans le domaine D (0 ^ 5 1 a, 

— o o -< x < C +  oo) et sa tisfa it pour tout point du domaine Da  Pimegalite 
/  (t, x),  0 <  m  =  const. De plus /  (t, x) ^  (t, |.x|), (t, x)  ( D, ou la fonc­

tion $ ( t ,  y) est continue et non negative dans la domaine D + { 0 ^ t ^ a ,  
y ^ O } ,  non decroissante par rapport a la variable y  et telle, que toutes 
les integrales superieures de l’equation d ifferen tie lle  sans re ta rd  y'  =  
= k $ ( t . y )  k — const, sont prolongeables a l’in tervalle  < 0 ,  a > .

La fonction in itiale  w (t) est continue et bornee dans l’in tervaile  
(— oo,0 > .  Le noyau r ( t , s )  est une fonction definie pour 0, a > .  et 

0 e t telle (v. p. ex. [1]), que 1’in tegrale  de S tieltjes

0  (t) = j f  (t, cp (t — s)) dsr (t, s) 
o

est continue dans l’in tervalle  < 0 ,  a i > .  La variation

v(t)  == V r ( t , s )
s~ 0

satisfait aux inćgalites pour t ( 0, a >  (q et V  sont
des constantes).

Dans ces hypotheses je  dbm ontre qu ’il existe au moins une valeu r du 
param etre A, pour laquelle le problem e (1) — (2) adm et au moins une 
solution.

Dans la seconde partie  de la presente note j ’etablis des conditions suf- 
fisantes pour 1’unicitć de la solution du problem e (1) — (2).

Oddano  do Redakc j i  2. VI I I .  1965





K. ZIMA

EFEKTYWNE ROZWIĄZANIA 
NIEKTÓRYCH ROWNAN RÓŻNICZKOWYCH 

Z FUNKCYJNYM ARGUMENTEM

W pracy niniejszej podane zostaną pewne tw ierdzenia dotyczące s tru k ­
tu ry  całki ogólnej niektórych liniowych rów nań różniczkowych pierw ­
szego i drugiego rzędu o funkcyjnym  argum encie.

1. Równanie różniczkowe pierwszego rzędu

Niech a (t) i 8 (() będą dwoma funkcjam i ciągłymi w  przedziale <  0, T), 
T ^  oo. Będziemy zakładać, że 8 (t) 0 oraz 8 (t) ( <  0, T) gdy t 6 <  0, T).
Rozważać będziemy następujący  problem  Cauchy’ego

x'(t) = a (t) • x  (8 (t)) dla t i  <  0, T),
 ̂ x  (0) =  a.

W zależności od funkcji 8(t), rów nanie (1) może przedstaw iać rów nanie 
różniczkowe z opóźnionym argum entem , rów nanie z wyprzedzeniem , 
rów nanie typu  mieszanego, zwyczajne rów nanie różniczkowe itp.

W odniesieniu do rów nania (1) ważną rolę będzie odgryw ał następujący 
szereg funkcyjny

~  t t
(2) ±(t )  — 1 +  a; (t), gdzie a Ł (t) =  f a (s) ds, ai + 1 (t) =  f a (s) • a ; (8 (s)) ds.

i = l  Ó Ó

Szereg (2) jest zawsze zbieżny w  punkcie t =  0. Zależnie zaś od zespołu 
funkcji a (t) i 8 (t) może być zbieżny w  szerszym  lub węższym podprze- 
dziale przedziału <  0, T).

Udowodnimy obecnie pew ne tw ierdzenie dotyczące związku szeregu (2) 
z problem em  (1). P rzy jm ijm y w tym  celu, że istn ieje  liczba A,  0 <  A ^ T ,  
taka, że 8 ( t ) ( <  0,8 (A)), gdy t 6 < 0 ,  A).  Niech dalej A*=  m ax (A ,8 (A)). 
(Oczywiście A*= oo gdy A =  oo).



T w i e r d z e n i e  1. Jeśli szereg (2) jest jednostajn ie zbieżny w  prze­
dziale <  0, A*) (względnie niem al jednostajn ie zbieżny w przedziale 
< 0 , o o )  gdy A*=  oo) to funkcja

(3) x  (t) = x  (t) • a =  a • [1 +  V a ;( t) ]
i—1

jest rozwiązaniem  problem u (1) w  przedziale <  0, A).

Dowód.  Różniczkując szereg (3) form alnie, w yraz po wyrazie, o trzy­
m ujem y

(4) (a [1 +  J 1 ai (t)])' =  a * X  a', (t) =  a • a (t) [1 ■+  V  o, (5 (t))].
i=1 i—1 i= l

O trzym any szereg pochodnych jest —  w m yśl założenia — zbieżny dla 
tych  wartości t, dla k tórych 5 (t) i  <  0, A*), tzn. dla t 6 <  0, A). W tym
przedziale różniczkow anie szeregu (3) w yraz po w yrazie jest dozwolone
i wobec tego dla t ( < 0 ,  A) ma m iejsce równość (4). Oznacza to, że funk­
cja (3) jest rozwiązaniem  problem u (1) w przedziale <  0, A), bowiem prócz 
równości (4) m am y jeszcze a, (0) =  0, i =  1, 2, 3 , . . .  i stąd x  (0) =  a • (1 +

ł J f l i f O ) )  =  a.
i= l

Przypadki, gdy szereg (2) jest zbieżny niemal jednostajnie. W tym
m iejscu przyjm iem y, że funkcje a (t) i 5 (t) są określone i ciągle w  prze­
dziale <  0, oo).

Jeśli funkcja 8 (t) spełnia nierówność 8 ( t ) ^ t  (tzn., że rów nanie (1) jest 
rów naniem  z opóźnionym argum entem ), wówczas szereg (2) jest jedno­
sta jn ie  zbieżny w każdym  dom kniętym  przedziale < 0 ,  T > .

Niech bowiem M =  m ax la (t)l. W tedy |aj (t)l =¾ Mt, |a 2 (t)l =¾¾ M t2/2 !,.. . ,  
< o ,  r >

Ich (t)i Mtn/n\ d la t £ < 0 ,  T > .  Z otrzym anych oszacowań w ynika jed­
nostajna zbieżność szeregu (2) w  przedziale <  0, T > .

t
W szczególności, jeśli 8 (t) =  t, a„ (t) =  | f a (s) d s j1,/n! ((3), str. 73), a stąd

ó
t

x  (t) — a • exp ( | a (s) ds j , co zgadza się ze znanym  wzorem ,na rozwiązanie 
ó

liniowego rów nania różniczkowego zwyczajnego.
Z odpowiednich tw ierdzeń o jednoznaczności w ynika, że w  przypadku 

gdy 8 ( t)$ ^ t, funkcja x  (t) w yrażona wzorem (3) jest jedynym  rozwiąza­
niem  poblem u (1).



Przykłady. P r z y k ł a d  1. Dla rów nania różniczkowego x'(t) — e l , x  (2 t), 
t (: <  0, oo), z w arunkiem  początkowym x  (0) =  a, rozwiązaniem  w prze­

dziale <  0, oo) jest funkcja x  (t) =  a

_ |_________ -  p ~  15 t  . .
^  3 • 7 • 15

1 — e ‘+ g * e  3 t — 3 ^ y e T‘ +

P r z y k ł a d  2. Rozwiązaniem rów nania x '(t) — tn • x  (tk), x  (0) — a 
w przedziale <  0,1 jest funkcja

I -f-n ^ ( n + l )  ( k  +  1) ^ ( n + l )  [fc3+ k + l ]

+ 1 ^ + T + l n  +  l)2 (Jc +  1)~ +  (n +  13) (k +  l ) [ k 2 +  k +  l] +
f ( n - r l ) [ k .3 + /c 2 + k + l ]

+(n +  1)4 (k +  1) (k2 +  k +  l)  (k3 +  k2 +  k + 1)

+  •
I l)* Q i-l (k)

: | ^  (n +  l)*n*-i Qs (k)
, gdzie Q0 (k) — 1, Qr (k) — kr +  kr x-

S = 0

+  kr_2 + . . . +  k +  1.

P r z y k ł a d  3. W eźmy pod uwagę rów nanie x'(t) — x  (2 t), x  (0) — a. 
W tym  przypadku szereg (2) ma postać

* ( * ) - « [ » +  « + T 7 j - « '+  , + +  <*+ 4 +  '* + "

Powyższy szereg jest zbieżny jedynie dla t =  0. Nie oznacza to jednak, 
że rów nanie w  przykładzie 3 nie posiada w  ogólne rozwiązania. Bliżej tę 
kwestię w yjaśni poniższy przykład:

P r z y k ł a d  4. Jeśli dla rów nania x'(t) =  x  (t +  yj> x  (0) =  0 rozpisze-

m y szereg (3) to  otrzym am y funkcję identycznie rów ną zeru w przedziale 
<  0, oo); k tóra jest tryw ialnym  rozwiązaniem rów nania w przykładzie 
czwartym . Innym  rozwiązaniem  tegoż rów nania jest funkcja x  (t) =  sint, 
którego to rozwiązania nie da się uzyskać na podstaw ie podanego tu  wzo­
ru  (3). O statnie dwa rów nania są tzw. rów naniam i z w yprzedzającym  
argum entem . W stosunku do takich rów nań niew iele wiadomo na tem at 
istnienia rozwiązania i n ie  ma tw ierdzeń o absolutnej jednoznaczności.

Znane dotychczas tw ierdzenia o jednoznaczności (1), (2), w ym agają sto­
sunkowo mocnych założeń odnośnie rów nania z przyśpieszeniem  i gwa­
ran tu ją  jednoznaczność rozwiązania w  pew nej, specyficznej dla danego 
rów nania klasie funkcji. Twierdzenia te  gw aran tu ją  jednocześnie istn ie­
nie rozwiązania. Założenia w zm iankow anych wyżej tw ierdzeń spełnia np.



rów nanie w  przykładzie 1 i dlatego możemy twierdzić, że otrzym ane przez 
nas rozw iązanie jest jedyne w  klasie funkcji podwykładniczych, spełnia­
jących nierówność \x ( t ) i ^  exp (k • e~l), gdzie k  jest pew ną stałą.

Niejednorodne równanie różniczkowe. Weźmy pod uwagę równanie

I x'(t)  =  o (t) • x  (5 (t)) +  b (t), t ( <  0, T)

^  |x  (0) =  a.

Zakładam y, że funkcje a (t), 8 (t) i b (t ) są ciągłe w przedziale <  0, T) 
a ponadto 8 ( t ) ^ 0 .  Jeśli w  oparciu o funkcje o(t), 8 (t) i b (t) zbudujem y 
następujący szereg.

OO t t

(6) X (t) =  y ^ b ; (t), gdzie bj (t) =  f  b (s) ds, b i + 1( t ) =  j a (s) • b ; (8 (s)) ds
i=i  o b

to szereg ten  jest form alnym , szczególnym rozwiązaniem  rów nania (5), 
tzn. w  stosunku do tego szeregu jest słuszne analogiczne tw ierdzenie do 
tw ierdzenia 1. Łatw o stw ierdzić, że gdy 8 ( t ) ^ t ,  wówczas szereg (6) 
jest zbieżny niem al jednostajnie. W szczególności, gdy 8 (t) =  t, x  (t) =

t t S

=  exp ( I a (s) ds) • I b (s) • exp (—  j a (u) du) ds.
o b o

Całką ogólną rów nania (5) jest suma funkcji x ( t )  i x  (t ) gdzie ót{t) jest 
rozwiązaniem  ogólnym  rów nania jednorodnego, zaś x  (t) szczególną całką 
pełnego rów nania (5).

2. Równanie różniczkowe drugiego rzędu

Zajm iem y się teraz rów naniem  różniczkowym postaci

(7) x"(t)  = a ( t ) - x ( b  (t)) +  b (t), a (t ), 8 (t) i b (t) ciągłe dla t (: <  0, T)

oraz 8 (t) ^  0, z w arunkiem  początkowym  x  (0) =  a, x'(0) =  f>.
Zanim  podamy form alne rozwiązanie problem u Cauchy’ego (7) przy 

dowolnej funkcji 8 (t), zajm iem y się krótko przypadkiem , gdy 8 (t) =  t.
Niech cp (t) będzie dowolną funkcją ciągłą w przedziale <  0, T). Określi­

m y pewne operacje działające na funkcję cp (t), a mianowicie
t

(8) 7 (pdl f- | cp (s) ds, m  cpdI f- a ( t )  • cp (t),
b

gdzie a (t) jest funkcją w ystępującą w  rów naniu  (7).



Określm y z kolei następujące trzy  funkcje 

z0( t ) =  l + Pa + P m P a  + P m P m P a  + . . .
Zi (t) =  Pa + P m P a  +  Pm P a  + P m P m P a  +  P m P m P a  +  P m P m P a  + . . .  

z2 (t) =  Pb + P m P b + P m P m P b  + . . .

Łatwo sprawdzić, że rozwiązaniem  problem u (7) w  przedziale 0, T) 
jest funkcja

(9) x  (f) =  (a +  Pt) • z0 (t) — 2 P • Z i( t)+ z 2(t).

Szeregi określające funkcje z0 (t), z 1 (t) i z2 (t) są niem al jednostajnie 
zbieżne i można je  dw ukrotnie różniczkować w yraz po wyrazie. Prócz 
tego, funkcja z2 (t) spełnia rów nanie (7) i z2 (0) =  z'2 (0) =  0. Funkcja z0 (t) 
spełnia rów nanie jednorodne i w arunek z0 (0) =  1, z'0 (0) =  0. W reszcie 
funkcja zx (t) czyni zadość tożsamości różniczkowej

Z tych własności funkcji z0 (t), zx (t) i z2 (t) można wywnioskować, że 
rozwiązaniem  problem u (7) jest funkcja określona wzorem  (9).

P r z y k ł a d  5. Dla rów nania x"(t) = t • x  (t) +  ta funkcje z0(t), Zi (t) 
i z2 (t) przedstaw iają się następująco

Funkcję x ( t ) określoną wzorem  (9), a będącą rozwiązaniem  problem u
(7) można zapisać inaczej, a mianowicie

Z zapisu (10) łatw o wyciągnąć wnioski dotyczące istnienia rozwiązania 
problem u brzegowego dla rów nania (7). Istotnie, jeśli d la  jakiegoś a liczba 
a-Zo(a) — 2 -^1(0 ) 7 ^ 0 , to rów nanie x(a)  =  a z 0(a) +  P(a*z0(a)— 2 Zj(a)) +  z2(a) 
ma dokładnie jedno rozwiązanie na P, a to  oznacza, że z punk tu  (0,a) moż­
na poprowadzić dokładnie jedną całkę (pod kątem  P* =  arctg  P), przecho­
dzącą przez punkt (a, x  (a)). Np. odnośnie rów nania w  przykładzie 5 jest

z“ W =  2Ó (*) +  o (t) • zi (*), Zi (0) =  z'i (0) =  0.

2 - 3 - 5 - 6  1 2 - 3 - 5 - 6 - 8 - 9

100 t 10
1 0 !

1380 t 1ił 
13!

22(t) (a+ 1 ) (a +  2)
t « + 2 ta+S

(10) x  (t) =  a z0 (t) +  P (t • z0{t) —  2 • Zj (t)) +  z2 (t).



widoczne, że dla a =  1 z 0 (1)— 2 * Z i ( l ) > 0 .  S tąd wniosek, że z każdego 
punk tu  osi t =  0 można poprowadzić całkę rów nania 5 docierającą do do­
wolnie w ybranego punktu  na osi t =  1.

Równanie drugiego rzędu z funkcyjnym argumentem. Zajmiem y się 
teraz rów naniem  postaci

| x"(t )  =  a (t) * x  (5 (t)) +  b (t), t C <  0, T),

(U ) |x  (0) =  a, x'(0) =  p.

O funkcjach a (t ), 8 (t) i b (t) zakładam y, że są ciągłe w  przedziale <  0,T) 
oraz funkcja 8 (t) jest różniczkowalna i nieujem na.

Form alnym  rozwiązaniem  problem u (11) jest funkcja następująca

(12) x  (t) =  a • ż0 (t) +  (5 • żj (t) +  i<i (t), gdzie

2o (t) =  l +  f2a + 7 2mp72a +  72rnp72mp72a +  . ..

*2 (1) “  Pb + PmpP-b + P m p P m p P b  + . . .
żi (t) =  t +  8 (t) 72a +  8! (t) Pmp Pa  + b2 (t) P m p P m p P a  + . . .

— [72mj7a +  I m }Pa  +  PmpIrriiPa +  72mp72m 17a +  I m2PmpPa  +

+ P m 2ImpPa  + ...]

L itera 7 oznacza operację całkowania, m  — operację mnożenia przez 
funkcję a (t), p — operację podstaw ienia w m iejsce t liczby 5 (t) zaś m k 
oznacza mnożenie przez funkcję 8 \ ( t ) ,  gdzie bk (t) =  8 { . . .  8 [8 (t)]}, (k — 
krotna ite ra ta  funkcji 8 (t)).

Odnośnie form alnego rozwiązania (12) można udowodnić analogiczne 
tw ierdzenie do tw ierdzenia 1, a mianowicie

T w i e r d z e n i e  2. Niech dla t i  <  0, A) 8 (t) £ <  0, 8 (A)). Niech
dalej A* =  m ax (A, 8 (A)). Jeśli szeregi ż0 (t), żi (t) i ź2 (t) są zbieżne jedno­
sta jn ie  w przedziale <  0, A*) to funkcja (12) jest rozwiązaniem  problem u
(11) w  przedziale < 0 ,  A).

Dowód tw ierdzenia 2 jest analogiczny do dowodu tw ierdzenia 1.

Szeregi określające funkcje ż0 (t), ż 1 (t) i ż2 (t) są zbieżne niem al jedno­
sta jn ie , gdy 8 ( t ) ^ t .  tzn. gdy rów nanie (11) jest rów naniem  z opóźnionym 
argum entem . Wówczas w  każdym  ograniczonym  przedziale < 0 . T * >  
można uzyskać oszacowania

l a ( t ) l < M ,  18 ( t ) | < K ,  a stąd |8'„ ( t ) i <  K \



Można więc funkcje ż0 ( t) , l Y (t ) i ż2 (t ), a ściślej mówiąc szeregi te  funk­
cje określające zmajoryzować zbieżnymi szeregami wykładniczymi.
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r Es o l u t i o n s  e f f e c t i v e s  d e s  c e r t a i n e s  E q u a t i o n s  d i f f Er e n t i e l l e s
AVEC L’ARGUM ENT FONCTIONNEL

K . Z IM A

R E S U M E

Dans cette  note nous considśrons l’śquation  diffórentielle du prem iere 
ordre

(1) a:'(t) =  a (t) • x  (8 (t)) +  b (t), t i  <  0, T), x  (0) =  a, 

et 1’eąuation du second ordre

(2) x"(t )  =  a (t) • x  (5 (t)) +  b (t), x'(0) =  |3, x  (0) =  a.

Les fonctions a (t), b (i) et 5 (t) sont continues dans l ’in tervalle  <  0, T), 
T ^  oo, et 5 ( t ) ^  0.

Soit I 1’operateur de 1’n tegration  et ma 1’opera teur de la m ultiplication 
p a r la fonction a (t ), c’est — a-dire

t
Ią>= f  cp (s), ms tp =  o (t) • cp (t).

0

Dófinisons les fonctions x 0 (t), x Y (t), comme su it
t t

Xi (t) =  V  b ,  (t), bj  ( t ) =  J  b  (s) ds, b i+i (t) =  j a (s) • b, (5 (s)) ds,
i = 1 Ó b

t t
x 0 (t) = 1 +  ^  a i (t ), ai  (t) =  j a (s) ds,  a i + 1 (t) =  f a (s) • a ; (5 (s)) ds.

i =  i  o b

T h e o r e m e  1 .  Si les fonctions x 0 (t ) et x 1 (t ) sont definiśes dans l’in te r- 
valle <  0,8 (A)), alors la fonction x  (t) =  a • x 0 (t) +  (t) est la solution
du problem e (1).



Dśsignos par x 0, X\ e t x2 les fonctions suivantes

(t) =  1 +  Pa +  Pmp Pa  +  P m p P m p P a  + . . .  

ź2 (t) =  Pb  +  Pmp Pb  +  P m p P m p P b  + . . .  
żi (t) =  [t +  S (t) J2a +  51 (f) P m p P a + b 2 (t ) P m p P m p P a  + . . .] —

— [Pm^Pa. +  I m ^ 2a +  Pm pI2m 1J2a +  . ..]

ou p est 1’opera teur de la substitu tion  (t <==* 8 (t)), m ; — 1’operateur de la 
m ultiplieation par la fonction S'; (t), 8; (t) =  8 ( . . .  (8 (8 (t)))).

i

T h e o r e m e  2. Sous les hypotheses convenables, la fonction 

z (t) =  a • z0 (l) +  P • zx (t) +  22 (t) 

est la solution du problem e (2).

O ddano do R ed a kc j i  2. V II I .  19G5



K RYSTYNA SKÓRNIK

POSTAĆ FUNKCJI LOKALNIE CAŁKOWALNEJ, KTÓREJ m-ta 
POCHODNA LOKALNA ZNIKA PRAWIE WSZĘDZIE

Wiadomo, że jeżeli funkcja f  (x ) zmiennej punktow ej x  =  ( ' § ! , . . £t/) ma 
pochodne ciągłe aż do rzędu m  =  (u1; . . u.,,) i jeżeli f (Tn) (x) =  0, to funkcja 
/  (x) daje się przedstaw ić w postaci

L  1  f  q — 1

f W  =  ęj f l i  ( x ) + . . . +  2 ^ Sq U> (*)>
j=0 t=0

gdzie funkcja fj-, jest stała względem  zmiennej
Dowód tego tw ierdzenia można znaleźć między innym i w  książeczce J. 

Mikusińskiego i R. Sikorskiego ,,The E lem entary  Theory of D istributions” , 
na str. 46. W tejże książeczce jest analogiczne tw ierdzenie wypowiedziane 
także dla przypadku, gdy f  jest funkcją całkowalną i pochodna / (m) jest 
rozum iana w sensie uogólnionym. Jednakże dowód tam  podany jest (dla 
przypadku funkcji całkowalnych) niekompletny*). Celem tej pracy jest 
podanie dowodu kom pletnego. O kazuje się przy tym , że nie jest istotne 
ograniczanie się do funkcji o w artościach rzeczyw istych lub zespolonych. 
Twierdzenie jest praw dziw e dla funkcji o w artościach w  dowolnej p rze­
strzeni H ilberta i w  tej postaci jest udowodnione w tej pracy. Zauważm y 
jeszcze, że szczególny przypadek, gdy w artości funkcji są rzeczywiste, 
był rozw ażany także przez H. Koniga w  M athem atische N achrichten 9 
(1953) str. 129 -148 .

Całość mojej pracy złożona jest z trzech paragrafów . W pierw szym  zo­
stała wprowadzona potrzebna w  pracy symbolika i definicje. Między in ­
nym i podane zostały tam  definicje zbieżności w edług norm y, zbieżności 
lokalnej i pochodnej lokalnej. W drugim  paragrafie  udowodnione zostały 
tw ierdzenia dotyczące funkcji lokalnie całkowalnych, k tóre posiadają po­
chodne lokalne oraz znajdują się tam  uogólnienia tw ierdzeń Rolle’a i La-

*) L u k a  je s t w  dow odzie tw ie rd z e n ia  28.2, n a  s tr. 45, gdyż p o d an a  n a  k o ń cu  w sk a ­
zów ka do tycząca p rzy p ad k u , gdy  fu n k c ja  f  (x) je s t ca łkow alna , n ie  ro zw iązu je  s p ra ­
wy. U w agę na  to zw rócił m i p ro f. J. M ikusiń sk i.



grange’a na przestrzeń q-wym iarową dla funkcji o w artościach rzeczy­
w istych. Twierdzenia te  m ają charak ter pomocniczy. Twierdzenie podsta­
wowe tego paragrafu  jest następujące:

Funkcja f  lokalnie całkow alna w  R q o w artościach w przestrzeni Hil- 
berta  ma m -tą pochodną lokalną rów ną zeru w tedy i ty lko wtedy, gdy 
d la każdego dowolnie ustalonego h zachodzi równość

\ ( m ,  h ) f — Q

dla praw ie w szystkich x  z Rq.
Ostatni, trzeci paragraf został poświęcony postaci funkcji lokalnie cał­

kowalnej w  Rq, k tórej m -ta  pochodna lokalna znika praw ie wszędzie.

§. 1. Symbolika i podstawowe określenia

Przez Rq rozum iem y przestrzeń q-w ym iarow ą punktów  x  =  ( I j , . . . ,  Ę,q). 
Przyjm ijm y znakowanie x  + y  =  C śi+ ih ,. . . ,  £ ,+ !l?), x  — y =  ( ii — m, ■ • •, 
l q — 11?), x y  =  (ii Tli, •••,!? Hq), gdzie y  =  (Hi,. . . ,  U,). Poza tym  będziemy 
korzystali z oznaczenia x m =  , gdzie m =  (p-j, . . . ,  u,,).

Oznaczmy przez T q zbiór wszystkich perm utacji złożonych z i jedynek 
i q — i zer. Na przykład zbiór T* składa się z sześciu perm utacji: 0011, 
0101, 0110, 1001, 1010 i 1100. Poszczególne perm utacje należące do zbioru 
T q będą odgryw ały rolę w ykładnika potęgowego (ew entualnie wskaźnika) 
zm iennej x  =  (£i , . . . ,  | , ) .  Na przykład dla perm utacji k  =  (0,1, 1,0) nale­
żącej do T* m am y x k = =  i 3.

Niech k  =  będzie dowolnie ustaloną perm utacją  należącą do
Tq i niech c =  (Yi,. . . ,  Y?) będzie dowolnie ustalonym  układem  q liczb rze­
czywistych.

C

Symbolem V,J' oznaczać będziemy funkcję określoną w  Rq za pomocą 
wzoru

V k f  =  f ( x ~ ~  k x  + kc),
C

gdzie k x  =  (xx i 1;. . . ,  xq l q), kc =  K  Yi, . . . ,  z , yq). Funkcja V kf  jest więc 
stała względem  tych  zm iennych t,-,, d la których x; =  1.

C

Symbol V* będziemy nazywali operatorem podstawiania.
Dla przykładu niech k  =  (0,1, 1,0), c =  (yi, Y2, Y a ,  Y 4 ) ,  ^  =  (§1, l i,  Iz, !«); 

wówczas

V J  =  f  (£1, Y 2 ,  Y a ,  li).

Niech e; oznacza punkt, którego i-ta  w spółrzędna jest rów na 1, a pozo­
s ta łe  0. Jeżeli więc punkt x  m a w spółrzędne i i , . . . ,  ! r;, to punk t x  +  e ; X;



różni się od x  tylko i-tą w spółrzędną, rów ną Si +  Xi- Jeżeli k  jest perm u- 
tacją należącą do Tf,  m ającą na i-tym  m iejscu liczbę rów ną jeden, to za­
chodzi równość

V k f  =  V eif,
przy czym symbol

V e. f  = f  (li, • • •, ii-i, 7i, ii + i, • • i , )

przedstaw ia funkcję punktu, którego w spółrzędnym i są l i , . . . ,  gdzie 
=  Yi- Analogicznie symbol

V e. V e. f  dla i ^ jt-i Cj

oznacza wartość funkcji w  punkcie, którego w spółrzędnym i są i i , . . . ,  i , ,  
przy czym =  a a Ł;,- =  p. W dalszym  ciągu zam iast symbolu Ve będzie­
m y pisali Vi. Jeżeli za x  w staw im y a =  (ax, . . . ,  aq), to będziemy krótko

pisali V  /.
Jest widoczne, że dla operatorów  podstaw iania zachodzi następująca 

własność: Jeżeli i 7^ j, to
a p P a

(1.1) V, V j f  =  V j V i f,

gdzie « a s

Ponieważ równość (1.1) zachodzi dla wszystkich funkcji, więc m am y 
symboliczny zapis

(1.2) V j V j 1 j V j (i=Ćj),
“ t1

który  mówi, że zachodzi przem ienność operatorów  V, i V ? • Łatwo poka­
zać, że dla operatorów  podstaw iania stosuje się tw ierdzenie o łączności: 
Jeżeli wskaźniki i, j, r, są różne, to

l(v , V ,)f l= tv ,  V,) (Vr /).
co można zapisać

(1.3) v ź (V, V r) /  =  (V t V,) v r /.

Przy jm ijm y definicję następującą
a l  a n  a 1 a n

(1.4) (i)iVi +  ...+Tln V , ) f  =  H i V i / + . . . + T l n vj.
a l  a n

O perator postaci ^  =  ¾  V/ +  . . .+ l l„  V], gdzie T h ,...,1),, oraz 0̂ , . . . , 0 ,, 
są liczbami rzeczywistym i, będziem y nazyw ali operatorem  cząstkowym.



Można pokazać, że operatory  o różnych w skaźnikach są przem ienne 
i łączne. Należy jedynie zauważyć, że operator A-, można zapisać w  postaci

t j

i pam iętać o tym , że praw dziw a jest równość (1.2).
Niech h będzie daną liczbą rzeczywistą różną od zera. Dla funkcji f  (x) 

jednej zmiennej przy jm ujem y definicję:

A(1>h) f  = f  (x +  h) — f  (x).

O perator A(1-h> będziemy nazyw ali operatorem  różnicowym rzędu 1-go 
lub krótko operatorem  różnicowym. Różnicę f ( x  + h ) — f  (x) nazyw a się 
zwykle pierwszą różnicą funkcji y = f (x) .  V. [5],

P rzy jm ujem y definicję indukcyjną

\<m,h ) f  =  Ą(l,h) (Ą<m-l,h) f )  (m  =  2 . 3, . . .).

Można wykazać, że zachodzi wzór

m
f  = y  (— l)mO (m) f  (x  + j h ).

3 = 0

Jeżeli /  jest funkcją w ielu zm iennych określoną w  Rq oraz I  =  (1, . . 1), 
x  =  ( in  • • i ,) ,  h =  (Xi,. . . ,  X,), to przy jm ujem y definicję

A-1, Ai) f  = f ( x  +  e,Xi) — f (x) ,
A(i,h> f =  A < h A < b x g)'

Analogicznie jak  dla funkcji jednej zm iennej rozszerzym y definicję 
operatora różnicowego rzędu pierwszego na operator rzędu m =  (Pj , . . . ,  p?). 
A mianowicie

(̂m,h) j  —  ^ (iw ..)  • • • ^q,Xq)

przy  czym
i1-!

(1.5) A||li’Zi) /  =  V ( — 1) ' ' ( j ) /  (x 'i e ;
3=0

K orzystając z p rzy jęte j sym boliki i powyższych równości m am y

(1.6) K 1,xi)f = y j —



Z ostatniej równości wynika, że operator różnicowy jest szczegól­
nym  przypadkiem  operatora cząstkowego. Stąd oraz z przem ienności ope­
ratorów  cząstkowych o różnych wskaźnikach wynika, że

A j1'* 1’ A j1’ 7--*1 /  =  A (I,/^ A j1’ *’1 f  (i j ) .

Niech x  oznacza w  dalszym  ciągu punkt przestrzeni q-wym iarowej: 

x  =  (5i.......I,); podobnie h = (Xi,. . . ,  Xq). Przez j- będziem y rozumieć

liczbę    ----- . Ponadto przez sgn x  będziemy rozumieć iloczyn TI sgn
Xl • • • 1 r q

Gdy więc choć jedna ze w spółrzędnych jest rów na 0, to sg n x  =  0. Gdy
wszystkie w spółrzędne są różne od zera, to sgn x  ma w artość 1 lub — 1
w zależności od tego czy liczba współrzędnych ujem nych jest parzysta czy
nieparzysta. Poza tym , niech mi =  m-i ! . . .  ł*,! jeśli m =  ( m, .. . ,  m-7) i Ui , ..
są całkowite nieujem ne.

Przedziałem q-wym iarowym  [a, bj będziemy nazywali iloczyn karte- 
zjański q przedziałów jednow ym iarow ych

[a,b] =  [aj, px] X . . .  X [«7,P7],
gdzie

[«;, Pi] =  [P i,« ;], g d y  P; <  a i,

przy czym a ; są współrzędnym i punktu  a, natom iast są współrzędnym i 
punktu  b.

Niech w dalszym  ciągu f n i /  oznaczają funkcje o w artościach w prze­
strzeni H ilberta, całkowalne (lub lokalnie całkowalne) w  sensie Bochnera. 
Ogólnie przez l/i będziemy rozum ieli funkcję, k tórej w artość w  danym  
punkcie jest rów na norm ie wartości /  w tym  punkcie. Jeżeli /  jest funkcją 
całkow alną w sensie Bochnera, to l/l jest funkcją całkowalną w  sensie 
Lebesgue‘a.

Mówimy, że ciąg funkcji f n jest zbieżny według norm y do funkcji /, 
jeżeli

(1.7) lim  j l/„ — / ldx  =  0.
> R q

Mówimy, że ciąg funkcji /„ jest zbieżny lokalnie do funkcji /, jeżeli jest 
zbieżny w edług norm y w każdym  ograniczonym  przedziale P, to znaczy 
jeżeli

lim  I |/„ — f \ d x  =  0.
T l- * 0 0  p



Mówimy, że lokalnie całkow alna funkcja f  ma pochodną lokalną równą 
lokalnie całkow alnej funkcji g, jeżeli dla każdego ograniczonego prze­
działu P

dąży do zera, gdy h -*■ 0 i sgn h 0.
Ogólnie mówimy, że lokalnie całkow alna funkcja f  ma m-tą pochodną 

lokalną równą lokalnie całkow alnej funkcji cp, jeżeli dla każdego ograni­
czonego przedziału P

dąży do zera, gdy h -> 0 i sgn h ^  0.
W dalszym  ciągu pochodną lokalną będziem y oznaczali sym bolem  DL. 

Można pokazać, że dla funkcji lokalnie całkowalnych, posiadających po­
chodne lokalne, zachodzi tw ierdzenie:

T w i e r d z e n i e  1.1. Jeżeli /  i g są funkcjam i lokalnie całkowalnymi 
w  R q i posiadają pochodne lokalne, to:

Ciąg funkcji rzeczyw istych całkow alnych f n będziemy nazyw ali ciągiem 
deltowym , jeżeli:

1. Istn ieje  ciąg liczb e„ >  0, zbieżny do 0, tak i że /„ (.r) =  0 dla | x l >  en;
2- J\ f „ ( x ) d x  =  1;
3- j ljn (x)Ida: <  M <  oo.

Ciąg deltowy będziem y zawsze oznaczali przez 5n.

§ 2. Pewne twierdzenia dotyczące funkcji lokalnie całkowalnych 
posiadających lokalne pochodne

Podstaw owym  tw ierdzeniem  tego paragrafu  jest:

T w i e r d z e n i e  2. Funkcja f  lokalnie całkow alna w  R q ma m -tą po­
chodną lokalną rów ną zero w tedy i tylko w tedy, gdy dla każdego ustalo­
nego h zachodzi równość

A<m ’h > f  (x) =  0

a) DL (f +  g) =  DL f +  DLg,
b) D l (f ’ g) =  D Lf  • g + f  ■ D Lg,
c) D£i  U + g )  =  D^i f + D p  g.

dla praw ie wszystkich x  z Iiq.



Dowód powyższego tw ierdzenia oparty  będzie na pomocniczych tw ier­
dzeniach 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5.

T w i e r d z e n i e  2.1. Jeżeli ciąg f n funkcji lokalnie całkow alnych jest 
zbieżny lokalnie do /, a ciąg funkcji całkow alnych gn znikających poza 
pewnym  wspólnie ograniczonym  przedziałem  jest zbieżny w edług norm y 
do funkcji g, to ciąg splotów f„ * g„ jest zbieżny lokalnie do f  *g.

Dowód.  Niech [—a, a] będzie przedziałem , poza k tórym  znikają funkcje 
ciągu gn. W tedy

W f n * 9 n  — } * g \ d x  =  j'| j  [/„ (x — t) gn (t) —  f ( x  — t) g(t)] d t \dx  =
P P

=  JI i* fn (x t) [gn {t) — g ( t )]dt \dx +  [/„ (x — t) — /  (x —  t)] dt \dx  <
P P

^ S \ 9n(t) — g( t ) \dt  j' \ f n { x — t ) \ d x  +  ]’ I g (t) I dt $\ f n ( x — t) — f  ( x— t)\dx.
- a  P  - a  P

Niech P  będzie dowolnie ustalonym  przedziałem . W eźmy przedział P  
taki, że dla każdego x ć P  i dla każdego t ( : [— a, a], x  — t £ P .  Niech e bę­
dzie dowolnie ustaloną liczbą. Niech t będzie dowolnie ustalonym  punk­
tem  z przedziału [— a, a]. W tedy

Ji f n (x — t) —  f ( x  —  t ) i d x <  j‘l/n (u) —  / ( u ) l d u < e  
p p

dla w ystarczająco dużych n. Wobec powyższego całka 

J \g (t) |d t J '|/n (x t) f  (x 1)1 dx
- a  P

dąży do zera przy Można zauważyć, że istn ieje  stała M taka, że

j’ I/,. (x — t ) i d x <  M.
P

Wobec tego i zbieżności w edług norm y ciągu gn m am y 

I  19n (t) —  g{ t ) \ dt  j'|/„  (X — t ) | d x < M  • E.
- a  P

T w i e r d z e n i e  2.2. Jeżeli /  jest funkcją lokalnie całkowalną, to ciąg 
<\ * f jest lokalnie zbieżny do funkcji f.

Dowód.  K orzystając z własności 2° ciągu deltowego i tw ierdzenia Fu- 
biniego otrzym ujem y

j‘ | /  * bn —  / 1 dx  =  j' | J  /  (x —  t) d„ (t) dt — J f (x) bn (t) dt  I dx  <
P P

(2 .1)

^  i f.[ij: (x — t) — / (x) |  |5„ (t)|d t] d x <  J I 5„ (t) \dt  S \ f ( x  — t) — /  (x) I dx.
p  P



Ale j if (x — t) — /  (a:) i da; dąży do zera dla it |->  0. Wobec tego dla każdego
p

s >  0 istn ieje  5 >  0, że całka po praw ej stronie (2.1) jest m niejsza od s dla 
| t | <  8. Wobec własności 1° ciągu 5„ w yrażenie (2.1) sta je  się m niejsze od e, 
gdy n jest tak  duże, że 8„ (t) =  0 dla l t | >  8.

Łatwo wykazać, że: Jeżeli f  jest funkcją lokalnie całkowalną w  R q, to

(2.2) (A(m'h>f)*bn =

gdzie h =  (xl t . . . ,  x ę), m =  (m , . . . ,  m-̂ ).
Dla uproszczenia wypowiedzi dalszych tw ierdzeń wprowadzimy dodat­

kowe określenia i oznaczenia.
Przez pochodną rzędu m  będziemy rozum ieli każdą pochodną postaci

§ im !  f

gdzie m  — (i-h , . . . ,  p,), |m l =  Pi +  . . . +  P„ a

(2.3) il t i2 , i \m\

jest pew nym  układem  \m\  liczb o w artościach 1 , . . . ,  q, przy czym  m ozna­
cza ilość jedynek w ystępujących w  układzie (2.3), p2 oznacza ilość liczb 2 
w ystępujących w układzie (2.3) i tak  dalej.

Funkcja f  jest klasy C™ w [a, b] (m =  ( m, . . . ,  p?)), jeżeli wszystkie po­
chodne rzędu m  istn ieją  w (a,b) i są rów now ażne z funkcjam i ciągłymi 
w  [a , b ].

Wiadomo, że jeżeli funkcja f  jest klasy Cm i dwie pochodne mieszane 
rzędu m  różnią się tylko kolejnością różniczkowania, to pochodne te  są 
równe. V. [4]. Innym i słowy, w  klasie Cm istn ieje  tylko jedna pochodna 
rzędu m; będziem y ją krótko oznaczali symbolem  Dm f.

Pochodną rzędu m  można też zdefiniować indukcyjnie wzorami

D° f  =  f,

DOn+ep I  = (Dm fyet) =  1, . . g);

gdzie m =  (m-i , . . p.,).
Uwaga.  Można pokazać, że operator różniczkowy Dmei jest przem ienny 

zarówno z operatorem  podstaw iania Vy jak  i z operatorem  różnicowym 
przy założeniu, że 

W dowodzie lem atu 2.1 będziemy korzystali z następującego tw ierdze­
nia W. Sierpińskiego:

*



Jeżeli funkcja / (x )  określona w  R1 i o w artościach rzeczyw istych po­
siada w przedziale [x ,x + m li]  ciągłą pochodną rzędu (m -l)-go, a w ew nątrz 
tego przedziału pochodną rzędu m -tego, to zachodzi

x -\-Q m h
Ą i m , h ) f  =  h m  y  £ ) m  ^

gdzie 0 <  Q <  1, a x  i h dwie dowolnie ustalone liczby rzeczywiste. V. [5].

Lem at 2.1. Jeżeli funkcja /  o w artościach rzeczyw istych jest klasy Cm 
w [x , x  + mh],  gdzie rrih =  (m-j. X<?) ( m >  0 i h ^  0), zaś x  i h to  dwa
dowolnie ustalone punkty  p rzestrzeni Rq oraz

(2.4) f  =  Qi
y

to w przedziale [x, x +  mh]  istn ieje  punkt y, dla którego V Dm f  =  0.

Dowód.  Bez s tra ty  dla ogólności dowodu przyjm iem y x  =  0 i h — I. 
W tedy założenie (2.4) jest postaci

V  A(m-n f  =  0,

a funkcja f  jest klasy Cm w  przedziale [0,m], Na podstawie tw ierdzenia 
W. Sierpińskiego m am y prawdziwość tem atu  2.1 w  przypadku q =  1. 
Twierdzenie będzie udowodnione przez indukcję, jeżeli z założenia, że 
tw ierdzenie jest praw dziw e dla (q — l)-w ym iarów  w ynika, że jest p raw ­
dziwe dla q-wym iarów. Przyjm ujem y to założenie.

Jeżeli x  =  ( i1(. . . ,  £,q), to niech x  oznacza punk t przestrzeni (q — l)-w y- 
m iarowej, pow stały przez skreślenie ostatniej współrzędnej punk tu  x; 
a więc x =  (£1;. . . ,  5?-i). W ypiszmy jeszcze skróty  w ynikające z przyjętej 
poprzednio symboliki:

A(m.h) =  Ą ą, lq)̂

A m , h) =  . . . A : q _ i ,  y .q - i)*-*1 Q-1

W tedy A<m>h' f  =  A(fn’,l> A(|lq’ W f.
o

Funkcja g =  f  jest funkcją zmiennej x  i jest klasy Cm w  prze­
dziale [0, m], Poza tym  =  o. Na podstaw ie założenia indukcyjnego

_  y -istnieje punkt y  i  [0, m], dla którego V Dm g =  0. Ale

V Dm g =  V  Dm V q f  =  V q zlq Q,1) V  Dm /
y

zgodnie z uwagą na stronie 134. Pisząc więc cp — V  Dm f



m am y tt i(„0,dVq =  O,
gdzie cp jest funkcją zmiennej rzeczywistej £q i klasy C q w przedziale 
[O, M-q]. Zatem  istn ieje  tak ie  T|? t  [O, m-?], że

V q D|lq cp =  O
czyli

^  y
Vq DcoV Dm f = 0 .

Stąd i na podstaw ie uwagi odnośnie operatorów  Dmei i V; ze strony 134 
m am y

y y‘Q
v  V Dm Q f  = 0

co oznacza, że

V Dm f =  0

przy czym y =  (y, n?) a m  =  (m, p,,).
K orzystając z powyższego lem atu udowodnimy

Lem at 2. 2. Jeżeli funkcja /  o w artościach rzeczyw istych jest klasy Cm 
w przedziale [x , x  + mh],  przy  czym x  i h to dwa dowolnie ustalone punk­
ty  przestrzeni E q, to w  przedziale [x, x + m h ]  istnieje punkt y,  dla którego

V  D m f  =  A<m>h> fV J hm J

Dowód.  Lem at jest praw dziw y w przypadku, gdy f  (t ) =  tm =

w tedy bowiem Dm f  =  ml  i Afra>h> /  =  — - A<m-h) t m =

i |jl ! y::> ---(1 !
- /jhi> /.Q) t-'-.. .  = --------------------—— m l .

!'-Q

Y(̂1 . . . ylxQ 1 Q y^1 • • • Y1̂
/-1 /.q /-1 /»Q

Jeżeli f  jest dowolną funkcją spełniającą założenia powyższego tw ier­
dzenia, to funkcja

1 "  

m !

gdzie X = - ~ - A cm,h) f  — spełnia założenia lem atu 2.1. Wobec tego w prze­

my y
dziale [ x , x + m h ]  istn ieje  punk t y dla którego V Dm g =  0, czyli V  Dm f  =
=  A. Zatem

V D " f =  1 - f
v 1 hm J

a to należało wykazać.



Uwaga.  Lem at można by uogólnić w  ten  sposób, żeby tw ierdzenie W. 
Sierpińskiego było jego szczególnym przypadkiem .

T w i e r d z e n i e  2.3. Jeżeli funkcja f  o w artościach rzeczyw istych jest 
klasy Cm w  całej przestrzeni, to ma m -tą pochodną lokalną i pochodna ta  
jest rów na

Dowód.  Należy wykazać, że Dm f  =  D f  to znaczy, że dla każdego ogra­
niczonego przedziału P  całka

dąży do zera, gdy h - + 0  i sgn h 9= 0. Wobec lem atu  2.2 istn ieje  punkt 
y £ [ x , x +h ] ,  dla którego

Ponieważ funkcja Dm f  jest jednostajn ie ciągła w każdym  przedziale 
ograniczonym, więc dla każdej liczby s >  0 istn ieje  taka liczba dodatnia 
£><1,  że dla x i P  jest

a to należało wykazać.

T w i e r d z e n i e  2.4. Jeżeli funkcja g o w artościach rzeczywistych, 
klasy  Cm jest poza pew nym  ograniczonym  przedziałem  tożsamościowo 
rów na zeru, a funkcja f  o w artościach rzeczyw istych jest lokalnie całko­
w alna w  R Q, to funkcja F =  f * g  jest także klasy Cm i zachodzi równość

Dowód.  N ajpierw  spraw dzim y słuszność tw ierdzenia w  przypadku 
m  =  0. Ponieważ iloczyn f  (t) • g (x — t) jest całkow alny, więc splot 
F — f * g  jest określony dla każdego x.  Ponadto m am y nierówność

Ale w yrażenie I g (x — l) — g (x0 — 1)| jest rów ne zeru poza pew nym  ogra­
niczonym przedziałem  [—a, a] (dobranym  w zależności od punk tu  x)  i wo­

Dm f.

p

—i — Ą(m,  h) j  — Dm j  I __ | -y- j  — D m j  | <  g dla |h| <  0  <  1.

Stąd

P

Dm (f*9)  = f * D m g.

\F(x)  — F ( x 0) \s^ I I /  (t) I \ g (x — t) — g (x0 —  t) \ dt.



bec jednostajnej ciągłości g s ta je  się m niejsze od dowolnie zadanej liczby 
£ >  0, gdy \ x — x 0\ jest m niejsze od odpowiednio dobranej liczby S > 0 .  
Zatem

a

\F(x)  — F (xa) l ^ e  | l / ( t ) l d t d l a  \x — x0l < 8 .
— a

Oznacza to, że
lim F (x) =  F (x„),
x->xQ

czyli splot f * g  jest funkcją ciągłą.

Udowodnimy słuszność tw ierdzenia dla pochodnej cząstkowej rzędu e;. 
Rozważana pochodna cząstkowa jest w  punkcie x  rów na granicy w yra­
żenia

qp (k) — —  A<x-kei) J g (x —  t) • f  (t) dt — ^  | g^x  — t) • /  (t) dt  

dla k —> 0, s g n k 7 - 0  i | k i < l .  Na podstawie lem atu 2.2

<P(fc) =  j  V  Deig  • /  (t) dt, 

gdzie y £ [x, .x +  e ; k], Wobec tego

l<P(k)— /*,Dfł g r | = | j  V  Deigr • f ( t ) d t  —  / f ( t )  • Dei g ( x  — t)| dt <

y - t
=¾ J | V  Dei gr — Dei g (x — t) I I /  (t) | dt.

v 4
Ale w yrażenie V Deig  — Dei g { x  — t) jest rów ne zeru poza pewnym 

ograniczonym  przedziałem  a t <  b (dobranym  w zależności od punktu 
x) i wobec jednostajnej ciągłości Dei g s taje  się m niejsze od dowolnie za­
danej liczby £ > 0 ,  gdy k jest bezwzględnie m niejsze od odpowiednio do­
branej liczby 8 >  0. Zatem

b
|cp(k) — / * D ei g | < e  • f l / ( t ) l d t  dla | k | < 8 .

a

Oznacza to, że lim [ff (k) — f * D eig] =  0. Czyli Dei ( f*g)  = f * D eig
k >0

i  wobec dowodu tw ierdzenia dla m  =  0 splot f * D etg  jest funkcją ciągłą.
Dla pochodnej rzędu m  prawdziwość tw ierdzenia dowodzi się induk­

cyjnie.

T w i e r d z e n i e  2.5. Jeżeli f  jest funkcją lokalnie całkowalną w  RQ 
i ma m -tą pochodną lokalną D " /, a g jest funkcją m ierzalną, ograniczoną



i o nośniku ograniczonym , w tedy splot f  * g jest klasy Cm, przy czym  za­
chodzi związek

Dowód.  W przypadku m  =  0 tw ierdzenie jest praw dziw e na podstawie 
tw ierdzenia podanego w  [3], s tr . 55— 58.

Udowodnimy słuszność tw ierdzenia dla pochodnej cząstkowej rzędu e,. 
Niech k — j * g  i \ g\<.M.  W tedy

Niech (a, b) będzie jakim ś ograniczonym  przedziałem  i niech Q będzie 
liczbą dodatnią taką, że g (x) =  0 dla | x | >  q. W tedy g (x — t) =  0 dla 
x  ć (a, b) i t £ (a — e, b+p) .  Więc moduł (2.6) jest m niejszy lub rów ny

Ponieważ D^i  f  jest lokalną pochodną funkcji /, więc ostatn ia całka 
dąży do zera, gdy h->  0. Jest to dowód niem al jednostajnej zbieżności

skąd wynika, że ( D ^ i f ) * g  jest funkcją ciągłą i rów na się DIei (f * g).
Ogólnie dla pochodnej rzędu m  tw ierdzenie jest praw dziw e na podsta­

wie indukcji m atem atycznej.
W ten sposób zostały udowodnione lub przytoczone w szystkie tw ier­

dzenia pomocnicze potrzebne do dowodu tw ierdzenia 2. P rzystąpm y więc 
do dowodu tego tw ierdzenia.

T w i e r d z e n i e  2. Funkcja f  lokalnie całkow alna w  R q ma m -tą po­
chodną lokalną rów ną zero w tedy i tylko wtedy, gdy dla każdego dowol­
nie ustalonego h zachodzi równość

dla praw ie w szystkich x  z R q, przy  czym m =  (uj , . . . ,  n,), h =  (Xi,. . . ,  X?)
i x  =

Dowód.  Udowodnimy najp ierw  słuszność tw ierdzenia w  przypadku, gdy 
funkcja f  p rzy jm uje w artości rzeczywiste.

(2.5) Dm ( f * g ) =  (D™ f )*g.

(2.6) ~ i ^ I’hei) k  —  (DILei f ) * g =  ( - - J -  A W ) k  — D ^ f  g ( x  —  t )dt .

M
a-

j *(!,*«,) do ( D p  f) * g,



Jeże li A<m>h> f  jest fu n k cją  zerow ą, to  f  jest także fu n k cją  ze­
row ą. W obec tego

lim
h->0

J  — j  d x  (sgn h  0)

jest także funkcją zerową. Oznacza to, że zero jest m -tą pochodną lokalną 
funkcji /.

P rzy jm ijm y teraz, że funkcja /  ma m -tą pochodną lokalną rów ną zeru 
i sgn h =?= 0. Niech funkcje ciągu deltowego 5„ należą do klasy C™. W tedy 
funkcje

(2.7) <Pn = f *  8,

są wobec tw ierdzenia 2.4 także klasy Cm. Na podstawie lem atu  2.2 istnieje 
punkt y i  [x, x + m h ] ,  d la którego zachodzi równość

( 2 . 8 )  V  D m  ^pn =  ~  cpn .

Na podstaw ie tw ierdzenia 2.5, równości (2.7) i założenia m am y 

D m ^  =  D m t f (  an) =  (D m f) * ^  =  0 .

Stąd i z równości (2.8) w ynika, że

(2.9) A(m,h) <pn =  0.

K orzystając ze wzoru (2.2) otrzym ujem y

(2.10) tp„ =  \ <m'h> (/ * S„) =  (A<m^> f) * bn.

Na podstawie tw ierdzenia 2.2 ciąg (A(m-h> f) * 8n dąży lokalnie do f.
Stąd, z równości (2.9) i (2.10) wynika, że =  0 dla praw ie w szyst­
kich x  i każdego dowolnie ustalonego h.

Rozważmy przypadek, gdy funkcja  /  ma wartości w  przestrzeni H ilberta. 
Jeżeli A<m'h> f  jest funkcją zerową, to dowód jest analogiczny jak  w  przy­

padku funkcji o wartościach rzeczywistych.
Jeżeli D' nf  =  0 zaś an jest dowolnym  elem entem  bazy w  przestrzeni 

H ilberta, to także DL f  (x) • an = 0 (w sensie iloczynu skalarnego). Ale 
funkcja

Fn (x) =  an" f ( x )

jest funkcją o w artościach rzeczywistych, więc z pierwszej części dowodu 
w ynika, że

Ą ( m ,h )  F „  ( X ) =  0 

— 140 —



dla każdego dowolnie ustalonego h i dla praw ie w szystkich x  z R ą. Zatem

an' f  (x) =  0

dla x  i  Z„ m iary 0 i dla dowolnego elem entu an bazy. Ponieważ baza jest 
przeliczalna, więc

(2.11) A<m>h>a„- f ( x )  =  0

-dla i ( Z  m iary 0, przy czym Z = U Z n m iary 0. Z (2.11) wynika, że
n

a,,-A<m’h) f  (x) =  0 dla x i Z  m iary 0.

Ponieważ ostatnia równość zachodzi dla w szystkich elem entów  bazy, 
więc

= 0 dla Z m iary 0.

Ozpacza to, że dla każdego dowolnie ustalonego h

A<m’V f ( x )  =  0

poza zbiorem Z m iary  zero.

§ 3. Postać funkcji lokalnie całkowalnej, której m-ta pochodna lokalna
znika prawie wszędzie

Niech i i , . . ia oznacza układ a liczb w ybranych spośród q pierwszych 
liczb natu ra lnych  i niech k  =  ( k i , . . . , k q) będzie tak im  układem , że k, =  l, 
gdy 1 =  1 ! , . . . , ia oraz K,  =  0, gdy i ^ h , .. . , ia.

C

Symbolem f f  (t ) atK będziemy oznaczali pałkę w ielokrotną, w  której 
ó

całkowanie odbywa się raz względem  każdej ze zm iennych tj .. . , x ia od­
powiednio w  granicach od 0 do , . . . ,  y ia, co można zapisać wzorem:

Ti, \  ]la

f  d T j J  d x , 2- - - J  f ( t ) d x ia,
*0 ó ó

przy czym t =  (t1;. . . ,  t,) , c =  (Yi,. . . ,  yq).
Niech dany będzie układ liczb rzeczyw istych Yi,;, gdzie i =  1 , . . . ,  q, 

j  — 1 , . . . ,  U;. Liczb tych  jest m-i +  . . .+ p g. Oznaczmy ten  układ  literą  c.
Jeżeli a =  (u1?. . . ,  a t/), gdzie jest liczbą n a tu ra lną  spełniającą n ierów ­

ność to przez ca rozum iem y cu =  (Y1<0Ii, . . Yg,ag)-



T w i e r d z e n i e  3. Jeżeli funkcja F (x) jest ciągła w  R q i spełnia rów ­
ność

\ (m,h)F (x) =  0 dla h , x £ R v
oraz

o
V; F — 0 dla i =  1, . .., q,

to dla każdego układu punktów  stałych ca =  (Yi, ^ , ■ • •, Tq, „Q) (Ti, H  i=- aj 
dla i 7^ j) zachodzi

\ — i \  i  \  i  Ca
(3) F ( X ) =  ^  2 .  L  ( - 1 ) M A e ^ , ,  +

l ^ i ^ q  k e  t 9  O ^ a ^ m - I  O ^ b s ^ m - I

dla x  (; Rq,

przy czym 0 =  =  =  /.-a są
odpowiednio dobranym i stałym i a symbol T9 był zdefiniowany na stro ­
nie 128. (Jeżeli we wzorze (3) jest M-; =  0 dla pewnego j, to odpowiednią 
sumę należy zastąpić przez 0).

W dowodzie powyższego tw ierdzenia w ykorzystam y pewne tw ierdzenie 
A ngheluta, którego dowód można znaleźć w pracy T. A ngheluta: Sur une 
ćąuation fonctionnelle caractćrisan t les polynómes. V. [1]. Twierdzenie 
A ngheluta: Jeżeli funkcja /  o w artościach rzeczywistych jest ciągła w  R1 i

Ą ( m + l , h )  f  =  o

zachodzi dla dowolnego stałego h i punk tu  x,  to funkcja f  jest w ielom ia­
nem  stopnia co najw yżej m-tego.

Pokażemy słuszność tw ierdzenia A ngheluta w  przypadku funkcji f  
o w artościach w przestrzeni H ilberta. Niech Gn (x) = an • f  (x) (w sensie 
iloczynu skalarnego), przy czym f (x) ma w artości w  przestrzeni H ilberta, 
an jest dowolnym elem entem  bazy w  rozw ażanej przestrzeni. Wówczas 
na podstaw ie tw ierdzenia A ngheluta funkcja Gn (x) jako funkcja o w ar­
tościach rzeczywistych jest postaci

G„ (x) =  bnm x m + .. . + b n0.
Zatem

fonm  2C ~ b  . . ,~ \~ ljno  d n • f  ( X ) .

Funkcja f  (x) jest określona jednoznacznie, w  przeciw nym  bowiem w y­
padku

Gn (x) =  an • f ( x )  i G„ (x) =  an • g (x).
Czyli

an [/ (■£) — 9 (^)] =  0 dla każdego x,  

a to znaczy, że /  (x) =  g (x).



Łatwo można wykazać, że istnieje ck takie, że an • ck =  b nk. Dla x  — 0 
mamy

Więc f  (x) = cmx m + . . .+ c0, co należało wykazać.

Dowód tw ierdzenia 3. Pokażemy, że w  przypadku q — l tw ierdzenie jest 
prawdziwe. K orzystając z tw ierdzenia A ngheluta i założeń powyższego 
tw ierdzenia w  przypadku funkcji jednej zm iennej m am y następującą po­
stać funkcji F:

W yznaczmy współczynniki a-, w  zależności od w artości funkcji F 
w punktach y1>; (i = 1 , . . . , u ;), przy czym Y i.i^Y i,/■ Rozwiązując Mq rów nań 
o Hi niewiadom ych postaci:

F  ( Y i , i )  =  a i  Y jh  +  . . - +  a |4 Y i . i

powstały przez skreślenie kolum ny o wskaźniku a x +  l i w iersza o wskaź­
niku ctj-f-1. a x i Pi są liczbami natu ra lnym i i p rzy jm ują  wartości od 0 do 
M-i — 1 dla M i ^ l .  (Jeżeli n-i =  0, to um ówim y się, że w tedy f (x) =  0). 
Zatem  funkcja F jest postaci

Gn (0) =  bno = an • /  (0), więc cQ = f  (0).
Można pokazać, że

m

Ck -
t—k-t 1 dla k =  m , . . . ,  1.

k\ hk

(3.1) F (x) =  ax x' li + . . . +  a„ x.

F (Ylf,,,) -  OiYj;.,, +  •• ■+ alH 'i>> ' 1, !Li
otrzym ujem y

0sg“iSSt4-l

gdzie W  = , a 0,,-(-1, to podwyznacznik w yznacznika W
li':', ’ " ’ 11, !■-,



(i- Z Z a. ‘"y/)/'- 0 .

Jeżeli teraz przyjm iem y

W !4—P., «,4 1 
(—  -  — ------- =  A l4- p „  „ ,+ 1 ,

S v —i T i. “ i + i

V , F.
0 + a , + » , - l  0 + (3 ,+  14-1

O statn ią równość można napisać w  postaci

V,. “.4 i\
AP-i —Pi. ai+l x^i-U

0+«,+11,-1 O + p^.,-1

W ten sposób w  przypadku q =  1 tw ierdzenie zostało udowodnione. 

W prowadźm y oznaczenie:

<3-2) Z  Z  /l i •;+ «i+i ^fi+1 'l v ! 1 =  V d  dla i =  1 , . . . ,  q,
O^PjS^Aj-1

przy czym V [ ł =  0, gdy g; =  0 
Z założenia wiadomo, że

(3.3) A<m’h>F(x) =  Ak..■/■>...Akq-zq» F(x)  =  0.

U stalm y dowolnie zm ienne ?2, • • •, A  i niech Ą<y • • • Aq q’ y-ql F ~  H (ii). 

S tąd i z równości (3.3) o trzym ujem y równość następującą

(^ )  =  0,

przy czym H jest funkcją spełniającą założenia tw ierdzenia w przypadku 
q =  l. Na podstaw ie pierw szej części dowodu ostatn ia równość przyjm uje 
postać

V j4 H (A) =  0,

a po ponownym  zastosowaniu poprzednio wprowadzonej definicji

(3.4) y j 4 AsT” *’1 • ■ ■ A qq’/q) F =  0.

O perator y +  tak. jak  operator / \ l lr  A jest szczególnym przypadkiem  
operato ra  cząstkowego. K orzystając z przem ienności tych  operatorów  dla 

równość (3.4) jest postaci

(3.5) A24’x,) V i ' A s1'” ' ‘ ' A <llQ’Zq) F =  0-



Ustalm y teraz zmienne £1, ?3, i niech y j»  **'• • • F =
— G ( |2), wówczas równość (3.5) przyjm ie postać

A ^ . » > G ( | 2) =  0,

gdzie G (12) jest funkcją ciągłą i G (0) =  0. Stąd. i z pierw szej części do­
wodu otrzym ujem y postać funkcji G

V ?  G ( i2) =  0.

Zatem  zachodzi równość

V ?  V l ‘ Aa"" X>)"  • A q Q,ItQ) F  =  0 '

Postępując tak  jeszcze q — 2 razy dochodzimy do równości

. • \/< /ł F - ° -  

k tóra dzięki wzorom (3.2) jest postaci

(3.6) TT ( l -  S  Z  =
l< fcS ;q  0<stj5S^r l  fc S Ą sg a j- l

przy czym jeżeli we wzorze (3.6) jest y  =  0 dla pewnego j, to odpowied­
nia suma rów na się 0. Równość (3.6) można zastąpić równością

(3.7) TT ( l   E  E  ^(m-bl.Ka+I) X[<»+D V () p  =  0,
ie 0^a^m-I Ô .b^m-1

jeżeli oczywiście um ówim y się, że p rzy  rozpisaniu w skaźników [I ( m — b), 
l (a + l)] odrzucim y w szystkie zera tam  w ystępujące. Wówczas wskaźniki 
te  będą postaci (a; — P;, a ; +  l), czyli takiej jak  w  równości (3.6).

Pokażemy, że równość (3.7) jest identyczna z równością

(3.8) ( l -  E  E  E  E  ( - l ) i- 1^(m-b),Ma+I)Xk'b+I>Vk)P =  0,
l < y < q  k e  t q

gdzie Afc(m-b))fcta+/) =  II A/y („_(,),/, („+/), przy czym E  h  =  k > zaś
1 i i 1 ¾ ¾

stałe Ai]lm.b)j }la+I) są postaci takiej jak  Ai  fm-b)> , (a+/).

W ystarczy pokazać, że dowolny składnik w ystępujący po lew ej stronie 
równości (3.8) jest także elem entem  lewej strony  równości (3.7) i odw rot­
nie. Niech k  =  (k1? . . . ,  k ą) będzie dowolną permuitacją należącą do T?. Dla



uproszczenia rozum ow ania przy jm ijm y, że k  ma i pierw szych współrzęd­
nych 1. W tedy

C a  T i ,  « 1 + 1  T i  “ i + i

^ + 1 )  =  ^ . + 1 . . . ^ + 1 , ^ = =  v x ••• v ,  F,

A k  (m -b ) ,  k ( a  + I ) « 1 + 1  ’ ’ * “| + 1 *

Należy więc pokazać, że składnik  postaci

(3.9) ( 1)* As-?., «,+i ’ ' '  A-,r ^, Bj+i 4f,+1 • • • ęfi+i y ^ 1 • •' !'v ^ ł F

w ystępuje w  równości (3.7) z tym  sam ym  znakiem.
Jeżeli z równości (3.7) weźm iem y drugie składniki „ i” pierwszych czyn­

ników, to otrzym am y elem ent postaci

T i ,  « , + i  T i  « i + i

(— l)j Aa,.?,, .,+1 • ^ + 1 V 1 ■ ■ ■ A H-h, h+1 4fi+ł v  F

identyczny z elem entem  (3.9).
Analogicznie można pokazać, że dowolny w yraz w ystępujący w  rów ­

ności (3.7) w ystępuje też w  równości (3.8). Ponieważ równość (3.7) i (3.8) 
m ają dokładnie po 2q składników i to takich, że każdy w ystępujący 
w równości (3.7) w ystępuje też w  równości (3.8) i odwrotnie, więc są 
identyczne. Równość (3.8) jest tezą naszego tw ierdzenia a to oznacza, że 
dowód jest zakończony.

Lem at 3.1. Jeżeli funkcja f  jest lokalnie całkow alna w  R q, to w tedy za­
chodzi równość

x  x -\-h

A<+ h> f  f  (t) dt  =  f
0 x

Dowód.  Tw ierdzenie jest praw dziw e w przypadku q — 1, gdyż w tedy 
zgodnie z przy jętą  sym boliką zachodzi równość

x  x -\-h  x  x -\-h

A(1> h) f f  (t) dt  =  I f ( t ) d t — l f ( t ) d t =  I f ( t )d t .
o o o  xj E

Ogólnie tw ierdzenie udowodnim y przez indukcję. Przypuśćm y, że za­
chodzi ono dla (q — 1) zm iennych rzeczywistych. Udowodnimy, że zacho­
dzi w tedy  też dla q zm iennych rzeczywistych. P rzyjm ujem y oznaczenia

x  =  OU Sv), t  =  ( i ,  *q), h  =  ( h ,  Hq), I  =  ( 1 , 1).



x  §q x  ’ q + X q  x

| f ( t ) d t  =  /\d,S) Ad, /q) j drq j f ( i , x q) d t  =  j dxq | f  (t ,xq) di  =
0 0 0 -5Q o

X iq+y.q x+h q̂+Zq x+h
=  \ a , ń )  f  d t  J  f ( t , x q) d x q =  J  d t  j  f  ( i ,  x q) d x q =  J  f ( t ) d t .

0 Źq x x

Lem at 3.2. Jeżeli f jest funkcją lokalnie całkow alną w  R q, to w tedy
zachodzi równość

x -j-h  x Jr h

j  ( A<m>fc>/(t)dt.
a: x

Dowód.  W przypadku, gdy q =  1 tw ierdzenie jest prawdziwe. Niech

X

f  f ( t ) d t  =  F(x),
0

W tedy

x Jr h  x-±-h

/  a (m * > f ( t ) d t =  f  [ Y  ( - i r - j( T ) / ( t + i ? i ) ] d t =
x  0 ^ i< ^ m

x - j-h  x + h - f i h

(— l)m_i(7) f  f ( t + i h ) d t =  ( - l ) m’4(T) /  / ( z ) dz  =

=  Y  (— l)m- ‘ (7 )[F (x + h  +  ih)—F (x + ih )]  =

x+h
=  A(">.h)[F(x+h) — F(x)] =  A<™>fc) J /  (t) dt.

Ogólnie tw ierdzenie udowodnim y przez indukcję. Przypuśćm y, że za­
chodzi ono dla (q— 1) zm iennych rzeczywistych. Udowodnimy, że zacho­
dzi też dla q zm iennych rzeczywistych. P rzy jm ijm y oznaczenia

x  =  (x, %q), h =  (R, l q), m  - (m, ixq) i t  =  (t, x?).



x + h  x -\-h  £q"txq
\(m,h) j  =  A<m ’ h> A ^ q ’ /.q> J  dt  | f ( t ,Xq)dxq =

x  X  £ q

x+S £q+XO
— I d t A ^  q>Xq) f  j ( i ,Xq)dxq =

x

x + h  £q+XQ
— J  [ą<™>r > J Ahq-Xq) / ( t , T , ) d T , ] d t  =

x

x -\-h  x -\-h

=  J  dt  j  A(m’H> A ^ t ę l f  (i, xq) dxq =  ) A(m’h>f(t)dt .
x  źq  x

T w i e r d z e n i e  3.1. Każda funkcja lokalnie całkowalna f  jest pochod­
ną lokalną swej całki

X

f f  (t) dt.
0

Dowód.  Niech h + będzie punktem  pow stałym  z h przez zastąpienie 
w spółrzędnych ujem nych zeram i. Analogicznie, h~ niech będzie punktem  
pow stałym  z h przez zastąpienie w spółrzędnych dodatnich zerami. Więc 
h = h + +  h~. Wobec tego i lem atu 3.1

x  x Jt-h x-\-h-\-

(3.10) ku.h) I f ( t ) d t  = s gnh  f f ( t )d t .
0  X  _ X + H —

Jeżeli sgn h -A 0, to h~ <  h+. Oznaczmy przez Z h funkcję charak tery­
styczną przedziału h~< x  < h +. Zatem  całkę z równości (3.10) można na­
pisać w postaci Z /,* /. Wobec tego

X

AV’h'> I f  (t ) dt = sgn h Z h * f.
o

Niech hn będzie takim  dowolnym ciągiem  punktów  zbieżnym  do zera, 

że h ^ O .  W tedy ciąg sgn hn Z hn jest ciągiem deltowym , czyli

5„ =  - -  sgn hn Z hn.
Hn



Stąd i z tw ierdzenia 2.2 wynika, że dla każdego ograniczonego prze­
działu P zachodzi

• l 1 r I • l 1
lim | ~rr~ hn) | f ( t ) d t  —  f  (x) \ dx  =  lim  | h ~  sgn hn Z hn* /  — / 1 dx =

0 p  Tl  o ^71 p  n

=^lim I 15 „ * / — / | d x  =  0,
7̂1̂ ° P

co jest tezą naszego tw ierdzenia.

T w i e r d z e n i e  p o d s t a w o w e .  Funkcja /  lokalnie całkow alna w  R Q
ma m -tą pochodną lokalną rów ną zero praw ie wszędzie w tedy i ty lko 
w tedy, gdy jest postaci

(4) / ( * ) =  X  X  X  ( ~ 1)4-1 xkb p - w -,15-3-¾q fc Tq 0^b5gm-j 
i

gdzie b =  (Pl5. . . ,  $q), m  =  (u-!,. . . ,  p.,), funkcje f kb są stałe względem  zm ien­
nej x k i lokalnie całkow alne w  płaszczyźnie (q — i)-wym iarowej prosto­
padłej do x k. (Jeżeli we wzorze (4) jest P; =  0 dla pewnego j, to odpo­
wiednią sumę należy zastąpić przez 0).

Dowód.  K orzystając z tw ierdzenia 2 możemy założenia o m -tej pochod­
nej lokalnej równej zero praw ie wszędzie zastąpić równością

(4.1) A<”VO f  — 0,

która zachodzi dla każdego ustalonego h i praw ie wszystkich x.  Niech

X

(4.2) J  f  (t) dt = F (x).
ó

Rozważmy dla funkcji  F (m + l)-szą  różnicę. Na podstaw ie lem atów  3.1, 
3.2 oraz równości (4.1) o trzym ujem y

»x  x -\-h  x-{-h

Ą(m+X,.H) p  =  Ą(m,h) ,\<I,h) j j  fo = \<m,h) f j  =  j f  (t ) dt  =  0.
0 X X

Funkcja F spełnia założenia tw ierdzenia 3, jest więc postaci

f (x) =  v  y :  ] r  (—
l^i<zQ 0<̂ a<JTTi-I 0<~b<Zm-l



przy czym a =  (a1;. . a,), b =  (f^, . . P?), c, =  0\, a„ • • •, Tq>„q), zaś A k(m.b)tka 
są odpowiednio dobranym i stałym i. Stąd, z definicji (4.2), z tw ierdzenia 
Fubiniego oraz z definicji całki wprowadzonej na stronie 14i m am y

jf(t)dt= y  Y  Y  Z  ( - 1)1-1 A«™-b)Mxk(b+i) vkF.
0 l^i^q ke t Q 0<̂ aŝ m-I 0^b<^m-I

i

Ale
x  Ca

x k(b+i) y k F = x k(b+i) I | j J( t ) d t k j dt l~k =  xkb ) [ I f ( t ) d t k • xk] d tf*~k =
o o i) o

x  C a  x  x x

= xkb j [ j f  (t) dtk • I dtk ] d tI_k =  xkb f [ f (f (t) dtk ) dtk | d tI_k =
o o
x  C a

— x kb ) ( J  f ( t ) d t k Jdt .
o ó

Więc
x  Ca

l f ( t ) d t =  Y  Y  Y  Y  (— 111-' Akbr+Uk*’'* }  (f f ( t )d t *)  dt.
0 \< ^ i< b  j,Q O ^ a ^ m - l  0^ . b ^ m - 1  0 0

K orzystając w  dalszym  ciągu z tw ierdzenia Fubiniego i z tw ierdzeń 1.2 
i 3.1 otrzym ujem y następującą postać funkcji  /

C a

f ( x )  = Y  Y  Y  Y  ( - 1 f ( t )d t *  +
l^ i< ^ Q  k e  t Q 0Ś ^ a ^ m - I  O ^ b < ^ m - I  0

x  Ca

+  Y  Y  Y  Y  ( ~ i )1-1 Â -b)Mkb • xkb~k • ./ f  i i w dtk ] dt,
przy czym równość zachodzi praw ie wszędzie. Ale



Jeżeli przyjm iem y

X  m-b),ak[j f { t ) d t k + kb - Vfc F ] =  fkb,
Ca

Ca

O^a^m-I

to otrzym am y

f ( x ) =  X X X p.W.,

gdzie /fci, są funkcjam i sta łym i względem  x k i lokalnie całkow alnym i 
w płaszczyźnie (q —  i) w ym iarow ej prostopadłej do x k.

Łatw y dowód tw ierdzenia w  drugą stronę pom iniem y.

Dla przykładu wypiszmy postać funkcji f  w  przypadku, gdy m  =  (2,3). 
Zgodnie z tezą ostatniego tw ierdzenia funkcja f  jest postaci:

f  (x) =  X X X O""1)*"1 fkb • Xkb =
l^i<2 k€ rp2 OsCb̂ m-I i

- X  Xj x k b fkh X X x h b f k b — X *1* “ł'
k t  T 2  ( j e  t 2

+ X ' X X =0g:/;.,<2 0sCp,sC2

=  X [ / ( P . , 0 )  X  ^2* / ( P „  p ,) ]  “ 1“  X

Funkcje 0)-— X  /(p, m st a*e względem analogicznie funkcje

f(0, ,3,1 s3 State względem zm iennej %2. Niech więc f  ( — ^  / ( , 3 , .  ,3, ) = / 11, ,3.) -
c- ■, 2

/(0, P,) =  /(2, p,) >

gdzie f (2 Pj)funkcje stałe względem  zmiennej i 2, a funkcje f n 3 )sta łe  wzglę­
dem l i .  Zatem  otrzym am y postać funkcji /  następującą

/ ( * ) =  X  /(l ,p,)+ X  ^ ' / ( 2 , W.
0s£P,<l 0s£P,sg2

przy czym funkcje ją, p; są sta le  względem zm iennych i;.



Można zauważyć, że przedstaw ienie (4) nie jest jedyne. Na przykład, 
jeśli m =  (1,1) i f  (x) — i i  +  la, możemy też napisać f  (x) — ( ii  +  l)  +  ( i2—!)■
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