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ANTONI WAKULICZ

O MNOZENIU WYZNACZNIKOW

Jako kontynuacje rozwazan w [1] przedstawiam w § 1 prosty dowod
twierdzenia o mnozeniu wyznacznikéw réznych stopni nie opierajacy sie
o rachunek inwersji i stanowigcy naturalne uogdlnienie mnozenia wy-
znacznika przez liczbe. W 8 2 omawiam pojecia i twierdzenia teorii miary,
z ktorych rownez wynika reguta mnozenia wyznacznikéw jako natych-
miastowa konsekwencja reguty mnozenia macierzy.

§ 1. Twierdzenie o mnozeniu wyznacznikow i jego dowdd bezposredni

Twierdzenie. Jesli stopien k wyznacznika V jest nie wiekszy od
stopnia n wyznacznika D, to wyznacznik W = D «V otrzymujemy z wy-
znacznika D zastepujgc w nim wektory kolumny Xt , X/2 ... Xik przy do-
wolnym ciggu li < 12< ...< h przez ich kombinacje liniowe o wsp6t-
czynnikach bedacych elementami kolejnych kolumn wyznacznika V.

Dowdd. Dla k = 1 jest to znane twierdzenie o mnozeniu wyznacznika
przez liczbe.
Dla k = 2 wyznacznik D zapisujemy za pomocg wektoréw kolumn

Gil Gi2
D=1...X/1...X;2... l,gdzie li< 12zas§ V 021 02 ' NaleZy wykazaé, ze
dn a2 gn xgj + daiX]2. . di2 X1+ d2 X2 ],
flzi fl2

gdzie kropki oznaczajg ewentualne pozostate niezmienione kolumny wy-
znacznika D.

Dowdd przeprowadzamy najpierw w przypadku V 9" 0. Mamy woéwczas
badz a27=0 bgdz a2 9" 0. W pierwszym przypadku istnieje taka liczba a,

) dn + adi2 di2
ze d2l+ ad2= 0, zatem V — 0 d2 (dn 001 '022

Przeksztatcajgc analogicznie wyznacznik W mamy

W —1I...(dn 0di2 X(j...d]2X(j + d2 X;,
(dn "t"a a12)a22 | eeeXit...Xf, = D. W



v = 9izan ooy alX,x+ a2 X:2...au X,x+ a2 X,2...

&2 a2
D. V'. Transponujgc kolumny il2w W' oraz pierwszg i drugg kolumne

w V' mamy W = DV iw tym przypadku.

Wykazemy teraz, ze, jesli tw. zachodzi dla wyznacznika V stopnia
k— 172, to zachodzi dla wyznacznika V stopnia k.

Niech D = | ... X(...X,2...X,3...X/c... |, zas$
an ai2...aik
ad a2 mmm&X 0
Ukl ttA-2 « me akk
Rozpatrujemy wyznacznik W = |...an Xix+ a2 X;2+ ... + a/n Xik.
mamd\2 X/x+ a2 X/ ak XiK ..au X,x+ ax Xi2+ ... + akk X/k. .. |

Jesli Vn 0, to istniejg liczby a2 a3.. . ak spetniajgce uktad réwnan:

u2az22 a3 a23 .+ akaz2k= a2l
«2 «32 + «3 «33 + me s + «A A3k = ~ 031
«2 Uk2 + «3 «*.-3 + .. .+ « k~"kk = aki

Mnozac zatem kolumny 2,3, ...k wyznacznika V odpowiednio przez
liczby a2 a3 ... aki dodajagc do kolumny pierwszej otrzymujemy

V = (au + al2+ al3a3+ ... + alAaf Vn

Mnozac za$ kolumny 12 ... lkwyznacznika W odpowiednio przez a2a3, ...
ak i dodajagc do kolumny o numerze Ixmamy:

" i X(j...aZ2 X R+ a2 X+ ...+ ak Xik...axk X2+ akXiM +
+ ...+ akkXiki (ai2«2+ ai3a3+ ...+ alk<k + an).

Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze pierwszy czynnik tego iloczynu jest
Wi = D.Vn. Zatem W = D. Rn (ai2«2 + ai3a3 + e+ aikak + an) = D.V.

Z zatozenia, ze V. 0 wynika, ze przy pewnym s, Viks=0. Dla s = 1do-
wod zostat przeprowadzony. Je$li s 1, to tw. zachodzi dla mnozenia wy-
znacznika D przez wyznacznik V', ktdry otrzymujemy z wyznacznika V
przestawiajac s-tg kolumne na pierwsze miejsce za pomocg s— 1 transpo-
zycji tej kolumny z poprzedzajagcymi kolumnami. Mamy wiec

2 W =1...auX,j+axX,2+ ... +aksX,fc..au X(j+ a2z X,2+ ... +
+ akk X, .. D. V'



Transponujgc w réwnosci (2) s— 1 razy kolumne Ixw wyznaczniku W'
z kolumnami o numerach 12 h, ... Isi, Is za§ w wyznaczniku V' pierwszg
kolumne z kolumnami o numerach 2, 3, .. s otrzymujemy zadang row-
nos¢ W = DV. — Twierdzenie zostato zatem udowodnione przy zatozeniu
VArO.

Jesli V — 0, to twierdzenie oczywiscie zachodzi przy k = 1. Przy k 55?2
warunek V = 0 pocigga istnienie niezerowego rozwigzania uktadu réwnan
jednorodnych aj Ax+ a2A2+ ... +akAk= 0, gdzie A, wektory kolumny
wyznacznika V. Wynika stad, ze przy pewnym s kolumna A, jest kombi-
nacja liniowg pozostatych kolumn. tatwo widzieé¢, ze wéwczas i kolumna
Is wyznacznika W jest kombinacjg liniowg pozostatych kolumn. Zatem
W = 0oraz DV = 0, wiec W - DV i w tym przypadku. — Twierdzenie
zostato w zupetnosci udowodnione.

§. 2. Zwigzek mnozenia wyznacznik6w z mnozeniem macierzy

Rozpatrujemy przeksztatcenia liniowe jednorodne ptaszczyzny lub prze-
strzeni trojwymiarowej okreslone za pomocg macierzy. Obraz figury s
oznaczamy przez s, za$ pola (objetosci) tych figur odpowiednio przez Isi,
Is|. JeSli dla pewnego przeksztatcenia zachodzi zwigzek Isl—alsl, to
liczbe a nazywamy wspditczynnikiem znieksztatcenia pola figury s przy
rozpatrywanym przeksztatceniu.

W teorii miary dowodzi sie twierdzenia:

Jesli przy danym przeksztatceniu kazdy prostokat (prostopadtoscian)
o ustalonych kierunkach bokéw (— kierunkach $cian) przechodzi w figure
mierzalng o statym wspotczynniku znieksztatcenia pola, to kazda figura
mierzalna przechodzi przy tym przeksztatceniu w figure mierzalng z tym,
ze wspotczynnikiem znieksztatcenia pola (objetosci).

tatwo wykaza¢, ze dla przeksztatcen liniowych ptaszczyzny czy prze-
strzeni zachodzg zalozenia powyzszego twierdzenia. Przyktadowo stwier-
dzimy to dla przeksztatcenia ptaszczyzny.

Jak wiadomo pole Isl rownolegtoboku s o wierzchotkach P1 (xx yi), P2
{2, V2). P3("3,13) przy pewnym uporzadkowaniu oznaczen jest rowne

wyznacznikowi
1 W

~2 \2
x3

Pole |s| prostokata Pi (xLy», P2(xx+ h,yx, P3(0g, yx+ k) przy h, k> 0
jest rowne

Xi yi 1
Xi + hyx 1 hk
Xi w ki1

_ 5_



Rozpatrujemy przeksztatcenie liniowe M = |fII2 sz 0 wyznaczniku
ya

IM¥Y2=0. Mamy x = alx + bly,y = a2x + b2y.
Stwierdzamy, ze pole réwnolegtoboku, ktéry jest obrazem prostokata s,
jest
Xivi 1 a, + biyl az2X\ + b2yx 1
sl = g2 \2 1= oxXi+ h+ biti a2xx+ h+ b2y2 1
£3 ys 1 ai X\ + biyi + k a2X!'+ b2yi + k 1

az2xj + bj a2x1l+ b2yx 1
. o 02
Oih a2h 0 = hk

bi b2
bxk b2k 0

Oznacza to, ze wspoétczynnik znieksztalcenia pola ma warto$¢ statg row-
ng |MI.
Zupetnie podobnie przebiega dowdd dla przestrzeni trojwymiarowej.

Dla przestrzeni o wiekszej ilosci wymiarow po okre$leniu odpowiednich
figur i wprowadzeniu elementéw teorii miary tatwo dowodzi sie analo-
gicznych twierdzen.

Rozwazamy teraz dwa przeksztatcenia liniowe o macierzach MIl, M2

i wyznacznikach [M2170. lloczyn tych macierzy M = M2M\.
Niech s bedzie prostopadtoscianem w odpowiedniej przestrzeni. Wtedy
miara obrazu Sj figury s po przeksztatceniu Mj jest IsJ = Isl [M|. Po wy-

konaniu nastepnie przeksztatcenia M2 figury Si mamy figure s2 o mierze
Is2l = |SI| « \M2\ = Isl |Mj| « \M2\.

Bezposrednie przeksztatcenie M figury s daje figure $ o mierze Isj =
= Isl » [M|. Z uwagi na identycznos¢ figur s2 i § mamy Id [M2Mj| =
= Isl ¢ iMji ¢ IM21czyli \M2Mi\ — |[M X « IM2] co znaczy, ze wyznaczniki
nieujemne mozemy mnozy¢ jak macierze. Stad fatwo otrzymujemy te
samg regute dla dowolnych wyznacznikOw rozwazajgc transpozycje ko-
lumn w wyznacznikach ujemnych.

PRACA CYTOWANA

[1] A.Wakulicz: Zarys teorii wyznacznikéw i uktadéw réwnan liniowych w opar-
ciu o pojecie iloczynu skalarnego, Zeszyty Naukowe WSP w Katowicach, Sekcja
Matematyki, 4, 1964, ss. 5—10.



ON THE MULTIPLICATION OF DETERMINANTS
By A. WAKULICZ

SUMMARY

As a continuation of the paper [1] the author gives two simple proofs of
the Cauchy’s theorem on multiplication of determinants. In the first sec-
tion it is proved theorem on multiplication of determinants whose degrees
are not necessary egual; in the second section the proof of Cauchy’s theo-
rem is obtained as a conseguence of a theorem from measure theory.

Oddano do Redakcji 15. VII. 1965






WELADYSEAW WRONA

O NAJMNIEJSZEJ ODLEGEOSCI PIERWIASTKOW ROWNANIA
TRZECIEGO STOPNIA

Dla szukania pierwiastkw wielomianu z uzyciem twierdzenia Sturma
jest rzeczg istotng zna¢ przedziat, w ktérym znajduje sie juz tylko jeden
pierwiastek wielomianu. Dtugos¢ tego przedziatu jest oczywiscie mniejsza
od najmniejszej odlegtosci pierwiastkow.

Celem tego artykutu jest oszacowanie najmniejszej odlegtosci pierwiast-
kéw réwnania stopnia trzeciego:

Q) a0x3+ axx2+ a2x + a3= 0,

gdzie wspoltczynniki sg liczbami rzeczywistymi, a0 0.
Rownanie (1) przez podstawienie y = x — ai/300 sprowadza sie do row-
nania

@ y3+ py + q=0

ktore ma te wiasnos¢, ze rdznice jego pierwiastkdw sg takie same jak roz-
nice pierwiastkéw réwnania (1). Dlatego rozpatrywaé bedziemy rdwna-
nie (2).

Niech y0 yi, y2bedg pierwiastkami réwnania (2). Zauwazmy, ze wtedy
—vy0, —vyi, —y2sg pierwiastkami rownania y3 + py — ¢ = 0;zatemod-
legtosci pierwiastkow obu réownan sg te same. Z tego wzgledumozemy
stale zaktada¢, ze g~ 0. Niech

q2 p3
3) d= min (Jy0O—yil, lyi—y?2l, ly2—y0l), D = Uf~"27"

Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie.
(@) Jesli D< 0, to 2 |[/—3D/lpl < d< 3j/—3 D/lp| < [IipT
(b) JesSli D=0, to d=0.

(d) JesSli D> 0ip< 0,t0 }3 ]/—qg/l2— \'—p< d< 2 |/p+3 ]/q24.



Dowdd. Rozpatrzymy najpierw przypadek (a). Jak wiadomo ([2], s. 218),
jesli D <. 0, to
3 3 3
yo= 21rcos<p3yx=2Jrcos(9 + 2J)/3, y2= 2] rcos (9 + 4)/3
gdzie r =)/—p327,cos9 = —q/2r, sin9 = | —DJr.

Jesli q:3%0,to cos970, sing > 0, zatem 0< 9~ Jt/2, skad mamy

Vi< V2< 0< yo0.

Poniewaz yo+ yi + y2= 0, wiec yo+ yx= —y2> 0> 2y2 skad yo—
— y2> y2— yi- Zatem

(4) d= ya—vyi=27]/r (cos (9 + 4J)3— cos (9 + 2K)/3) = 2 j —p sin 9/3.

Z nierownosci 0< 9 =%+2 wynika, ze (sin9)/3 < sin9/3 < (sin 9)/2.
Stad i z (4) mamy
2 _
Sv—p sin9 < d= 2 | —psin 9/3 < JI—psin 9.
Uwzgledniajac teraz, ze sin9 = )/—D/r = | 27 D/p3 otrzymujemy stad
oszacowanie zawarte w punkcie (a).
Punkt (b) wynika stad, ze w przypadku D = 0 réwnanie (2) posiada pier-
wiastek podwojny, zatem d = 0.
Udowodnimy teraz punkt (c). Niech D = 0, p> 0, q =%0. Wtedy ([2],
s. 217) rownanie (2) ma pierwiastki yO= 2a”~ 0, yx= —a + bi, y2=
= —a—bi, skad natychmiast wynika, ze

(5) ' p —b2—3a2 g= —2a(a2+ b2.

Mamy tutaj \yx—y2l= 2b, |[yO—yx\= |y0—y2/ = /9 a2 + b2 ROw-
nos¢ d = |79a?+ b2zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 2b” j9a2+ b2
to znaczy gdy b2— 3a2=p~™ 0. Tak wiec w przypadku (c) jest d =
= y 9a2+ b2 zas w przypadku (d) jest d = 2bh.

Z (5) wynika, ze b2=1/ a3j /a, zatem a =%4| —q/2. Stad

3 _
d2= 9a2+ b2= p + 12a2=%p + 12 |79q24 oraz d2=p + 12a2 p,

zatem punkt (c) zostat udowodniony.



W przypadku (d) pierwiastki réwnania (2) majg te samg posta¢ co
w przypadku (c), spetnione sg rownania (5) oraz d = 2b. Oszacowanie d
3

z goéry wynika stad, ze b —J p + 3a2oraz a2=5) _q214. Niech

6) F@=y (~ f - a3)/a,/ (@ = JP + 3a2g (@) =j/3 (a—j/l—p/3).

Liczba b jest rozwigzaniem uktadu F (a) = f (a) = b. Potraktujmy (6)
jako funkcje zmiennej a za$ rozwigzanie wspomnianego uktadu oznaczmy
a = a0, b = b0 Funkcja F jest malejaca, funkcje f i g sa rosnace, przy

czym f(a)>p(a) dla a> | —p/3. Niech s = ()/—q/2 + )/—p/3).

Mamy s> |—p/3, gdyz q="0, D> 0.

Je$li s=%:a0,to g (s)< g (aQ< f (a0 = bo.

Jesli s> a0 tog(s) < F(s)< F (a0) = b0, gdyz, jak to udowodnimy ni-
zej, g (s) < F (s). Tak wiec w kazdym przypadku g (s) < b0 zatem d =
= 2b0!> 29 (s), skad wynika juz teza punktu (d). Pozostaje jeszcze

udowodni¢, ze g(s)< F(s). Mamy q () = —"|| —aq/2 —)/—p/3j =
3—
= | 3(| —9q/2 — s). Nalezy wiec udowodni¢, ze

3! 3 3 _ 3
@) \/(V—9/2—s) (1124 + s\ —ql2 + s /s> |/3(|7—q/2—s).

Wyrazenia pod pierwiastkiem kwadratowym w nieréwnosci (7) sa do-

datnie, podnosimy wiec obie strony (7) do kwadratu, dzielimy przez
3

1/—aq/2 — s, po czym otrzymujemy nierownos$é
3 3
| 924 + i7—p/3 )/—q/2 —p/3 > O

prawdziwg, gdyz wszystkie sktadniki sg tu dodatnie. Zatem prawdziwa
jest takze nierownos¢ (7) i nasze twierdzenie jest w zupetno$ci udowod-
nione.

Zauwazmy jeszcze, ze wskazane w punkcie (a) oszacowania sg lepsze

od rezultatu jaki mozna uzyska¢ przy pomocy wyr6znika rownania (2)
(zob. [3], ss. 167—8). Jak wiadomo,

[0 —y\) (yi —yz) (yz—y0)]2= —4p3— 27092= —Dj
6 3 _ 6
skad d =% )/—Di. Tymczasem 3| —3D/|p| = J—Dx2 Ipi = \/—Di X
3 6

XV —Dy2 |p| <]/—D1




Z pewnego twierdzenia F. Constantineseo [1] wynika, ze w przypadku
(8 mamy d<lId', gdzie d' jest odlegtoscig pierwiastkéw réwnania 3y2+p =
= 0, czyli d' = 2 |7—p/3. Jest to, jak tatwo sprawdzi¢, takze oszacowanie
stabsze od podanego w punkcie (a).

PRACE CYTOWANE

[1] F. Constantineseo: Sur un theorew.e de Marcel Riesz, Comptes Rendus
Acaa. Sci. Paris, 247, 1958, ss. 256—257.

[2] 9imHKJiorre/jiiH ajieMeHTapnoii MaieMaTHKH, KHHra Il, Ajiredpa, MocKBa — JleHHHTrpaft,
1951.

[3] W. Sierpinski: Zasady algebry wyzszej, Warszawa—W roctaw, 1951.

ON THE MINIMAL DISTANCE BETWEEN ROOTS OF THE EQCATION
OF THIRD DEGREE

By Wtadystaw WKONA

Let y0 yi, y2be roost of the eguation (2) (p. 9), d and D are defined by
(3). The author shows the following

Theorem. If D< 0 then 2| —3D/Ipl < d”~ 3| —3D/lpi |/jp|.
If D=0 then d = 0.

/ 3
If D> 0 and p> 0 then | p=%d~ | p+ 12| q24
!

3 3
If D> 0and p< Othen |3 \mqg/2 —| —p< d< 2| p+ 3] q24.

Oddano do Redakcji 16. VI. 1965.



JAN AMBROSIEWICZ

SPROWADZANIE FORMY KWADRATOWEJ
DO POSTACI DIAGONALNEJ

Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci diagonalnej metodg La-
grange’a ([1] str. 145—152) jest ucigzliwe zwtaszcza wtedy, gdy trzeba pod-
nosi¢ do kwadratu skomplikowane wyrazenia. Istnieje metoda Jacobiego
pozwalajgca dos¢ szybko okresli¢ wspditczynniki formy kwadratowej zapi-
sanej w postaci diagonalnej. W metodzie tej najwiekszg trudnosé przed-
stawia szukanie przeksztatcenia, ktére dang forme kwadratowg sprowadza
do postaci diagonalnej. Znalezienie tego przeksztatcenia wymaga oblicze-
nia wyznacznikéow ze skomplikowanymi wyrazeniami liniowymi ([2] str.
133). Wyprowadzenie wzoréw na przeksztatlcenie w metodzie Jacobiego
nie jest tatwe.

W zbiorze zadan [3] str. 122 podane jest zadaniel na obliczenie wspot-
czynnikow formy kwadratowej w postaci diagonalnej. W zadaniu tym nie
podaje sie sposobu znajdowania przeksztatcenia, oblicza sie wspdtczynniki
przy zatozeniu, ze takie przeksztatcenie istnieje.

W niniejszym artykule podaje dowody dwéch prostych twierdzen, ktdre
jednoczes$nie wskazujg prostg metode znajdowania przeksztatcenia i wspot-
czynnikow formy kwadratowej w postaci diagonalnej.

Na wstepie omowimy krotko pewne podstawowe pojecia. Niech bedzie
dana macierz nieosobliwa

atl cti2

al2 a22

Wi1az2

Zatdzmy, ze macierz A ma wyraz an rézny od zera. Po podzieleniu
pierwszego wiersza przez an wyraz kierunkowy tego wiersza stanie sie jed-
noscig. Odejmujemy teraz pierwszy wiersz pomnozony odpowiednio przez
an (i= 2, 3, ... n) od pozostatych wierszy. Wtedy pierwszym wyrazem

13 —



pierwszej kolumny jest liczba 1, za$ pozostate wyrazy pierwszej kolumny
sg zerami. Dalej stosujemy to samo przeksztatcenie kolejno do pozosta-
tych wierszy zgodnie z metodg Gaussa obliczania wyznacznikéw [4], W ten
sposéb otrzymamy pewng macierz B, o wyrazach kierunkowych réwnych
jednosci. Jest widoczne, ze mozemy tak poprzestawiaé wiersze macierzy,
aby wyrazy kierunkowe rowne jednos$ci znajdowaty sie na gtdéwnej prze-
katnej.

Liczby przez ktdre dzielimy kolejne wiersze aby otrzymaé¢ w nich wy-
razy kierunkowe réwne jedno$ci oznaczamy przez

(D ai, a2, 43, ...an.

Poniewaz a:ea2e...an= IAl = A,

wiec _ A, _ A,
N = ST AR T 'R:i

Zatem ciggowi liczb (1) mozna nadaé postaé
\I;]AOI —7 f 7/\2> - */\S»u-u >
o A A2
gdzie Ao= 1, za$§ A; podwyznaczniki gtowne.
Z ostatniej réwnosci wynika, ze macierz A da sie podanym sposobem
doprowadzi¢ do postaci tréjkatnej, gdy jej wszystkie gtéwne podwyznacz-
niki sg rézne od zera.
W przypadku, gdy rzagd macierzy A wynosi k i As770 dla s* k, macierz
B ma k wierszy niezerowych, pozostate zas§ n-—k sg wierszami zerowymi.

Wtedy w ciggu (1) jest k wyrazéw. Macierz B bedziemy nazywali zredu-
kowang macierzg trojkatng dla danej macierzy A.

Twierdzenie 1 Jezeli macierz
‘1 012 e~md\n

, 2 <2 ...adh
A

\<n <on eee I,
ma gtowne podwyznaczniki rézne od zera, a
1 bi2 bi3 ... bin\
18&3 ...bxn
0 1
jest jej zredukowang macierzg trojkatna, to zachodzi réwnosc

(2 A *B-i = C,



gdzie C jest to macierz ktdrej gtdwng przekatng tworzg elementy ciggu
(1), natomiast wszystkie wyrazy znajdujace sie powyzej gtdwnej przekat-
nej sg zerami.

Dowo6d. Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy rzad macierzy A jest
rowny n. Sprowadzanie macierzy A do postaci trojkatnej polega na mno-
Zzeniu tej macierzy przez macierze typu

(@) 3m

(b)

Lewostronne mnozenie macierzy A przez macierz typu (a) odpowiada
mnozeniu j-go wiersza tej macierzy A przez -Lewostronne mnozenie A

przez macierz typu (b) odpowiada dodawaniu do elementéw j-go wiersza
elementéw proporcjonalnych do elementéw wierszy lezacych powyzej.

Redukcje macierzy A do postaci trojkagtnej mozemy ujgé w postaci
©)) Ti sT2...Ts«A =B
przy czym
Ni-

gdzie E, ma posta¢ (c) lub (d)

a (d)



Z rownosci (5) otrzymujemy
{4) El«E2¢E3 ... Es«B —A

gdzie Ek (k = 1, 2, .. ) sg to macierze typu (c) lub (d), zas B jest macie-
rzg trojkatna
1 bR2b1B...bX\
1 b2 . .bx

0 T/
Rownosci (4) mozna nadaé postac
(6) EX-E2-E3 ... Es= A-B-i
bo macierz (4) ma wyznacznik réwny jednosci.

lloczyn Ex«E2+«E3 ... Es jest macierzg C, ktdrej wszystkie wyrazy le-
zace powyzej gtéwnej przekatnej sg zerami, co wynika z budowy macie-
rzy typu (c) i (d).

Obliczymy wyrazy stojgce na gtoéwnej przekatnej macierzy C, Z (4)
otrzymujemy

@ [EX « [E2\ « \E3\ ... IE,l «\B\ = IAl = A,

Wyznaczniki macierzy typu (d) i wyznacznik macierzy B sg rowne jed-
nosci. Wyznaczniki powstate z macierzy typu (c) sg to wyznaczniki rézne
od jednosci. Jest ich doktadnie n. Latwo zauwazyé, ze te wyznaczniki sa
rowne wyrazom z ciggu (1). Z (1) i (5) wynika teza twierdzenia.

Twierdzenie jest takze prawdziwe i wtedy, gdy macierz A jest osobli-
wa, jesli odpowiednio okreslimy macierz B_1. Je$li rzad macierzy A wy-
nosi k, to dla macierzy trojkatnej B(k) sktadajgcej sie z k wierszy i tyluz
kolumn istnieje macierz odwrotna B<K) 1 Je$li sie umowimy, ze macierza
B_1 bedzie taka macierz, ktéra powstaje z B(>1 przez dopisanie do niej
n-k wierszy i tylez kolumn sktadajgcych sie z samych zer, to ilo$¢ wy-
razdw rdéznych od zera stojacych na gtéwnej przekatnej macierzy C =
= A «B_1rdwna jest wéwczas rzedowi k macierzy A, co wynika z wzo-
ru (6).

Przyktad 1 Niech bedzie dana macierz nieosobliwa



W naszym przyktadzie

0’__2(’) _ 13

Macierzg odwrotng do B jest macierz

_ 3
2
B-i =
1 _
lloczyn
2 3 4
C=A+B-1= 5 1 6 * n

2 6 4
A 1 25
1 3 2
Tutaj jest
g2 = 13 B<2)-i =
0 1
1 —3 0
0 1 0
0 0 0

zgodnie z umowa.

2 Sekcja Matematyki — 17 —

13
27
13

27



W tym przykiadzie
aj=2,n2——1 a3= 0

Twierdzenie 2 Jezeli macierz A = (at) jest rzedu k i As*0 dla
s” k, to forma kwadratowa n zmiennych

) [ {xBx2 .. X,)= \n/ \r} alj x Xj

i—i 1
0 macierzy A, daje sie sprowadzi¢ do postaci diagonalnej za pomocg prze-
ksztatcenia liniowego o macierzy odwrotnej do (4), przy czym wspétczyn-
niki formy kwadratowej w postaci diagonalnej sa wyrazami ciggu (1)
ljest ich doktadnie k.

Dowdd. Formie (7) mozna nadac postaé

dn d12 ...uln
@®) foxi, X2 ...oxn) = (Xi,x2 ..., xn 92 d2 memin] [x2
dnl o2 .. .dij

Zatozmy najpierw, ze rzad macierzy tej formy wynosi n. Macierz for-
my kwadratowej jest symetryczna. Przeksztalémy te forme za pomocy
przeksztatcenia liniowego

Tl = x\ + 512 x'2+ ... + 6Inx'n
9) X2= X'2+ ... + hhx'n
Xn = X',

0 macierzy B_1 tj. odwrotnej do macierzy (4). Otrzymamy wtedy

s o0 M
(10) f=(x\,x"2...,x'n)
Bin B2, . ] '«nl«i2 ome«m/
1 B2 .. «BIn\ |Xi1\
1 BB.,, g

0 1 W



czyli

(V)

gdzie (B_!)' oznacza macierz transponowang do B_L
W oparciu o twierdzenie (1) mamy

a 0

c21 02

(12) AB1—C (i Cx a3.

Oni O0n2 Cn3 ... (In
gdzie aj, a2, ... a, sg liczhami ciggu (1).

lloczyn macierzy (B-1)' przez C jest macierzg tréjkatng tej samej po-
staci co i macierz C, a poniewaz

((B-1) «A «B-1)' = (B-)' « A" ¢« ((B-b)' = (B-i)) *A Bl
wiec wszystkie wyrazy macierzy
(B-)'«A+B 1

lezgce ponizej gtownej przekatnej musza przy mnozeniu ulec redukcji
i sta¢ sie zerami.
Zatem

Stad natychmiast otrzymujemy
/[ = ajx'j2+ a2x'2+ ...+ a,x'n2

Jesli rzad macierzy wynosi k < n, to zgodnie z twierdzeniem (1) twier-
dzenie 2 tez jest prawdziwe. Wtedy ilos¢ wyrazow formy kwadratowej
w postaci diagonalnej jest rowna rzedowi macierzy A.

Przyktad 3. Sprowadzi¢ forme
[ = 2x12+ 2Xix2+ 16x1x3— 3x2+ 18x2x3+ 2x3
do postaci diagonalnej. Macierzg tej formy jest macierz

1 8
3 9
9 2



R 1 1 1
5 1, 4 1 g 4 1 A

7 10 10

1 —3 9 03 5 0 1—= 01— =

> > f
B = 0
- 7
0
- 160 -
mamy tutaj ai, a2= —— a3= Stad posta¢ diagonalna formy

kwadratowej

[ = aix\2+ a2x'2+ a3x'¥= 2x\2—- x'2m 160X’.

otrzymane za pomocg przeksztatcenia

X + é X2+ 4 X3
X2= " x2---2x3
X'3= X3

ktorego zresztg nie potrzebowaliSmy wykonywac.

Aby sprowadzi¢ forme kwadratowg (7) do postaci diagonalnej, wystar-
czy zatem sprowadzi¢ macierz A tej formy do postaci trojkatnej (5). Ta
macierz trdjkatna okresla przeksztatcenie liniowe sprowadzajace te forme
do postaci diagonalnej o wspotczynnikach (1) wyznaczonych przy spro-
wadzaniu macierzy A do postaci trojkatnej.
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ON TRANSFORMATIONS OF A QUADRATIC FORM TO THE DIAGONAL SHAPE
By J. AMBKOSIEWICZ

SUMMARY

The author gives a simple way of transformation of a guadratic form to
the diagonal shape. It is based on an application of Gauss’s algorithm to
transformations of tho matrix of guadratic form.

Oddano do Redakcji 18. VI. 1965






EUGENIUSZ KOWALSKI

O PEWNYCH WE£ASNOSCIACH GRUPY SKONCZONEJ
OKRESLONEJ RELACJAMI an= bm = 1, ba = arb

Celem tej notatki jest dowdd bezposredni twierdzen, ktore czesciowo sg
rozpatrywane w [1] w zwigzku z pojeciem iloczynu pétprostego grup.

Twierdzenie 1.Na to aby relacje

(1) 0" = bm~ 1, ba = arb, gdzie dziatanie jest tgczne, n, m rzedy ele-
mentow a, b oraz 1 r < n, okres$laty grupe potrzeba i wystarcza, by
2 njrm— 1.

Twierdzenie 2. Grupa okreslona relacjami (1) jest rzedu mn wtedy
i tylko wtedy, gdy nie jest spetniony przynajmniej jeden z warunkow
3 njp(r— 1, n\rg— 1, m\g(r— 1
gdzie 1 p<n, 1 qg< to, nq= mp. W przeciwnym wypadku rzad
grupy jest nq = mp.

Twierdzenie 3. Podgrupa {a} jest dzielnikiem normalnym grupy
okreslonej relacjami (2).

Twierdzenie 4, Centrum grupy (1) jest generowane przez elementy
ax, by takie, ze n\x (r — 1), n\ry— 1.

1. Dowdd twierdzenia 1

Jesli warunki (1) okre$laja pewng grupe G, to ze wzoru ba = arb mamy
4 bal= airb, bkd = airi b\ i,j = 1,23, ...
co mozna udowodni¢ indukcyjnie.

Istotnie, jesli bal= airb, to bal+l = airba = airarb = a(i+1)rb. Jesli za$
bjal = airibj, to b*+lat = bairibj = airj+L b*+1.

Ze zwigzku ba = arb i (4) mamy

a= bm~larb = ar'rin 1bTnlb = arTh czyli arTn~1= 1, wiec n|rm— 1.



Aby stwierdzi¢ dostateczno$é¢ warunkéw (1), (2) dla istnienia grupy
G = (a) w (b) zauwazamy, ze warunki te okreslajag zbiér elementéw po-
staci akbLz nastepujacym dziataniem wewnetrznym

(aub ) ¢ (axby) = au (axrVbv) by = au+xrV bv+y

zgodnie ze zwiagzkami (4). £acznosé tego dziatania daje sie tatwo stwier-
dzi¢. Jedynka istnieje z zatozenia. Istnienie elementu odwrotnego takze
nietrudno wykazac. Istotnie, jesli

g = akbl, to g-i = a~krm~l bm-
i mamy
g~'g = a-krmd bm~ akbl = a~krin'lakrTHd bm = 1
a takze

ggrl= akblea~krmd bm~1= ak e a~kTmd erl bm = ak”LrT*= 1 wobec (2).

2. Dow6d twierdzenia 2. Whnioski

Elementy grupy G sg, jak widzieliSmy, postaci akbl przy k = 1,2,..., n,
I — 1,2, ... m. Zatem rzad tej grupy jest nm, jesli wszystkie te elementy
sg rozne. Rownos$¢ dwdch elementow ab bvi —ab bv2 pocigga istnienie
zwigzku ap = bQgdzie | p<n, 1=%qg< m.

Stad bap = bg+l = aprb = apb czyli apr —apiap(-¥ = 1j
a takze apa = bga = arQbg= arQap, a = arQczyli arQ*1 = 1.
Podobnie, bap = bab, apr = bg, bgr = bgwiec bg(r"'>= 1. Tak otrzymujemy
warunki (3).

Jesli warunki (3) sg spetnione przy czym p, g sg najmniejsze liczby na-
turalne, ktore czynig zados$¢ tym warunkom, to dowolny element grupy G
mozemy przedstawi¢ w postaci:

¢ = a‘bg“,gdziet = 1,2, ...n,u—12,... q bagdZ w postaci c = ap'ub’,
gdzieu = 1,2, ...,p,t = 1 2, ..., m. Zatem rzad grupy jest teraz nq = mp.

Z powyzszych rozwazan mozna otrzymac nastepujgce wnioski:

1° Rzad grupy G wynosi nm, jesli jest spetniony przynajmniej jeden
z nastepujacych warunkdw:

a) (n,m)= 1 (z zaleznosci nq = mp),

b) (n,r-1) = 1 (z zaleznosci nlp(r-1)),

c) m jest najmniejszg liczbg naturalng taka, ze n\rm— 1,

d (mr—1)= 1

2° Grupa dwuscianu an = b2= 1, ba = an_lbjestrzedu2n.

3° Grupa abelowa an = bm = 1, ba = ab, gdy (n, m) =djestrzedu



Istotnie, mamy tutaj p = —, g = — . W szczegdlnosci grupa abelowa

a8= b4= 1 jest grupg cykliczng rzedu 8.
Dla danego n i m grupa moze nie by¢ rzedu nm dla zadnego dopuszczal-
nego r. Dla danych n,r istnieje zawsze m, ze grupa jest rzedu nm.

3. Dowdd twierdzenia 3

Z (2) wynika, ze (n,r) = 1 Jezeli i przebiega zupeiny ukiad reszt mod
n, to wobec (n,r) = 1, ir} takze przebiega zupeiny ukiad reszt mod n.
Stad i z (4) wynika teza twierdzenia.

4, Dowéd twierdzenia 4

Do centrum nalezg elementy a2 speiniajgce warunek azb3= b3z przy
j=1,2,...,m.

Lecz b3z = azr b3 wiec mamy az = azl czyli n\z (r3— 1) przy j = 1,
2, . . m, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy nlz (r— 1).

Podobnie, bz nalezy do centrum, je$li bzal = albz przy i= 1,2, ..., n.
Lecz bzal = airZ b2 zatem szukany warunek airZ= a\ co jest rGwnowazne
warunkowi n\rz— 1.

Jesli akbl jest elementem centralnym, to zachodzi zaréwno akbleW =
= b3akbl, jak i akbl «a* = aka“ebl, co oznacza, ze ak, bl sg elementami cen-
trum. Twierdzenie zostato zatem udowodnione.
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ON SOME PROPERTIES OF A FINITE GROUP WITH THE DEFINING RELATIONS
an —bm = ba = arb

By E. KOWALSKI

SUMMARY

This article discuss the kinds of groups representable as a join of two-
finite cyclic groups {a} w {b}, with ba = arb.
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EWA LIPCZYNSKA

O ZWIAZKACH OKRESLAJACYCH GRUPE SYMETRYCZNA S4

Znane sg pewne okreslenia grupy S4 jako zitgcza dwoéch grup cyklicz-
nych (vide [1]). Celem niniejszego artykutu jest nowe tego rodzaju okre-
Slenie.

Wykaze mianowicie, ze nastepujace zwiazki

I ad4d=b4=1
Il aba = bab
Il azb = b&A2

okreslaja grupe G = {a} w {b} izomorficzng z grupg S4.

Udowodnie, ze grupa ta zawiera tylko nastepujace rézne elementy: e, a,
a2 a3 b, b2 b ab, ba, ab2 b2a, ab3 b3, ad, ba2 a2 ad, ba3 ad3 ba3
ada, aba3 aba, ada3. W tym celu stwierdzimy najpierw, ze dziatanie
z warunkami I, Il, Il jest wewnetrzne w zbiorze G tych elementow.

Wezmy pod uwage elementy postaci alb} oraz adl przy i, j = 1, 2, 3.
W zbiorze G nie wystepujg b2a2 a3 b&x2 ad2 bAas

Z |1 mamy a2= a-2, a-1 = a3 b2= b~2 b 1= b3 zatem z Ill

Q) b3 —a%a2

Zwigzek Il pocigga symetrie zwigzkéw ze wzgledu na a, b tzn. obok
zwigzku postaci fi (a, b) = f2(a, b) wystepuje zwigzek fi (b, a) = f2(b, a).
Istotnie, z (1) mamy a?»3= ba2 wiec baZd = a2i aba’d = a3. Lecz aba2 =
= aba eab = bab eab = b eaba b = b ebab «b = b2ab2 Zatem

2 a3= b2ab2 lub b2a = a2
co odpowiada permutacji elementéw a, b w zwigzku III.
Z 1, Il oraz (1), (2) tatwo wynikajg rownosci:
3) b2a22= ad2 a3 = ba2 bA2= akd, ab2= b2, bZa3= ab2

Zatem elementy postaci (3) okreSlajag reguty przestawiania czynnikow
a2,b2 z czynnikami aj,bj przy j =1, 2, 3



Nalezy dalej zbada¢ przynalezno$¢ do zbioru G iloczyndw postaci aibiakr
blajok gdy i,j,k = 1,3.

Z (1) mamy ab3 = ada3 co przez permutacje a b daje bad = b3ab3
za$ ze zwigzku 11l a2 = b&A2mnozac lewostronnie przez ba, mamy bad =
= bab32 = aba b2a2i podstawiajgc ab2= b2a3 otrzymujemy bad = ab3

Ostatecznie mamy réwnosci:
4) ada3~ bad = ab3a = bzxab3
Z (2) mamy b3ab = bad3. Lecz b&ab = b2aba — baba2 = aba3 za$ z (4)
ad3&A = aba3 zatem
(5) b3ab = badh3 = a&A = aba3l
Z (5) wynika natychmiast réwnos$¢ ,,dwoista”
(6) ada = ab3a3 =b&Ad = bab3
Z (1), (2) mamy a = b2a»2 b = ab3A2 wiec
(7 aba = a%3as = bab = bAD3

Z réwnosci (4), (5), (6), (7) wynika, ze wszystkie elementy postaci
alb2ak, b'adk przy i, j, k — 1,3 do zbioru G nalezg. Réwnoczes$nie stwier-
dzamy, ze iloczyny postaci blakbj dajg sie zastgpi¢ przez iloczyny postaci
albsar. Stad wynika, ze iloczyny postaci albZkbs, biajb,asbt i wiek-
szej liczby poteg a i b sg rowne pewnym elementom postaci aibiak, a wiec
do zbioru G naleza.

Zbiér G z warunkami I, I, 11l jest zatem grupa.

Izomorfizm grup G i S4stwierdzamy ustalajgc nastepujace przyporzad-
kowanie zachowujgce wyniki dziatan

e= (1)@ () (4, a= (1234), b= (1243)
Stad inne elementy rzedu czwartego:
a3= (1432), b3= (1342), aba3= (1324), ada = (1423)
Elementy rzedu trzeciego:

ab3= (1) (243) b&x3= (3)(124) a3 = (4) (123)
ba3= (1)(234) bd& = (2)(143) ba = (4) (132)
ad = (2)(134) ab = (3)(142)

i przyporzagdkowanie miedzy elementami rzedu 2-go:

aba = (1)(2)(34) ab= (1)@ (23 a2= (13) (24)
ba = (1) (3)(24)  ab2= (2)(4) (13) b2= (14)(23)
ba2 = (2) (3)(14) aba3= (3)(4) (12) ab2= (12)(34)
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ON THE DEFINING RELATIONS OF THE GROUP S4
By Ewa GAWRONSKA LIPCZYNSKA

SUMMARY

The author gives new defining relations of the symmetric group Si with
use of two generators. Two other sets of defining relations of that group
are given in Coxeter and Moser’s book [1],
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ALEKSANDER GRYTCZUK

O PEWNYCH ROWNANIACH DIOFANTYCZNYCH

1.

W. Sierpinski w pracy [1] dowodzi miedzy innymi twierdzenia, ze dla
kazdej liczby naturalnej n> 1 rownanie
+ - 4+ EEEt TF)
2 n

=1
“'o

1
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych
x0" Xiz r2n .zt i,

Podamy tutaj efektywny sposéb wyznaczania nieskoriczenie wielu roz-
= w liczbach naturalnych z, x, v, vy.

wigzan réwnania =
2 x2 v2 y2
Jak wiadomo ([2] str. 85) wszystkie rozwigzania réwnania

+ *

%

@) 5%
w liczbach naturalnych x, y, z zawarte sg we wzorach

x=ml (m + n)
2 y = nl(m+ n)
z = mnl

Podnoszac obydwie strony (1) do kwadratu otrzymujemy

Rozwigzujemy réwnanie:

®) %y



Jesli (3) posiada rozwigzania w liczbach naturalnych x, y, v, to jedna
iz liczb x lub y musi by¢ parzysta i wobec tego mamy réwnanie < ey =
= v2 ktérego wszystkimi rozwigzaniami ([3] str. 43) sa
'(4) X = 2ax, y =bx, v = abc

Ze wzordw (2) i (4) wynika, ze muszg by¢ spetnione nastepujace wa-
runki:

(5) m=2a2 n—b2 I(m+n) —c=12a2+ b2
Po uwzglednieniu (5) wzory (2) i (4) przyjmujag postaé

X = 2a2l (2a2+ b2
, y = b2 (2a2 + b2

1’ v = abi (2a2+ b2
z - 2ad2
W szczegdlnosci ktadagc w (6) b = | = 1 otrzymujemy rozklady liczb

. L1 - .
wymiernych postaci @ﬁ‘z na sume odwrotnosci trzech kwadratow.

Mamy wiec tozsamos$¢:

1 1 , 1
(2a2)2 (2a2+ )2 T [a(za2+ 1)j2 ' [2a2(2a2+ 1)]2

z ktorej dla a= 1, 2, 3 wynikajg rozktady: ii= £+ gl+ 4
_?..=:1 + 1
8 92 182 722
1 1 . 1

1 1
182~" Itr 1572 = 3422

2.

Réwnanie a2-f-a2-j- a2-j- ... -f-aB= s2-j- 1
W pracy K. Szymiczka ([4], str. 21, tw. 4) podano dow0d, ze wszystkie
rozwigzania naturalne réwnania u2+ v2= w2+ 1 zawarte s§ we wzo-
rach:
U— Pk (Qk-1+ Qk *t) + Qk (Pk-i + Pket)
v= PE(PRI + Pj. ot) — (P2 (Qfc-X+ Qket)
tu= PE(Pflox + Pk «t) + Qfc (Qfci + CQlcet)
gdzie Pfc/Qfc = (qO; qu g2,. . qt)
g0 0,9%q2 .. dfc sg liczbami naturalnymi, t — dowolna liczba
catkowita i k=0 1, 2,,.,



Udowodnimy, ze kazde rozwigzanie rOwnania u2+ v2= w2+ 1 impli-
kuje rozwigzanie rdwnania postaci

) a2+ b2+ c2= d2+ 1

Mnozymy obydwie strony réwnania u2+ v2= w2+ 1 przez u2 a na-
stepnie dodajemy do obu stron u2+ 1, doprowadzajac je w ten spos6b do

postaci:
(U2 nH2+ (vu)2+ u2= (wu)2+ 1

Ktadac a = u2— 1, b =to, ¢ =u, d = wu otrzymujemy (7). Latwg
indukcjg wzgledem liczby niewiadomych mozna dowie$¢, ze kazde roz-
wigzanie réwnania u2+ v2= w2+ 1 implikuje rozwigzanie rownania

(8) a2+ a2+ ...+ a2= s2+1.

Istotnie, od rownania (8) do réwnania
b2+ b2+ ...+ b2+1= r2+ i
mozna przejs¢ mnozac (8) przez a2 dodajgc do obu stron a2+ i oraz pod-
stawiajgc

bi = a2 1, bi= alai, (i= 2,...,n), bn+l= ah r = sav
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ON SOME DIOPHANTINE EOUATIONS
By A. GRYTCZUK

SUMMARY

In the first section the author gives infinitely many Solutions of the

eguation
4-4-4+4



by the formulae: z — 2a2b2, x — 2a2(2a2+ b2 1, v —ab (2a2+ b2, y =
= b2(2a2+ b2l

In the second section author remarks that every solution of the equa-
tion u2+ v2= w2+ 1 (which was solved in [4]) implies a solution of

a\l+ «@+ eeet+ an= 2+ L

Oddano do Redakcji 16 VI. 1965



ANTOM WAKULICZ

O CIAGU RESZT na (modfa) PRZY (a,b) = 1

Artykut jest kontynuacjg rozwazan w [1] zwigzanych z dowodem efek-
tywnym tw. Thue’go o kongruencji ax = y (mod m) i ma na celu scharak-
teryzowanie ciggu reszt na (mod b) przy (a, b) = 1 przez podanie warun-
kéw, ktére okreslajg wielkos¢ reszty v = na (mod b) w zaleznosci od
pewnych cech arytmetycznych liczby n.

Udowodnimy mianowicie twierdzenie:

Jesli
1° algorytm Euklidesa dla pary (a, b) daje
a=bqd+r, b=r0gx+ rx r,=rxg2+ r2,.. rs2=rsxqs+ 1
ten. rs= 1, rsx= @s+i, oraz mianowniki kolejnych reduktdiw roz-

winiecia fancuchowego uiamka’t‘)saz
I = Q0< Qi< mme< Qs< Qs+1= b,

2°n=cRS+ csi Qsi + ...+ G Qx+ ¢c0Q,, gdzie 0< c;< qi+lprzy
i
i—01 .. soraz £ ¢ Q,< Qi+tlprzy I =01,.. s,
i=0
tona= Q= cOr0O—clrl+ ... + (—I)scss, |pnK b — 1.

Ze wzgledu na powigzanie dowodu twierdzenia z rozumowaniem in-
dukcyjnym rozpatrzymy najpierw przypadki s= 0, s= 1 Przy a=0
mamy a= bag,+ 1, na=n (mod b), n = c0Q0= cOr0= cOwiec (%, = c&0
zgodnie z tezg twierdzenia. Przy s = 1 algorytm Euklidesa sprowadza sie
do trzech dzielen kolejnych a —bga+ rQb —r0gx+ 1, rQ= g2+ 1. Wiec

-i= o0 i 1 Po= 0o Pi__qOg2+ | Pg a P1O2+ Po
b i 1 Qo 1 Qi 0i ¢2 b Qio2“Y Qo
02
czyli Q0= 1, Qj = gL Q2= qig2 + 1= b.
Zaktadajac n < Q2= b stwierdzamy istnienie jednoznacznie wyznaczo-
nej pary liczb cxc, takich, ze n = cxQx+ cOprzy czym o0=%c0< Qi = Oi
oraz o™ ci”™ g2 jesli cx= 02 to cO= 0, co pokrywa sie z zatozeniami



twierdzenia. Obliczamy na = c”~a + c0a — CigibgD+ Ciqir0 + cObqO +
+ ¢c0r0= cOr0 + Cigir0= cOr6— c4 (mod b), gdyz Qir0= b — 1. Otrzymu-
jemy wzér

> c@0 G

Istotnie, mamy — cD* cOt— c4~5 cOr0, lecz cOrO< qlr6» b— 1, za$
Ci =%ra< b wiec Ip,i<b c.b.d.o.

Dla dowodu twierdzenia udowodnimy jeszcze lemat:

Jesli mamy cigg liczb naturalnych 1= Q0< Qi< ...< Q/+i takich,
ze Qi+i = Q;q,+i + Qrl dla przy danym ciggu liczb natural-
nych g2 g3 ... qgi+i, to kazda liczba naturalna n < Q;+i daje sie przed-
stawi¢ jednoznacznie w postaci:

(1) n=clQ/+ ci1Q/-i + ...+ ciQ! + c0,
gdzie 0 — d —qi+loraz ! c,Q < Qmtidlam=012. LI

i=0

Dowdd lematu. Dla | = 1 dowdd juz zostat przeprowadzony.
Jesli rozwiniecie (1) zachodzi jednoznacznie dla m —1— 1 tzn. dla
ni < Qi mamy jednoznacznie nx= C-XQ/-x+ ... + ¢c™i + ¢0, to dla

n < Qi+Xmamy jednoznacznie n = ¢;Q, + ni przy czym C ™ q/+i, co daje
jednoznaczne rozwiniecie dla n postaci (1).

Dowdd twierdzenia. Wg [1] str. 14 mamy r«~ aQ2k—bP2x ~ +1=
b P2fc+i  a Q2fcH-

Stad QZka = r2\, Q&+ = r2e+i (mod b).
Zatem
(2) na = cor0—dd + cr2-...+ (-1)8cys=@

Nalezy wykaza¢, ze ipnl< b.
Z uwagi na to, ze ¢;™ 0, r;» 0 mamy nierownos$¢é

— CiD— c3¥3—ca5— ..."0,,%% cOr0+ c22+ c44d+ ...
Lecz
cor0+ c22+ ...< gqlra+ q32+ ...= b—rg+ rx—r3+..."b —1
za$ cpM + c¥3+ ...< Q2]+ &3+ ...= r0—r2+ r2—r4+ ... < b,

zatem — b < i< b i twierdzenie zostato udowodnione.

Z uwagi na to, ze reszty na (mod b) sg nieprzystajgce mod b, gdy
1~ n”™ b—1, wzér (2) okreSla cigg reszt (JI g2 *+* 06-1 dodatnich lub
ujemnych nieprzystajgcych mod b.
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ON THE SEQtTENCE OF RESIDUES OF na (mod b), WITH (a, b) =1
By A. WAKULICZ

SUMMARY

This article is a continuation of methods used in [l]to prove Thue’s
theorem on the congruence ax = y (mod m). The main result is the fol-
lowing.

Theorem. Let a —bga+ r0, b = rugx+ ru...,rs2=rslqs+ 1 be the
Euclid’s algorithm and let Q0= 1, Qi,. . Qs+i = b denote denominators

of the convergents of simple continued fraotion ~ = [q0; qu ..., qs+i]-

Further, let n = ¢,Qs+ + ...+ ¢,,Q0 where 0" ¢;™ q;+1 (i =
i
= 0,1, s)and £ CQ/< Q/+i forevery I =01,...,s. Thenna—Q

0

4=
(mod b), where = c,rQ—ecxi + ... + (—1)scys and IQnl< b.

Oddano do Redakcji 15. VII. 1965






K. SZYMICZEK

KILKA TWIERDZEN O LICZBACH PSEUDOPIERWSZYCH

Z matego twierdzenia Fermata wynika, ze jeSli a, b sa liczbami catko-
witymi, p jest liczbg pierwszg i p\ab, to

pl(@@ar-1— 1) — (bP-1— 1) = aP-i — bP-i.

Nasuwa sie tutaj pytanie, czy istniejg liczby ztozone P takie, ze przy
pewnych catkowitych a i b

1) Plap-i — bp-h

Liczbe ztozong P spetniajaca (1) nazywac bedziemy liczbg pseudopierw-
szg ze wzgledu na a i b. Liczbe pseudopierwszg ze wzgledu na a = 2
i b= 1 nazywac¢ bedziemy po prostu liczbg pseudopierwsza.

Istnienie liczb pseudopierwszych zauwazyt po raz pierwszy F. Sarrus
w 1819 roku, ktory stwierdzit, ze (1) zachodzi dla P=341 = I1*31 oraz
a=2ib=1(por. [2], [5]). Natomiast fakt istnienia nieskofnczenie wielu
liczb pseudopierwszych ze wzgledu na dowolne a i b = 1, udowodnit
w 1904 roku M. Cipolla [1]. Rézne inne dowody istnienia nieskonczenie
wielu liczb pseudopierwszych zawarte sg takze w pracach [3], [4], [6], [7],
(8], [12], [13],

W tej pracy wskaze ogolniejsze twierdzenia o liczbach pseudopierwszych
ze wzgledu na a i b, z ktéorych wynikajg pewne rezultaty prac [1], [3],
[4], [6].

Wszystkie litery oznaczajg liczby naturalne. Jesli p jest liczbg pierwszg
i p'lm, pAlm, pisze px|m, [tL ... t*] oznacza najmniejszgq wspolng wie-
lokrotnos$¢ liczb ti,. .. tk

A, b(m) oznacza najmniejszg liczbe naturalng A takg, ze aA — bA (mod
m), przy czym zamiast Aa | (m) pisze Aa(m). Jak wiadomo, jesli a" = bn
(mod m) to Az>h(m)\n. Przyjmujemy takze oznaczenia:

A,, = a*n, Bn= b*B.



W dalszym ciggu opierac¢ sie bedziemy na nastepujgcych lematach:

Lemat 1. Jedli 1b2—1 to 2)+n||b2’—1

Lemat 2. JeSli (a,b) =1 to Aab(An+ Bn)= 2n+l.

Lemat 3.Jesli (a,b) =1, p jest liczbg pierwsza nieparzystg pjA,, + Bn,
n"oO,

Jo\ 4p-k Rp
2 =
oraz liczba pierwsza q dzieli m, ito A2b(q) = 2n+1p.
Lemat 4.Niech m = ...ms, gdzie (m; rrij) = 1 dla iAj. Wtedy
b(™) = I/Vb(mi), . A,b(ms)].

Lemat 1 tatwo udowodnié przez indukcje.

Lemat 2 wynika stad, ze An+ B,,\An+l— Bn+1, skagd A= Aa h(An+ Bn)l
|2n+1, zatem A= 2k, k™ n + 1 Poniewaz dla k< n + 1 jest A, + Bn>
>|A £t— Bk| wiec A= 2n+l.

Dowod lematu 3. Poniewaz gqlm| Ap+ BE IA*j,t— B] , wiec A= AJb(q)|
12"+1p. Gdyby A<2”+1p to albo 2"+1|A i wtedy A= 2n+l, albo 2n1 |A
i wtedy A|2”p.

W pierwszym przypadku g|A, +1—B,,+1= (A, — B,) (A, + B,,), skad
glA,, + B,. Mamy wiec An— — B, (mod q) i wobec (2) m = 1—
— Ap—2B,,+ .. .+ BP'l= 0 (mod q), skad pA%~]= o (mod ). Nie moze
by¢ gl A,, gdyz wtedy takze qlB,,, whrew zatozeniu, ze (a, b) = 1, zatem
glp, skad q = p. Stad jednak wynika, ze plA,, + Bn, wbrew zatozeniu.

W drugim przypadku glaA— bA|AE— BE, co wobec gq|Ap+B*j jest nie-
mozliwe. Zatem A= 2"+lp i lemat jest udowodniony.

Dowdd lematu 4. Oznaczmy [Azh(m”, ..., Al h(ms)] = A Mamy oczy-
wiscie aA= bA(mod m{), i= 1, ..., s, skad wobec (m;,;m,) = 1dlai |,
mamy takze aA = bA (mod m). Tak wiec Assh(m)|A. Z drugiej strony oczy-
wiscie Aa b(m,)]Aa b (m), skad takze AJAa>h (m). Zatem A= Agb(m) i lemat
zostat udowodniony.

Niedawno A. Rotkiewicz [7] udowodnit nastepujace twierdzenie, ktore
daje wyrazny wzdr na liczbe pseudopierwszg ze wzgledu na a, b:

Jesli a>b, (a,b) = 1, ab oznacza jadro bezkwadratowe liczby ab oraz

i sli j1 gdy ab ~ 1 (mod 4),
(2 gdy ab = 2, 3 (mod 4),



todlan = nab 15k, k = 1,2,..., liczba

m = _I\I (al—b*
jest pseudopierwsza ze wzgledu na a, b.

Udowodnione nizej twierdzenia 2, 3 i 4 dajg znacznie prostsza konstruk-
cje takich liczb m. Udowodnimy nawet, ze istnieje nieskonczenie wiele
liczb m pseudopierwszych ze wzgledu na a, b i takich, ze kazdy dzielnik d
liczby m spetnia warunek:

@3) djad1— bd 1.

Liczby m o tej whasnosci nazywaé bedziemy liczbami super-Poulet ze
wzgledu na a, b, przy czym w przypadku a = 2, b = 1 przyjeto nazywac
je po prostu liczbami super-Poulet.

Wiadomo, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb super-Poulet, gdyz ist-
nieje nieskonczenie wiele liczb pseudopierwszych postaci pqg, gdzie p i g
sg réznymi liczbami pierwszymi (zob. [11], s. 182). W pracy [12] udowod-
nitem, Zze istnieje nieskonczenie wiele liczb super-Poulet postaci pqar,
gdzie p, g, r sg réznymi liczbami pierwszymi. W. Sierpinski ([11], s. 185)
zapytuje, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb Mersenne’a M,, = 2" — 1,
bedgcych liczbami super-Poulet.

Nizej udowodnie, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb super-Poulet ze

wzgledu na a, b; w szczegdlnosci wszystkie liczhy —M2p sg super-Poulet
jesli tylko p jest liczbg pierwszg > 3.
Twierdzenie 1 JeSli (a b)=I, p jest liczbg pierwsza nieparzysta,

p ]JAn+ Bn, ti*O, to m okreslone przez (2), jesli jest liczbg ztozong —
jest liczbg super-Poulet ze wzgledu na a, b.

Dowdd. Niech d bedzie dowolnym dzielnikiem liczby m oraz niech q
bedzie dzielnikiem pierwszym liczby d.

Z lematu 3, wobec qlag_1—bgql mamy A8ib(q) = 2ntlp|q— 1. Stad
otrzymujemy, ze 2n+lp\d—1. Zatem

dim 1Ap + |Aj;.tx- Bp+l| - b~
i twierdzenie zostato udowodnione.
Twierdzenie 2 Niech (a, b) =1, p niech bedzie liczbg pierwszg nie-
parzysta.
(2.1) JesSli pja —b i liczba mi— jest ztozona to m1 jest liczbg

super-Poulet ze wzgledu na a, b.



az2p fc2p
(2.2) Jesli p\atb to liczba m2= a? jest liczbg super-Poulet ze

wzgledu na a, b.

Dowdd. Udowodnimy najpierw (2.1). Niech d bedzie dowolnym dzielni-
kiem liczby rrij, wtedy wobec djap— bp mamy Aa>b (d)|p, skad Aa>b (d) = 1
albo p.

Gdyby Aah(d) = 1toa=b (modd)im]=apl+ ap2b+ ... + bpl=20
(mod d), skad papl= 0 (modd) i wobec (a,d) = 1 mamy d|p, stad p = d
i pla—b wbrew zatozeniu.

Zatem Aa>b(d) = p. Poniewaz takze dla kazdego dzielnika pierwszego
liczby d jest Aasb(q) = p i p|]g — 1 wiec pld — 1. Stad

dlap— bpljad 1— bd t

i (2.1) zostato udowodnione.

Dla dowodu (2. 2) zauwazmy najpierw, ze liczba m2jest ztozona. Mamy
bowiem
ap + bp ap— bp

m2= a—b a+ b

i wobec zatozenia o liczbie p, obydwa czynniki sg liczbami naturalnymi,
wiekszymi od 1. Niech teraz d bedzie dzielnikiem liczby m2 wtedy d =
= di d2, gdzie dx ap— b[F 1d2|a£9-+ bp
a— a+ b

Z dowodu poprzedniej czesci twierdzenia wiemy, ze pldx— 1, a ponie-
waz di jako dzielnik liczby nieparzystej jest liczbg nieparzystg, wiec takze
2p|dj — 1. Z lematu 3 (dla n = 0) wynika, ze dla kazdego dzielnika pierw-
szego q liczby d2 mamy Aajb (q) = 2p|q—1, skad takze 2pld2 1. Mamy
wiec 2pldj — 1 i 2pid2— 1, skad takze 2p|dxd2— 1= d — 1. Zatem

d|m2laZp— b2piad-1 — bd 1,

co konczy dowod twierdzenia 2.

W zwigzku z liczbami rr™ i m2 rozpatrywanymi w twierdzeniu 2 udo-
wodnimy takze

Twierdzenie 3. Jesli (a,b) = 1, 2lab, p jest liczbg pierwszg niepa-
rzystag i p\An— B,,, gdzie n*O, to liczba

Ap—Bp
_An~ B n

jest pseudopierwsza ze wzgledu na a, b.



Uwaga. Zgodnie z twierdzeniem 2, dla n — 0,1 liczba m jest takze su-
per-Poulet ze wzgledu na a, b.

Dowod. Przede wszystkim zauwazamy, ze m jest liczbg ztozona:

“‘n4 ®&—21 ~*nd“ ®&n41

przy czym wobec zatozenia o liczbie p, obydwa czynniki, sg liczbami na-
turalnymi, wiekszymi od 1. Mamy dalej.

m , K - A n-[*W-B v)
4 An -B )

Poniewaz p nie dzieli mianownika, wiec z matego twierdzenia Fermata
wynika, ze pIlm— 1. Mianownik utamka (4) jest liczbg nieparzysta, gdyz
2lab i (a, b) — 1. Udowodnimy, ze licznik tego utamka dzieli sie przez 2”.
Jesli a jest parzyste, to 2”iAm— Ani b jest nieparzyste. Mamy wiec Bp—
—B,, = Bn(Bp_1— 1) i na podstawie lematu 1 2"|Bp~]— 1L Tak wiec
2"plm — 1, skad

m\AP— BP\ am1— bm~\

i twierdzenie 3 jest udowodnione.
Z twierdzen 1—3 wynikajg nastepujace wnioski.

Whniosek 1. JeSli p jest liczba pierwsza nieparzystg i liczha Np= (2P +
+ 1)/3 jest ztozona, to Np jest liczbg super-Poulet.

Rezultat ten wynika z twierdzenia 1dla a= 2, b= 1 n = 0. Jednakze
nie wiadomo, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb ztozonych Np. W. Sier-
pinski wykazat w pracy [10], ze istnienie nieskoriczenie wielu liczb ztozo-
nych Npwynika z hipotezy A. Schinzla (zob. [9]).

Whniosek 2. JeSli p jest liczbg pierwsza 5to liczba (22p +1)/5jest su-
per-Poulet.

Dla dowodu wystarczy w twierdzeniu 1 przyjag¢ a= 2 b=1 n=1
oraz zauwazy¢, ze liczba (22p + 1)/5 jest ztozona, co natychmiast wynika
z tozsamosci

220+ 1= (2P—2(pi DR+ 1) 2P+ 291L72 -f 1).

Zauwazmy, ze A. Rotkiewicz [6] udowodnit, iz (220 + 1)/5 jest liczbg pseu-
dopierwszg.
Przyjmujgc w twierdzeniu (2. 1) a = 2, b = f, otrzymujemy

Whniosek 3. Jesli p jest liczbg pierwszg i liczbha Mp =2P— Jljest zio-
zona, to jest ona liczbg super-Poulet (por. [11], s. 181).

Z twierdzenia (2.2) dla b — 1 otrzymujemy nastepujgce twierdzenie
M. Cipolli [1]:



Whniosek 4. Je$li p jest liczbg pierwszg nieparzystg i plat 1, to (a2p—
— 1)/(a2— 1) jest liczbg super-Poulet ze wzgledu na ai b= 1
Stad, dla a = 2, wynika natychmiast

Whniosek 5. Jesli p jest liczbg pierwsza wiekszg od 3, to (22p— 1)/3 jest
liczbg super-Poulet.

Fakt, ze liczba (22p—1)/3 jest pseudopierwszg, podat w formie proble-
mu do udowodnienia P. Erdos [4] w 1950 roku.

Innym wnioskiem z twierdzenia M. Cipolli jest rezultat H. J. A. Dupar-
ca [3], ktory udowodnit, ze jesli o jest liczbg pierwszg to (a2a— I)/(a2— 1)
jest liczbg pseudopierwszg ze wgzledu na ai b = 1. Z wniosku 4 wynika
nawet, ze liczba ta jest super-Poulet ze wzgledu na ai b= 1

Whniosek 6. Jesli p jest liczbg pierwszg i p|22—1, n2?0, to liczba
(22'p— 1)/(22™— 1) jest pseudopierwsza.
Whniosek ten jest konsekwencjg twierdzenia 3 (a = 2, b =1).

3.

W pracy M. Cipolli [1] znajduje sie, obok cytowanego juz twierdzenia,
nastepujacy warunek konieczny i wystarczajacy na to, by iloczyn liczb
Fermata Fn= 22'+ | byt liczbg pseudopierwszg: liczha FmFn... Fs, gdzie
m> n>...> s, jest wtedy i tylko wtedy pseudopierwszg, gdy 2si>m.
Udowodnie tutaj dwa nastepujgce uogoOlnienia tego rezultatu:

Twierdzenie 4. Niech a> 1, 2%|a,a> 0, > ...> nsoraz
(5) P=(aZ+ 1) a...(a2's+ 1)
Na to by Plap 1— 1 potrzeba i wystarcza, by
(6) m < a2"s.
Twierdzenie 5. Niecha> 1,b> 1, (a,b)= 1,2“|a a> 0, 2%i || b2—
— L ni> ...> ns h+ ns® a2"soraz
U P= (aZ"+ b2") ..(a"s-j- b2's).
Na to, by liczba P byta pseudopierwszg ze wzgledu na a, b potrzeba i wy-

starcza, by
(8) n\ < min (b+ ?is, a2"s).

Dowod. Aby uzyska¢ mozliwos$¢ rownoczesnego dowodzenia twierdzen 4
i 5 zalézmy, ze P jest okreSlone przez (7) ib™ 1

Liczba P jest pseudopierwszg ze wzgledu na a b wtedy i tylko wtedy,
gdy Aah (P) |P — 1 Wystarczy wiec wykazaé, ze warunek ten jest spet-
niony rownoczesnie z (6) (gdy b= 1) lub (8) (gdy b > 1)



Jak wiadomo ([11], s. 9), kazde dwa czynniki iloczynu (7) sa wzglednie
pierwsze, zatem z lematow 2 i 4 wynika, ze

K b(P) = [A,b(Ani + Bni),. . \a, (A,s+ B,8)] = [2"i+i,. . 2"/~ i] - 2-i+».

Z drugiej strony mamy

(9) pPp— | —a2"+ ...+ 2™ -(- a-nsh2n' n mmm+ 2ns—1+ b2n‘+ ...+ 2ns J

Jesli b = 1, to najwyzszg potega liczby 2 dzielagcg P — 1 jest 2"2's. Za-
tem Aa(P) = 2ni+l IP — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy nt+ 17a2 "1 co jest
réwnowazne warunkowi (6). Tak wiec twierdzenie 4 zostato udowodnione.

Niech teraz b>1. Z lematu 1 mamy 2°"ns || b2’1+ eee+ 7Z[s—1 oraz, jak

to juz stwierdziliSmy, pozostate sktadniki sumy (9) dzielg sie przez 2“2's
i ich suma nie jest podzielna przez wyzszg potege liczby 2. Wynika stad,
ze jeSli n —min (m+ ns,«2]ls) to P— 1= 2nR, gdzie R jest liczbg niepa-
rzysta (gdyz 1+ ns”=a2"s). Zatem Aab(P) = 2ni+l IP — 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy ni + 1 co jest rownowazne warunkowi (8). Twierdzenie 5
zostato wiec w zupetnosci udowodnione.

Z twierdzenia 4 dla a = 2, wynika natychmiast cytowane twierdzenie
M. Cipolli o iloczynach liczb Fermata.

Z twierdzenia 5 otrzymujemy nastepujacy wniosek, ktéry daje bardzo
prosty, wyrazny wzOr na liczbe pseudopierwszg ze wzgledu na a, b:

Whniosek 7. JeSli a> 1, b> 1, (ab) = 1 2%|a 2i+l | b2—1,a 2" 9" A+ n,
to dla n> 1 liczba
(a2’ -)- b2’) (a2’+1 -j- b2’+1)

jest pseudopierwszg ze wzgledu na a, b.
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A FEW THEOREMS ON PSEUDOPRIMES
By K. SZYMICZEK

SUMMARY

In this paper we are concerned with composite numbers P which like
primes have the property P |ap 1— bp_1. A number P having this property
is called a pseudoprime wiith respect to a and b. We give some explicit
formulas for such numbers which are simpler than Rotkiewic.z’s [7] one.
A composite number P which have the property that each divisor of P is
pseudoprime with respect to a and b is called a super-pseudoprime with
respect to a and b.

Leta> 1, b"Il, (a,b)=1and p is a prime. We p,roved the following
theorems:

Theorem 3. If 2 lab and p | a2l—b2!, n*O, the number

m = (aZ’p — b2'p)/(afl — b2")
is pseudoprime with respect to a and b. If n = 1 the number m is super-
-pseudoprime with respect to a and b (and the same in the case n = 0,
pirovided m is composite).

From this theorem follows that the numbers (22p— 1)/3, p> 3, and
(22p + 1)/5, p> 5, which were found to be pseudoprimes respect;ively by
Cipolla [1] (and Erdos [4]) and Rotkiewicz [6], are also super-pseudoprimes.

We also generalized Cipolla’s Theorem about pseudoprimes of the form
FnFm.. ,FS where Fnis the n-th Fermat number 22'+ 1. We obtain the
following theorem.

Theorem 5. Let 2¢
The number

ia, a> 0, 2" |b2—1,nx> ...> ns, h+ ns® a2V

P= (a3'l+ b2")... (a2's -f b2')
is pseudoprime with respect to a and b if and only if
ni < min (A+ n,, a2s).
If b= 1, we have A= oo and the condition is

nx< az2"s.

Oddano do Redakcji 3. IV. 1965



BRONISLAW KRZYSZTOFEK

O ROWNANIU In+ 2"+ ...+ mn= (m+ 1)” «k

Leo Moser [4] zajmowat sie rGwnaniem postaci
1"+ 2n+ ...+ mn= (m+ I)n (1)
i wykazat, ze ré6wnanie (1) nie ma rozwigzan naturalnych dlan>1 im +

+ K 10le P. Erdés [5] przypuszcza, iz rGwnanie (1) nie ma rozwigzan
naturalnych m, n> 1

W pracy tej udowodnie dwa twierdzenia dotyczace rdwnania postaci
Sn(m)=In+ 2"+ ...+ mn= (m+ 1)” +k @)

Twierdzenie 1 Jesli (m, k) = 1irdéwnanie (2) posiada rozwigzania
naturalne T m, n> 1, to

1° m jest liczbg bezkwadratowsg,
2° dla kazdego pierwszego p |m jest p— 11m,

4° k(n+ )+ 1<m+1 (+ 1(k+ Y2
Twierdzenie 2. JeSli n jest liczbg nieparzystag lub m jest liczbg
pierwszg to rdwnanie (2) nie ma rozwigzan naturalnych m, k, n>1.

Udowodnie najpierw kilka lematéw.

Lemat 1. Jesli p jest liczbg pierwszg im=!-p4r, o~ r<p to praw-
dziwe sg nastepujgce kongrueneje wzgledem modutu p:

Sn(m) = — Z+ r, w przypadku gdy p— 11, (3)

, W przypadku gdy p — lin. (4)



Dowdd. Wiadomo [3], ze jeSli p jest liczbg pierwszg i p—1lin to

Sn(p 1) — 1 (modp). (5)
Niech
m—Ilp+r, O=%r<op (6)
wowczas
Ip+r
S,(m) = S, (Ip)+ XI in' w
i=Ip+1
tatwo sprawdzié, ze
(sp + i)n=in (mod p) (8)

dla dowolnego s catkowitego.
Rownos¢ (7) i kongruencja (8) dajg

Sn(m) = I S>>+ S,,() (mod p). 9)

Z kongruencji (5) i (9) wynika kongruencja (3).
Wiadomo réwniez [3], ze jesli p jest liczbg pierwsza i p— Iljn to

Sn(p— 1) = 0 (mod p). (10)
Niech zachodzi (6),wéwczas postepujac jak wyzej otrzymamy kon-

gruencje (9).
Skad wobec (10) wynika (4) c. b. d. o.

Lemat 2. Liczby Sn(m), m sg wzgledem siebie pierwsze wtedy i tylko
wtedy, gdy
1° m jest liczbg bezkwadratowa,

2° dla kazdego pierwszego p Im jest p—lin.
Dowdd 1. Niech
(S,,(m), m) =1 (11)
i
nr = -”1 Pili (12)
niech bedziepostaciag  kanoniczng liczby m. Gdyby dla pewnego i= k
pu— l+n to napodstawie lematu 1 (dla r = 0), toznaczy z (4),0trzymamy
Sn(m) = 0 (mod pk). (13)

Wzory (12) i (13) daja
pk 1(Sn(m), m)

co wobec zatozenia (11) jest niemozliwe. Jest wiec dla kazdego i= 1,2,... v

pi — 1ln. (14)



Z (12) i lematu 1, to znaczy z (3) (dla r = 0) otrzymamy

n p?
Sn(m) = ---—-—-~ — (mod pk) (15)
dla k = 1,2,.. .
Gdyby dla pewnego i = h lh> 1 to wobec (15)

Pui{Sn(m), m)
co jest sprzeczne z (11). Mamy wiec dla kazdego i= 1, 2, .. v =1
Dowod Il. Zatézmy teraz, ze
m=n p; (16)
jest liczbg bezkwadratowg idla kazdego i=12, .. v jest
Pi— 11n. (17)
Relacje (16), (17) i lemat 1 daja
%
n Pi
Sn(m) :——k— (modpKk) (18)
P
dla k =1, 2, .. ., V.
Zauwazmy, iz wobec (16)
Tl Pi
41 gPj=1 (19)
Pu

dla kazdego k = 1, 2, ..., v. Wzory (19) i (18) dajg (11) c, b. d. o.
Lemat 3. S, (m) = a (modm) i (& m) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
\Y

1°m = i jest liczba bezkwadratowa,
p_lP' J 3 !

2° dla kazdego i = 1, 2, ..., v jest p; — lin,
\Y

. \' ' *m

3 %_—ﬁ ——a (mod m).

Lemat 3 jest uogdblnieniem twierdzenia A. Czarnoty [2L

Dowod I. Niech zachodzg 1°, 2°, 3°, wéwczas z 1° i 2° oraz lematu 1
wynika

B m
Snim) - - — (modP;) (20)
dla i=12 ...,V



Postepujgc dalej w taki sposéb jak A. Czarnota w [2], mamy
El_ Sn(m) - \P- (mod m) (21)

dla i=1, 2, 3, .. u. Dodajagc stronami kongruencje (21) otrzymamy

V(>N »)
i=1 i=I
skad
(22)
Poniewaz

8(f)-(p)!~

przeto kongruencje (22) i (23) daja

[z%Na@~ ) ol @

tatwo sprawdzié¢, ze 1 l i E

Z kongruencji (24) i wzoru (25) wynika kongruencja

S,(m) = — A— (mod m). (26)
Wzory (26), (25) i 3° daja
S,(m) = a(modm) i (aam) =1 (27)

Dowdd Il. Niech zachodzg wzory (27), wéwczas jak tatwo zauwazy¢

(S,,(m)m) = I (28)



(28) i lemat 2 dajg 1°i 2° lematu 3. Stad zas i z lematu 1 (dla r = 0) oraz
z (27) otrzymamy
m
~ = a(mod pi) (29)
dlai=1, 2,.. w
Skad mamy:

- —a (modP;) (30)
t=i
dlai= 1,2 .. v

Kongruencja (30) daje 3° lematu 3 cbdo.

Lemat 4. Jesli rownanie (2) ma rozwigzania naturalne m, k, n > 1 to
k(in + 1) + 1 + 1< (n+ 1) (4

Dowo6d: Wezmy pod uwage tozsamos$¢

r+l
@+ Dr+l= (+) lrel~\ (31)

Podstawiajagc za | w tej tozsamos$ci po kolei 1,2,....m otrzymamy m
réwnosci postaci (31), ktore po dodaniu stronami daja

r+1

(m+ irtl =1+ (r+ )Sr(m)+ £ (+) Sr+<% (32)

Niech r —n, woweczas z (32) i (2) przenoszac na lewg strone wyrazenie
(n+ 1)(m+ D"/c i wylgczajac poza nawias wspdlny czynnik, otrzymamy
m+ DAAm+ 1—(n+ Kkl =1+ 2" (£D>++1". (33)

1=2

Skad wynika, ze
m+1> (n+1) k. (34)

Niech w (32) r —n — 1, stad i, wobec (33) mamy
m+ 1)"[m+ 1—(n+ DKkl =[m+ 1—(n+ 1)Kk] s )
=1-Vir+)+ +>
i=2

Przyjmujgc w (35) i = s + 1 otrzymamy

[mMm+ 1—(n+ 1)K] AL



Stad po wymnozeniu i przeniesieniu wszystkich wyrazéw na jedng
strone réwnosci oraz po wylaczeniu wspdlnych czynnikéw poza nawias
mamy:

n--1

m+ 11—+ 1)Tc—1+ MIm+ 1—k{n+ I)m gy 1 Sn-i= °- (36)
s-1
Gdyhy m = (n + 1)k to rédwnos¢ (36) daje
s
co dla n > 1 jest niemozliwe. Stad i (34) wynika
m+1 (n+ D)k+ 1 (37)

Poniewaz n> 1 i ciag jlm +1—kn+ 1)— vlv! jest rosngcy dla

|
s=1,2 .. przeto z (36) wynika, Ze jego najmniejszy wyraz jest ujem-
ny, tzn.

m+l —k(n+ 1)——2 "

Stad i (37) wynika teza lematu 4. Latwo zauwazy¢, ze dowdd twier-
dzenia 1 wynika natychmiast z lematéw 3 i 4.

Lemat 5. Jezeli n jest liczbg naturalng nieparzystg to
2Sn(m) = 0 (modm (m +1).
Dowd6d lematu 5 wynika natychmiast z nastepujacych oczywistych
kongruencji:

m
25Sn(m) = [(m—i)n+ i7]

0 (mod m)

2Sn(m) = _" [M+1 —)"+ in]=0 (modm + 1).

i=1

Dowod twierdzenia 2. Niech liczby naturalne m,k,n*> 1 spetniajg row-
nanie (2) i niech n bedzie liczbg nieparzysta, woéwczas z (2) i lematu 5
wynika kongruencja

2k = 0 (mod m),

co wobec lematu 4 dla n> 1 jest niemozliwe.



Niech m bedzie liczbg pierwszg. Wiadomo [1], ze

n
(n+ DSn(m— 1=V ("+)Bjmnits (38)

i 0

gdzie Bj sa liczbami Bernoulliego. Dodajagc do obu stron tozsamosci (38)
liczbe (n + 1) emn otrzymamy

(n+ 1) Sn(m) =V ("+i)B'j mn+l-3 (39)
3=0
gdzie B\ = i B'j —Bj dla j~ 1 Poniewaz liczby Bernoulliego [1] moz-

na znalez¢ rozwigzujgc tréjkatny ukiad réwinan

n
(W)Bj=0Odlau=12..,niBv=1

t=o0
wiec liczby B’ znajdujemy rozwigzujac uktad rownan

y (4 Bj=u+ 1dlau=012 ...n.

3=0

tatwo réwniez zauwazyé, ze wspolnym mianownikiem liczb B'j dla
j=0,12, ..., n jest wyznacznik

(%) CID---(%) (%)

co (?7) e (n -1) o

(J) (0] [I11] 0 0
gdzie h jest liczbg naturalng. Stad (39) i (2) wynika
n

(n+ DH2n!P (m+ )"k =~ ("+DB’, (n + 1)! mn+l-}.

3=0

Réwnos¢ (40) daje
(n+ D2n! (m+ 1)"k —0 (mod m),

co wobec lematu 4 jest niemozliwe dla m pierwszego i n > | chdo.
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ON THE EOUATION 17+ 2" + ... + mn=(m+ 1)"k
By B. KRZYSZTOFEK

SUMMARY

The paper contains proofs of two theorems about the eguation in the
title.

Theorem 1. If this eguation possesses a solution in natural numbers
T m, n> 1and (m, k) = 1, then

1° m is guadratfree,

2° eve*ry prime p dividing m fulfils the condition p — lin,

SE = ~ k (mod m),

2 fc(n+ 1)+ 1< m+ 1< (n+ 1) ik-f

Theorem 2. The eguation in the title has no solution if n is odd> 1,
or if m is a prime number.

Oddano do Redakcji 28. VII. 1965



KAZIMIERZ ZIMA

O PEWNYM UKELADZIE ROWNAN ROZNICZKOWO-FUNKCYJNYCH

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy jest pewien uktad rownan roz-
niczkowych, obejmujagcy — jako przypadki szczeg6lne — szereg typow
rownan rézniczkowych z opdznionym argumentem, pewne réwnania roz-
niczkowo-catkowe, tzw. rébwnania z wyrazeniami ekstremalnymi [3] i tym
podobne.

Przy zatozeniach odpowiadajgcych znanym warunkom Caratheodo-
ry’ego, dowodzimy w stosunku do rozwazanego ukiadu twierdzenie o ist-
nieniu rozwigzania problemu Cauchy’ego, twierdzenie o istnieniu catki
gornej i dolnej oraz pewnych twierdzen o nieréwnosciach rézniczkowych.

Zawarte w niniejszej pracy wyniki uogdlniajg m. in. rezultaty prac:
[1, 2 3 4,5, 6,7, 8],

1. Pojecia wstepne i oznaczenia

Niech X oznacza zbiér funkcji wektorowych x (t) = {xj (t), x2(t), ..
okreslonych i ciagtych w przedziale (—?°, T), 0<T~+SS.

Oznaczmy dalej przez Ali, i, j = 1,2, ... n, n2— funkcjonatéw rzeczywi-
stych, okresSlonych na iloczynie <0, T) X X. Symbol Ali (t, x) oznacza¢
bedzie wartos¢ funkcjonatu Aij w punkcie (t,x) zbioru < 0, T) XX. Jesli
ustalimy druga wspdtrzedng punktu (t, x) nalezagcego do zbioru < 0, T) X
X X, wowczas wyrazenie Ai}(t,x) jest funkcjg zmiennej t, okreslong
w przedziale < 0, T). Mozemy wiec powiedzie¢, ze funkcjonaly Ay prze-
ksztatcajg funkcje wektorowe x (t) zbioru X w funkcje rzeczywiste Aij
(t, x), okreslone w przedziale < 0, T). Dlatego zamiast mowié¢ ,,funkcjo-
nat Aij’\ bedziemy mowili rdwniez ,transformacja Ali”.

W pracy tej zajmiemy sie nastepujgcym ukladem rdwnan rézniczko-
wych

% (t) = Vi (t), dla te(— o0, 0>
xi(t)= f:(t,An(t,x), AR(t,x), ... Ain(t,x)), te< 0, T),i=1,2,...n



W odniesieniu do uktadu (1) przyjmujemy nastepujace zatozenia:

1° Funkcja wektorowa @(t) = {epj (1), o2(t), ... n(t)}, zwana funkcja
poczatkows, jest ciaggta w przedziale (— oo, 0>.
2° Funkcje fj(t, ult u2...un), 1= 12 ...n, okreslone w zbiorze

D {te <CO0, T), u, dowolne), sg ciagte ze wzgledu na zmienng prze-
strzenng u = (uj, u2, ... u,) przy kazdym ustalonym t z przedziatu
< 0, T) oraz mierzalne ze wzgledu na zmienng t w kazdym domknie-
tym podprzedziale przedziatu < 0, T), przy dowolnie ustalonej zmien-
nej przestrzennej u = (uuu2 ...un).

3° Istniejg nieujemne i sumowalne w kazdym podprzedziale domknie-
tym przedziatu < 0, T) funkcje m;(t), i = 1, 2, ... n, takie, ze dla
te<10, T) zachodzag nieréwnosci

/i (t, uu u2 ... un)l< m;@®), i=1,2 n

Odnosnie regularnosci funkcjonatéw Ay zaktadamy:

4° Dla kazdego punktu (t, x) zbioru < 0, T) X X, liczby Aij (t,x), i, j =
=1, 2, ... n, nie zalezg od wartosci funkcji x (t) na przedziale (t, T).

5° Jesli funkcja x (t) nalezy do zbioru X, to jej obraz Ai] (t, x) poprzez
transformacje Ay jest funkcjg mierzalng i prawie wszedzie skon-
czong w kazdym domknietym podprzedziale przedziatu < 0, T).

6° Jesli ciag {xn(t)} funkcji wektorowych, nalezacych do zbioru X,
jest zbiezny jednostajnie do funkcji x° (t) w przedziale (—oo, T° >,
0< T°< T, to prawie wszedzie w tym przedziale zachodzi réwnos¢

lim Ali(t, xn)= Ali(t,x°), i,j=12,...n
lim, Al (t xn) = Al (), ]

Definicja. Rozwiagzaniem réwnania (1) w przedziale < 0, T° >,
T°< T, bedziemy nazywali kazdg funkcje wektorowg x (t), okre$long
w przedziale (— oo, T° >, ktora dla te(—o0, 0> jest identyczna z funk-
Cja poczatkowa @(t), a w przedziale < 0, T°i> jest absolutnie ciagta i pra-
wie wszedzie w tym przedziale czyni zado$¢ réwnaniu (1).

2. Twierdzenie o istnieniu rozwigzania ukfadu (1)

W oparciu o wyzej przyjete zatozenia udowodnimy obecnie nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1. Niech liczba T° bedzie dowolng liczbg z przedziatu
(0, T), za$ @(t) nich bedzie zadang w przedziale (— 0> funkcjg po-
czatkowa.

Jesli dla uktadu (1) zachodzg warunki 1°—6°, to istnieje przynajmniej
jedno rozwigzanie tego ukfadu w przedziale < 0, T° >,



Dowdd. Niech t,= T°/v, v=1,2,... Wezmy pod uwage nieskofAczony
cigg uktadéw réwnan catkowych postaci

Xi(*)= (> dla tE 0>

t-Tv

(2) ®O=yi@O+ j fi(s,An(s,x), Ai2(s,xV), ... Ain(s,xVY)ds, te< xv, T° >
@]
x[®)= @ (), dlate< 0,t,>, i, j=1,2,...n,v=12 ...

Wystepujacy w uktadzie (2) symbol catki oznacza catke w sensie Le-
besgue’a.

Jest widoczne, ze dla kazdego ustalonego wskaznika v, funkcja wekto-
rowa x' (1) 0znaczajgca rozwigzanie v-tego uktadu rownan catkowych (2),
jest okreslona bezposrednio dla te(— odtv>. Jesdli natomiast t nalezy
do przedziatu < tv,2tv>, to zmienna catkowania s przebiega przedziat
< 0,tv> i — zgodnie z zatlozeniem 4° — dla takich s funkcje Aij (s, x ),
i,j=1,2,...n, mozna traktowa¢ jako funkcje znane. Tym samym jako
znane mozna traktowac¢ funkcje ztozone Ft (t)=/j (t, Ail (t,x ),... Aln(t, x)),
gdy t nalezy do przedziatu < 0,t,>. Na mocy przyjetych zatozen oraz
znanych faktéw z zakresu teorii funkcji rzeczywistych, funkcje Fj(t) sa
sumowalne w przedziale < 0,t,.>. Tak wiec catka wystepujaca w ukia-
dzie (2) ma sens dla te< xv,2x,.>, co pozwala okresli¢ rozwigzanie x'(t)
tego uktadu w sasiednim przedziale <t,,, 2x,,>. Postepujgc analogicznie
mozna to rozwigzanie wyznaczy¢ w dalszych przedziatach: < 2t,, 3tv>,
< 3tv,4xv>, ..., a po v— 1 krokach, w catym przedziale < 0, T° >.

Mamy wiec wniosek nastepujacy:

Dla kadzego wskaznikka v uktad (2) posiada rozwigzanie, okre$lone w prze-
dziale (—o0 T°>.

Wezmy pod uwage ciag (xv(t)}, w ktdrym v-ty wyraz jest wiasnie roz-
wigzaniem v-tego uktadu rownan catkowych (2). Latwo zauwazy¢, ze funk-
cje wektorowe .xv(t) sg wspodlnie ograniczone w przedziale < 0, T°>.
Wynika to stad, ze x'|(t) = g5 (0) dla te< O,tv> oraz z nieréwnosci:

To

Ixg(t)Klep,-(0)1+ f m,(s)ds dla ts< tv, T°>.
0]

Jednoczes$nie sg to funkcje jednakowo ciagte w przedziale < 0, T°> f
co wynika natychmiast z oszacowania.

t
1a5j(t) — xw(f)K I/m i(s)ds|, gdy t,is<xv,T°>,

oraz
|xv(i) —x\ ()l = 0 gdy t,18< 0O, xv>.



Zgodnie z twierdzeniem Arzeli, z ciggu (xv(t)} mozna wybraé¢ podciag
zbiezny jednostajnie w przedziale 0, T°>. Aby nie komplikowa¢ ozna-
czen zatozymy, ze juz sam ciag {xv(t)} jest zbiezny jednostajnie w prze-
dziale < 0, T°> do funkcji x° (t). Z uwagi na rownos$¢ x" (t) = () dla
t (— oo, ()> ,ciag {xv(t)} jest zbiezny jednostajnie w przedziale (— oo, T° >
do funkcji x(t) rownej x° (t) dla ts<CO, T°> i réwnej (t) dla ts(— oo,
0>. Wykazemy, ze funkcja x(t) jest rozwigzaniem nastepujacego ukiadu
rownan catkowych

kr/(t) = (t) dla tte (—o00,0>

B X @) =@ @+ Ifi (s, An (5, X), Ai2(5,X), ... Ain(s,x))ds, te< 0, T°>.
0]
i—1,2 ..n
W tym celu wystarczy sprawdzié, ze dla tE< 0T°> zachodzi réwnosc
t-rv
@) dim | fi(s, Ail(s,x), ... A>(s,x)) c5= | H(s, A'L(s, X), ... Ain(s, X)) ds
0

lub, co na jedno wychodzi, ze
t t
lim [(fi(s, ... Ali(s,xy,..99ds— Jfi(s,...AKk(,xV), ... )ds]—

t-TV
t

= jfi(s...A«(5%),...)ds
(0}

Z uwagi na zatozenie 3° oraz jednostajng ciggto$¢ catki, mamy
t <
(i) I Yfi(s, ... A" (5,x),...)ds " jm;(s)ds—0.

t-1v.

Z drugiej strony, wobec zatozenia 6°, prawie wszedzie w przedziale
<10, T°> zachodzi réwnosé

(iii) lim Aid(t,x )= Aijjt,x), ,j =212 ...n
Z rownosci (iii) oraz zatlozenia 2° wynika, ze cigg funkcji ztozonych
F(t) = fi(t, Ail (t, x\), ... Ain(t, xV) zmierza prawie wszedzie w przedziale
*< 0, T°> do funkcji F;(t) =f, (t, An(t,x), .. Ain(t,x)), i= 1,2, ... n.
Na podstawie twierdzenia Lebesgue’a o catkowaniu ciggéw posiadaja-
cych sumowalng majorante wnosimy, ze dla te<CO0, T° > zachodzi rownos$¢
i t

) Ilim )i (s, Al s, X)), ... Ain(, x ))ds = jf; (s,ALL(s, X), ... Ain(s, X)) ds.
0 0

Z réwnosci (j) oraz (ii) wynika rownos$¢ (i), co dowodzi jednoczes$nie, ze
funkcja x (t) spetnia uktad catkowy (3). Poniewaz w przedziale < 0, T °>
jest — z doktadnos$cig do statej addytywnej @(0) — réwna pewnej catce



ze zmienng granicg catkowania, przeto jest w tym przedziale funkcjg abso-
lutnie ciggta. Poniewaz w klasie funkcji absolutnie ciggtych uktad catko-
wy (3) jest réwnowazny réwnaniu rézniczkowemu (1), wiec funkcja we-
ktorowa x (t) jest rozwigzaniem réwnania (1) w przedziale < 0, T° >
w sensie przyjetej definicji. Twierdzenie 1 zostalo w ten sposob wykazane.

3. Nieréwnosci rézniczkowe z mocnymi nieréwnosciami w warunku
poczatkowym

W dalszym ciggu zajmujemy sie uktadem réwnan rézniczkowych (1).
Bedziemy obecnie zaktadaé, ze procz przyjetych juz warunkéw 1°—6°,
uktad ten spetnia dwa nastepujgce warunki monotonicznosci

7° Jesli U uuu2®u 2 ... to fi (t,ulr...un)-5; fi (t, uu ... un)
i=12 ...n

8° Jedli funkcje wektorowe x (t) i x (t) nalezg do zbioru X idlate< 0,T)
zachodzi nieréwno$¢ x (t) =%x (t) w przedziale (— °o, t>, to
Aljt, 0~ Ali(t,x) dla i,j = 12,...n.

W oparciu o zatozenia 1°—8° udowodnimy nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech funkcja wektorowa x (t) bedzie catkg rowna-
nia (1) w przedziale < 0, T° >, odpowiadajaca poczatkowej funkcji (t).
Niech ponadto w przedziale (— T° > dana bedzie funkcja wektorowa
z (@), z@®)={z (t),...zn(t)}, ciagta w przedziale (— oo, 0>, absolutnie
ciggta w przedziale < 0, T°> i spetniajgca nastepujace warunki:

a) z, ()< @i (t) dla te(—o0;0>, i=1,2,...n,
P) Prawie wszedzie w przedziale < 0, T°i> speinione sg nieréwnosci
Z'i(t)< fi@t, Ail(t, 2), Ai?@t, z), ... Ain{t, 2)), i—1 2, ... n.

Jesli spetnione sg powyzsze warunki, wtedy w przedziale < 0, T°> za-
chodzg nieréwnosci

zZ{M)< x;(), i= 1,2 ...n.

Dowdd. Z zatozenia a) wynika, ze dla kazdego wskaznika i, z (0) <
< xi (0) = @ (0). Z uwagi na ciggosc¢, te nierobwnosci zachowujg sie w pew-
nym. prawostronnym otoczeniu < 0, h) liczby 0. Niech r) bedzie kresem
gornym tych wartosci h*, dla ktérych sg spetnione nieréwnosci % (t) <C
<ix-,(t), i=1,2,...n, dla wszystkich t z przedzialu <0 ,h*>. Mamy
wykazac, ze g =T°. Przyjmijmy, dla dowodu niewprost, ze g < T°. Z przy-
puszczenia tego i okreSlenia liczby i] wynika, ze istnieje taki wskaznik i0,



ze zio(r) = xjo(rj). Korzystajgc z tego, ze funkcja absolutnie ciggta jest
catkg Lebesgue’a swojej pochodnej, otrzymujemy tozsamos$é

t
(i) X O—2, 0=a¢ 0 z (0)+ j[xi(s)—2" (5)]ds

prawdziwag w przedziale < 0, T°>. W oparciu o zatozenia () i okresSlenie
funkcji x (t) jako catki réwnania (1), z rownosci (jj) wynika nierownos¢

Gii) Xq0—24D" @ ©—7,0 +

t
-f l) [fio(s, e mMAiO} (s, X),...) —fiJs, ... AIU(s, 2) )] ds

prawdziwa w przedziale < 0, T°>. Natomiast w podprzedziale 0,13
zachodzg nieréwnosci z, (t) (t). Z nieréwnos$ci tych i nieréwnosci a)
oraz z monotonicznos$ci funkcji f; (zalozenie 7°) i monotonicznos$ci trans-
formacji Ai} (zatozenie 8°) wynika, ze dla t z przedziatu <0,ri> catka
wystepujgca w nierdwnosci (jjj) jest nieujemna. Bezposredni wniosek
z tego stwierdzenia jest nastepujacy:

Dla t = n zachodzi nieréwnos$¢
xi, O) — 7 (n)*fpi, (0) —Z(0)> 0

Jest to jednak sprzeczne z okre$leniem liczby u i i0. Dowod twierdzenia 2
jesit wiec zakonczony.

Zachowujac zatozenia 1°—8°, poczynione odno$nie uktadu (1), a zmie-
niajac jedynie kierunki nieréwnosci w warunkach a) i 9 twierdzenia 2 na

przeciwne, mozna (analogicznie do dowodu twierdzenia 2) dowie$¢ naste-
pujgcego twierdzenia:

Twierdzenie 3. Jesli funkcja z (i) = {zi (t), ... zn(t)} spetnia, pomi-
nagwszy warunki a) i (3 wszystkie zatozenia twierdzenia 2, a ponadto

a') z; (t)><Pi(t) dla te(—o00,0>
PY  z'j (t) ¢35fi (t,An (t,z), ... Ain(t, z)) prawie wszedzie w <CO0, T° >
i= 12 ...n,
to w przedziale < 0, T° 3> zachodzg nieréwnosci
A (t)>x;(@), i=12 ...n,

gdzie x (t) jest rozwigzaniem uktadu (1) z funkcjg poczatkowg <(t).



4. Catka gorna i catka dotna ukiadu (1)

Udowodnimy obecnie, ze kazdej ciagtej funkcji poczatkowej @ (t) =
= {cpi (t),... @, (1)}, okreslonej w przedziale (— 00,0>, przy zatozeniach
1°—8° odpowiada catka gdrna i catka dolna uktadu (1) i obie te catki sg
okreslone w przedziale < 0, T).

Dowdd. Wezmy pod uwage dowolny przedziat domkniety <0, T°> za-
warty w przedziale < 0, T). W mysl twierdzenia 1 istnieje w przedziale
< 0, T°> rozwigzanie x (t) = (Xi(t), ...xn ()} uktadu (1), odpowiadajgce
poczatkowej funkcji @(t). Rozwazmy ciag funkcji poczatkowych qw(t), v =
=1,2,.., zwigzanych z funkcjg @(t) rownosciami q (t) = oo (t) + /v,
v= 1,2,.. Na podstawie twierdzenia 1 kazdej funkcji poczatkowej qw(t)
odpowiada catka uktadu (1), istniejagca w przedziale ~ 0,7 0~. Oznaczmy
ja przez xv(t). Poniewaz dla kazdego v zachodzi nierowno$¢ qi’(t)>cpj (t),
dla te(—o00,0>, i=1,2,...n, przeto — na mocy twierdzenia 2 —
w przedziale < 0, T°> zachodzg nieréwnosci

X\ () > xx(t), i=21,2 ...n, v=12 ...

Ponadto, z uwagi na oczywistg nieréwnos$¢ ¢+l (t) <C q* (t), uzyskujemy
w oparciu o twierdzenie 2 drugi cigg nieréwnos$ci, a mianowicie

X;+i(t)<x; (1), te<0,T°>, i= 1,2,...71, v= 1,2,...

Z powyzszych nieréwnosci wynika, ze funkcje x\ (t) i= 1,2,...n, v=
= 1,2,3,..., sg w przedziale < 0, T°> zawarte miedzy krzywymi X% (t)
ix;@®, 1= 12 ... Ti. Zatem wyrazy ciggu {xv(t)} sa wspdlnie ograniczone
w przedziale <C0, T°>. W oparciu o zatozenie 3° tatwo sprawdzi¢, ze cigg
(xv(t)} jest ciggiem funkcji jednakowo ciggtych w przedziale < 0, T°® > .
Z ciggu (x'(t)} da sie wiec wybrac¢ podciag (xn\) (t)} zbiezny jednostajnie
w przedziale < 0,T°> do ciagtej funkcji x (t). W sposéb dobrze znany
uzasadnia sie, ze funkcja graniczna x (t) jest rozwigzaniem uktadu (1), od-
powiadajgcym funkcji poczatkowej (t). Z uwagi na nierdwnos¢ x ;" ’(t) »
Ax ), v=1,2,..., Xi(t) X-(t), 1=1,2,...71. Poniewaz za$ x (t) ozna-
cza dowolne rozwigzanie uktadu (1) odpowiadajace poczatkowej funkcji
@), przeto funkcja x (t) jest -rozwigzaniem gdrnym tego uktadu, odpowia-
dajacym poczatkowej funkcji q(t).

Dowdd istnienia catki gornej uktadu réwnan (1) dla przedziatu < 0, T° >-
zostal wiec zakonczony. Zupeinie analogicznie mozna przeprowadzi¢ do-
wod istnienia catki dolnej rozwazanego uktadu réwnan rézniczkowych.
Poniewaz liczba T° byta dowalng liczbg z przedziatu 0, T), wiec obie te
catki ekstremalne sg okreslone (istniejg) w catym przedziale < 0, T).



5. Nieréwnos$ci rézniczkowe ze stabymi nieréwnosciami w warunku
poczatkowym

W punkcie 3 niniejszej pracy podaliSmy dwa twierdzenia dotyczace
nieréwnosci rézniczkowych, zaktadajgc ze porownawcza funkcja z (t) spet-
nia wobec funkcji poczatkowej @(t) mocng nieréwnos$é¢ w przedziale
(—°0,0>. Wtedy, na podstawie tych twierdzen, réwniez w przedziale
<0, T) zachodzg odpowiednie nieréwnosci pomiedzy funkcjg poroéwnaw-
czg, a dowolng catkg x (t) uktadu (1), odpowiadajgcg funkcji poczgtkowej
P O.

Twierdzenie 2 i 3 mozna wzmocnié, dopuszczajgc stabe nieréwnosci
w warunku poczgtkowym, natomiast zawartg w tezie dowolng catke ukta-
du (1), odpowiadajgca funkcji poczatkowej 9 (t), trzeba zastgpi¢ catkag gor-
ng = wzglednie dolng — rozwazanego uktadu. Podang tu informacje sfor-
mutujemy w postaci dwdch nastepujgcych twierdzen:

Twierdzenie 5 Niech x (t) = {xx(t), ... xn(t)} bedzie catkg gorna
uktadu (1) w przedziale <0, T°>, odpowiadajgcg poczatkowej funkcji
(P(t). Niech précz tego w przedziale (— o0, T° > bedzie okre$lona funkcja
wektorowa z (t) = (zx(t), ... zn(t)}, ciggta w catym tym przedziale i ciggta
absolutnie w podprzedziale <0, T°>. Jesli funkcja z(t) spetnia wobec
uktadu (1) ponizsze nieréwnosci

ax) z (t)eb @ () w przedziale (— oo, 0>,

P z'i(t) fi(t,-Au(t,z),... Ain(t, z)) prawie wszedzie w przedziale
<0,T°>, dla i= 1,2, ...n,

wowczas w przedziale "b 0, T° > prawdziwe sg nieréwnosci
Zi()-¥%X@), i 12 ...%

Dowd6d. Niech {xv(t)} bedzie ciggiem catek uktadu (1), odpowiadajacych
funkcjom poczatkowym @' (1 = o, (t) + l/v, v=1,2,...

Na mocy twierdzenia 2, dla kazdego v zachodzlw przedziale < 0, T°i>
nierownos¢ z (t) < x'(l), i— 1,2, ... n. Z dowodu twierdzenia o istnieniu
catki gornej (punkt 4) wynika, ze cigg {x' (t)} zmierza jednostajnie w prze-
dziale < 0, T°> do catki gdrnej x° (t), uktadu (2).

Wobec ciggu nierdwnosci z, (t)< x\ (t), i= 1,2,...n, spetnionych
w przedziale < 0, T°i> dla v=1,2,3,.. ., otrzymujemy w przypadku
granicznym nieréwnos$¢ z (t) x°(t),i=1,2,3,... n, co pokrywa sie z te-

za dowodzonego twierdzenia.
Na zakonczenie sformutujemy jeszcze twierdzenie analogiczne do twier-
dzenia 5, a mianowicie:



Twierdzenie 6. Niech x (t) = {ag (t), ...xn(t)} bedzie catkg dolng
uktadu (1), odpowiadajacg funkcji poczatkowej oq(t) i okreslong w prze-
dziale < 0, T°>. Niech ponadto w przedziale (— 00,T° > bedzie okreslo-
na ciggta funkcja wektrowa z(t) = {ag(t),.. .zn(t)}, w podprzedziale
< 0,T°> ciggta absolutnie. Je$li funkcja ta spetnia wobec uktadu (1)
nastepujace nieréwnosci

a**) ()™ o (t) w przedziale (—®o0,0>,

@ z wt) fi(t, Aij(t, z),... Ain(t, z2)) prawie wszedzie w przedziale
< 0,T°>, dlai= 12, ...n,

wowczas w przedziale < 0, T°> prawdziwe sg nierobwnosci
MO x;0), i=12,...n

Dowod twierdzenia 6 przebiega analogicznie jak dowdd twierdzenia 5.

6. Uwagi koncowe

Rozpatrywany w tej pracy uktad réwnan rézniczkowych (1) — z uwagi
na og6lnos$¢ funkcjonatdw A ij — zawiera w sobie szereg znanych juz ty-
poéw réwnan rézniczkowych. Wymienimy tu najwazniejsze.

a) Jesli AT (t, x) = xmt), to uktad (1) przedstawia uktad rownan réznicz-
kowych zwyczajnych, a zamieszczone w niniejszej pracy twierdzenia po-
krywaja sie badz z klasycznym twierdzeniem Tonelli’ego, badz (przynaj-
mniej czeSciowo) ze znanymi twierdzeniami T. Wazewskiego.

b) Uktadem réwnan postaci (1), gdy A i} (t,x) = x,(t —hij) lub a1 (t,x) =
= X%, (t—ao (t)) przy znacznie mocniejszych zatozeniach, zajmowali sie J.
Franklin [2], G. Sansone [5], A. D. Myszkis [3], K. Zima [7], a ostatnio
Driver Rodney D. [1],

c) Przypadek, gdy Aii(t,x)= j x,(t—s) dra(t, s) byt szczegétowo roz-
b

pracowany w pracy [8], Praca niniejsza jest jej bezposrednim uogdlnie-
niem.

d) Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznos$ci rozwigzania rownania réz-
niczkowego postaci

y () = f(t, Al(t y), A2(t,y))
gdzie AL(t,y) = max (y(s)}, A2(t y) = maxly (3),
<o,t> <o,t>

jest zamieszczone w pracy [4],
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SUR UN SYSTEME des £quations differentielles A L'argument
FONCTIONNEL
K. ZIMA

RESUME

Dans cette note nous considerons un systeme des $auations differen-
tielles de la forme

oi(t) = o (f), pour fe(—o00,0>, i=12 ... n,

D X =i Autx), An (6 %), ... Ain(tX), ti< 0,T), 0< T< + oo

een prennant les conditions suivantes:

1° Les fonctions g (t) sont cointinues dans l’intervalle (— o0, 0>.

2° Les fonctions f. (t,ux u2 ...un) satisfont a conditions bien connues
de Caratheodory dans lensemble D {te<f 0, T), u, — arbitraire}.

3° Arj designent fonctionalles reeles definies dans le produit < 0, T) X
X X, ou X est une familie des fonctions vectoriale,s — x (t) =
= {xi (1), ...xn()} — cointinues dans l’intervalle (—°°,T). Nous
supposons que les fonctionelles Aij ont les proprietes suivantes.

4° Si TE<CO,T) et x(t) = oc(t) pour te(—oo,t>, alors Alj(r,x) =
=Ali{x), i,j=1,2,...n

5° Six (t)eX, alors Aij (t,x) sont mesurables dans I'intervalle 0, T°>,
To<XT.



6° Si la suite {xv(t)} des fonctions xv(t) e X convergent uniformement
vers la fonction x (t) dans lintervalle (—°o,T°>, alors

lim Ali (t,x )= Aijtx), i,j=12 ...n

presgue partout dans l’intervalle <0, T°>.
La note ici presente contient les theoremes suivantes

Theoreme 1. Si les conditions 1°—6° sont verifiees, il existe alors au
moins une solution du probleme (1) dans chague intervalle <0, T°>,
T°< T.

Theoreme Il. Supposons que les conditions 1°—6° ont lieu, et en outre
7° Les fonctions /; satisfont a la condition de la monotonie c’est-a-dire

si Ui< fij,...un< u,, alors /; (t.ult... un)< f;(t,5,,... un)

8° Les fonctionelles Al (t,x) sont nond$croissantes par rapport a va-
riable x e X.

Si la fonction z(t) = (sg (t), ... zn(t)} est continue dans |I’intervalle
(—o00)0>, absolument continue dans rintervalle <0, T°> T°<T et de
plus

Z (t) < tp;(t) pour te(—o00,0>, i= 12 ...n,

;M) < fi(t, An(t, 2), .. .Ain(t, 2)), pour te< 0, T°>,
alors
- {)<7rx;(t),i=122,...n, te< 0, T°>,

ou x (t) est la quelconque solution du probleme (2).

Theoreme I1l. Si les suppositions 1°—8° sont verifiees, il existe alors
la solution superieure et la solution inferieure de I’equation (1).

Theoreme 1V. Si les conditions 1°—8° sont verifiees et la fonction z (t) =
= {zk(t),... z,, (1)} est continue pour te(—o0° 0>, absolument continue
pour t£< 0, T°> et satisfait les inegalitfe

z, ()~ (A(t) pour te(—o00,0>, i=1,2,...n,

zi()< fi(t, An(t,2), ...Ain(t, 2)), pour t€< O, T° >,
alors
Z ) X (), tE< 0, T°>, i=1,2,... 1,

ou x (t) est la solution supsrieure du probleme (2).

Oddano do Redakcji 14. IV. 1965 r.






JAN BLAZ

O PEWNYM ROWNANIU FUNKCYJNYM
TYPU PRZYSZLOSCIOWEGO

W pracy zajmuje sie istnieniem rozwigzania réwnania funkcyjnego
z wyprzedzajgcym argumentem, postaci

M P®> = F{cp} () te A=< 0,+ 00), h()> t %

w ktorym {h(t)j oznacza funkcje ciggta i niemalejagcq w przedziale A
0 warto$ciach rzeczywistych, niemniejszych od t, symbol {cp}, p) oznacza
funkcje {mp(s)} zlokalizowang do przedzialu <CO,h (t)> i przyjmujaca
wartosci z pewnej ustalonej przestrzeni Banacha B, za$ symbol F {cp}, ()
oznacza funkcjonat, ktory funkcjom {cp}, () przyporzadkowuje, jako war-
tosci, elementy przestrzeni B. W réwnaniu (1) dane sa: funkcja {h (1)}
oraz funkcjonat F; niewiadomga jest funkcja {op(t)}.

Réwnanie (1) przy zatozeniu, ze h(t)"t (typ przesztoSciowy) byto roz-
patrywane przez A. Bieleckiego [1], [2], ktérego idee wykorzystuje w ni-
niejszej pracy.

2.

Oznaczenia i twierdzenia pomocnicze. Niech U oznacza zbidr funkcji
{u (1)} ciggtych w przedziale A przyjmujacych warto$ci rzeczywiste, nie-
malejgcych w przedziale Ai niech T {u}, (f) oznacza przeksztatcenie zbio-
ru U w jego cze$¢. Oznaczmy {y (t)} = T{I}, {y[h ()1} = T{}t® i przyj-
mijmy nastepujace zatozenia:

Zatozenia Z.

1 Jezeli {u.i}el7, {uZ"U oraz W () = u2(s) dla 0~ s h(t), to
FW ., ()=r{uZ,©

*) Symbole {cp (t)j, {h ()}, {u (1)} oznaczajg tu funkcje, podczas gdy oznaczenia
ip (t), h(), 1(t) zarezerwowane s3 na oznaczenie wartoéci odpowiednich funkcji
w punkcie L



2. Jezeli 0O~ti~t2 i Ui(s)?u2(s) dla 0rs~h(t2, to 1I'{ujhfo)”
Far {0 i r UhL—r {Uith@) < r {U2h(2  r{u2}h((D).

3. Jezeli {uijeU, {uZ}eU, oraz ux(s) = ~u2(s) dla
<h(t2, 0< u= const, to r{ui}t(o)<nr{u2lMo oraz r{uith(,2—
— r {u\h (7)) [r {u2y, (9 —r {u2p (O]

4. lIstnieje liczba 2> 0 oraz funkcja {£()}eU, taka, ze ¢(0)>0 oraz
e(h ()™ ke(t) dla te A

5. lIstnieje liczba A >0 taka, ze Y(h (1)) —y () —A te A

Jezeli 0™ tx=£t2 to y(h(t2) Y(h(tX) vy (t2—y (tX.

7. lIstnieje liczba k> 0, spetniajgca nierownosci ki> 1+ k 7 AekA
i k> zekA

o

W dalszym ciagu bedziemy korzysta¢ z nastepujacych lematéw A. Bie-
leckiego ([1] str. 106), podanych dla funkcjonatu T typu przesztoSciowego,
ktdre przy zatozeniach 1, 2i 3 Z zachowujg swg moc dla funkcjonatu typu
przysztoSciowego:

Lemat 1. Jezeli speinione sg zatozenia 1, 2, 3 Z, te A {ui}e[7, {uZ}te[/
oraz Uj(s) ssu2(s)y dla 0™ s™ h(t), to T{uith@" T [uZth(f).

Lemat 2. Jezeli spetnione sg zatozenia 1, 2, 3 Z, 0~ m= const, {tt}sU,

to r {Muth@® —mr {u}, (0.

Lemat 3. Jezeli 0< B — A<C oraz k> [C— (B — A)]i,

to
CekA<[C-(B-J)] ekB

Wykazemy teraz pewng nieréwnos¢ funkcyjna, grajaca zasadniczg role
w dowodzie twierdzenia egzystencjalnego dla réwnania (1). Zbudujmy
w tym celu pomocniczg funkcje w (t), okreSlong zwigzkiem

@) w ) =e(kekl ,teA

tatwo wida¢, ze {w ()} eU. Wspomniang wyzej nieréwnos$¢ funkcyjng
sformutujemy w postaci nastepujgcego lematu:

Lemat 4. Jezeli sg spetnione zatozenia Z, to istnieje liczba qe (0,1), taka,
ze dla teA zachodzi nieréwnos¢

©) e® + T{w (9}, 0< qw (1.
Obierzemy dla dowodu liczbe ge (0,1) tak, aby zachodzity nieréwnosci
gk> 1+ kzAekAi gk > zekA

Jest to mozliwe wobec zatozenia 7 Z.



Na podstawie lematéw 1, 2 oraz zatozen 4 i 5, otrzymamy
e+ r {ta}j, @< go) + r {u;(h(0)} O< ¢(0)+ w (h (0) T{l},, O =
=e(@+ w(h(0)Y(h(0) = ¢+ ¢(h(0)k ekxh <> Y(h (0)) < ¢(0) +
+ Xe (0) ekAkekr@Q [y(©0) + Al=e(0) 1+ kXAekA< ge(0)k =
= qe (0 k ekTO= qw (0).
Oznacza to, ze nierdwnosc

(4) e®+ T{a}h(O< qw ()

zachodzi dla t = 0. Z ciggtosci wystepujacych w niej funkcji wynika, ze
nieré6wnos$¢ (4) jest prawdziwa w dostatecznie matym przedziale <0,5>,
5> 0.

Oznaczmy przez t kres dolny tych wartosci t £A dla ktorych nierow-
no$¢ (4) nie jest prawdziwa i obierzmy liczbe ? dostatecznie bliskg t,
? £(0, v) tak, aby byto

XekA
(5) g> XekA[y(t) —Y(?)] oraz k> ~_ xgkA" yjajj-

co jest mozliwe wobec ciggtosci funkcji y (t) w punkcie x. Skoro nierow-
nos¢ (4) jest spetniona dla t = ?, wiec na mocy tejze nieréwnosci, zatozen
2,3, 4,5i 6 Z bedzie
20) + T{W}Ih@ = 2 %) + r{u;}hE) + 2 (x) — 2 (i) + r{«>}hW — r{u>}M4)<
< qw (i) + ?2(x)- 5(5) + u>(h (X)) [F{1}Mt)- T{1}MS)] =
=qw )+ 2 22+ whoeyry (hey- v (he) <
~a?(?) kek) + 2()- ?() + ?(h (W>ke'M>» [yx) —Y(9)] <
q C(5) kek7(i) + ?2(x) —? (?) + X? (xX) ekAkeKT) [Y (X) — Y (8)]
Chcemy pokaza¢, ze nierownos$¢ (4) jest spetniona dla t = x; w tym celu
wystarczy wykazaé¢ prawdziwo$¢ nieréwnosci
g?(?) fcekTOo+ ?2(x) —? (?) + XekA? () keM>[y ) —y (D1 <q?(x) kek?w,
czyli nieréwnosci

? (X) {XekAkeKIT) [C— (y (0 —y (i))] — 1} >5(1) [XekA kCekA« — 1],

gdzie C = g/XekA

Ale z lematu 3 wynika, ze

efcTW [C_ (Y(T) _ Y(]))]1" CekT«)!

mczyli

5(X) {XekAkekAO [C— (y (x) — Y(i))] — 1} > ? (X) {XekA kCek‘>— 1} >

>?2(?){XekAkCekr(i>— 1),
gdyz
?(?)<?(x) oraz XekAkCeky*] — 1= gkeKI® — 1> 0.



Widzimy wiec, ze nierdwnos$¢ (4) jest prawdziwa dla t = t; wnioskuje-
my stad, iz zachodzi ona w przedziale < i, t + 5>, gdzie 8 jest dosta-
tecznie matg liczbg dodatnig. Przeczy to definicji liczby t.

3.

Twierdzenie o istnieniu rozwiazania rownania (1). Oznaczmy przez $
zbidr funkcji (<P(t)} ciaggtych dla ttA i przyjmujacych wartosci z prze-
strzeni Banacha B. Przez ||x|| oznacza¢ bedziemy norme elementu xeB,
za$ przez | @(t) [[* oznaczac bedziemy supt||q3(x) |, te A {cp(t)}e'l>. Przez

‘?0 rozumie¢ bedziemy podzbi6r zbioru ¢, okreSlony nierdwnoscia
(6) @) K w (1), {cpt)e<l> te A

przy czym funkcja w (t) dana jest okresleniem (2).
O funkcjonale F, wystepujacym w réwnaniu (1) przyjmijmy nastepu-
jace zatozenia:

Zatozenia F

1 JeSli {cp(t)}e$ i Cp M)} = F {cp}H)(0, to {e(t)}e<I>.

2. lIstnieje funkcjonal T typu przysztosciowego, podlegajacy okresle-
niom punktu 2 i speiniajgcy zatozenia Z i taki, ze jesli (qp(t)}e$
oraz {i[>()}e<l> to zachodzi nieréwnos$¢ |[[F{ep}h(f)—F {¢),,(,) | £
<r{llcp-"*}.() te A

3. Istnieje funkcja %(t), spetniajgca zatozenia 4 Z, taka, ze
te A

przy czym {0} oznacza element zerowy zbioru $o-

Twierdzenie. Jezeli spetnione sg zatozenia F, to rownanie (1) po-
siada w klasie funkcji 5'0 doktadnie jedno rozwigzanie.

Dowdd. Niech (cp(t)}e#o i niech
@) {¢f(t)) =F(cp}hm.
Wtedy, wobec zatozen F oraz lematéw 1 i 4, mamy

1T [ < [ H@Eh© ~ F{O}/,() i+ H{0}h() <'C(t) + F{llcP|*}h(0<
<'C(t) + r{m}h(,)<qu;(t).

Oznacza to, ze transformacja F, okreslona rownoscig (7) spetnia warunek
F (¢)) CI ¢o.



Niech teraz {op(t)} e<d0i (ty ()} e$0; wprowadzmy w zbiorze #0 metryke,
przyjmujac

8) v>t)=suipim =
(®) g(v>t) uip

m jli
W (t)

W ten sposo6b, jak tatwo sprawdzi¢, zbiér $0 staje sie przestrzenig me-
tryczng, zupetna.
Dla wykazania, ze transformacja (7) jest zblizajgca przyjmijmy, ze

{e(®} = F{cp}hm oraz {ty()} = F{ty}h(h).

Zgodnie z zatozeniem 2F, lematami 1 i 2 oraz nierownoscig (3) otrzy-
mujemy oszacowania

jy®—ty@® = UIF{cghm—F{y}h(n[|< r{]| @— ty[[*}h(f <
< r{p @ty)w}ih)< 9@ ty) F{w}h®)< Qmty) qw (1).

Stad i z okreSlenia (8) wynika, ze

Q(¢,ty)<QQ(¢,"W, ge(0,1).

Sformutowane wyzej twierdzenie wynika juz teraz wprost z twierdze-
nia Banacha o punkcie statym.

4.

Przyktad zastosowania twierdzenia egzystencjalnego. Rozpatrzmy dla
przyktadu réwnanie rézniczkowo-catkowe z wyprzedzajagcym argumentem

oft) m

(9) vty = Tty e+ s)ds(ts), tea,
0

w ktorym symbol catkowy oznacza catke Stieltjesa wzgledem zmiennej s,
funkcja f (t, x) jest ciggta w obszarze D {i® 0, —°o0<x<+00})a jadro
r(t,s) jest okreslone dla tsA, s+S0 i ma wariacje ograniczong

°(t>

[/ ris)< V, teA

Funkcja o (t) jest ciggta i nieujemna dla te Ai taka ze funkcja h (t) =
—1t + a(t) jest niemalejgca w przedziale A

Szuka¢ bedziemy rozwigzania ty (t) rownania (9) klasy Clw przedziale A
spetniajagcego dany punktowy warunek poczatkowy ty (0) = {



Potézmy (t), te A; otrzymamy stad

t t-f-s

A(t) = n o+ EV(*)dX, Ht+s) = n+ ] (p(T)dt.
0

Réwnanie (9) mozemy wiec zapisa¢ w postaci rGwnania funkcyjnego (1),
przyjmujac

°(t) f+ s

(10) H@W@:%NHH gmmduMy&$

Zatézmy, ze funkcja / (t, x) spetnia warunek Lipschitza wzgledem zmien-
nej x:
U, x)—/ (t,x)IM L (t)]x —x\

gdzie £ (t) jest funkcjg ciagtyg w przedziale A
Potézmy

hip)
(11) r{u}M( = FL(t) \TU(x)dx-
0

wtedy
YO =VvLOt y(*(®) = VL) h().

tatwo zauwazyé, ze funkcjonat T okreslony wzorem (11) spetnia zalo-
zenia 1, 2, 3 Z.

Warunek y (h (t)) — y ()~ A, wystepujgcy w zatozeniu 5Z przyjmie tu-
taj postaé V L(t) [h (t)—t]"™ A, czyli — wobec zwigzku h(t) =t + a(t) —
postac

(12) L(t)o(t)<A/V.

Zalozenie 6Z bedzie speinione, jesli przyjmiemy, iz funkcja v(t) =
= L(t)o(t) jest nierosngca dla te A Zaktadajac jeszcze, ze

(13) 11(t,ri)i<M, dla te A

i przyjmujac, ze funkcja B(t) jest stata C(t) = VM, stwierdzimy fatwo, ze
spetnione sg zatozenia 4Z i 3F. Wtedy funkcja w (t), wystepujaca w okres-
leniu (2) przyjmie postac

w () = KekM<t) 1
gdzie K = MVk.

Przyjmijmy, ze istniejg state A> 0 fc> 0(z = 1), spetniajgce nierow-
nosci, sformutowane w obrebie zalozen 51i 7Z i oznaczmy przez zbior



funkcji ciggtych w przedziale A i spetniajacych warunek (6), tzm
w naszym przypadku nier6wnosc

[tp (t)|< KekVL(t) *

Pokazemy, ze spetnione jest zatozenie 2F.
Istotnie, jesli {cp()}E<I>0 i {V to

e (1) tj-s s

I"Mmo ” = D+ <PAD) — /(tn+Z2WdT)] dr (ts)]<

Ir
<max I/(t,Tl + J V(r)dl)—f(t rj+ J ip (t) d x)| V)r (t, S) 5%
0<s<o(t) "o s=0

t -f-s t-j-S

max L(t)] j cp(x)dx—J VvV (r)dj|”
0

O"SSjo(t) 0
t+°P) Mt>
AVL(t) f \p@—ip(Mdx = VL(t)I | ) —>@)idt "
0 0
h(t)

<VL()J o) —t>MFdr=r{|cp-"[*W
b

Tym samym zakoriczyliSmy sprawdzanie zatozen twierdzenia egzysten-
cjalnego dla réwnania (1). Z twierdzenia tego wynika wiec, ze przy zalo-
zeniach przyjetych w obrebie punktu 4 pracy, rownanie rézniczkowo-cat-
kowe (9) posiada doktadnie jedno rozwigzanie w klasie funkcji ¢o.
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SUR UNE fiQUATION FONCTIONNELLE A L’ARGUMENT AVANCE

rFsumB

Dans ce travail j’étudie une eguation fonotionnelle a argument avanc$
de la forme

) (P@®>= F{p} () tEA = < 0, + 00), h{t)"t,

ou {h (t)} designe une fonction reelle, continue et non decroissante pour
t~0, la fonction {p(t)} appartient a Tensemble $ des fonctions definies



et continues dans l'intervalle <0,+ 00) a valuers dans un espace B de
Banach. Le symbole {tp}/i(n designe la fonction {p(s)} rstrécie pour
O~rs™h(t); F{cp},() est une transformation de $ dans ¢.

L’ensemble de toutes les fonctions reelles {u (t)), continues, non nega-
tives et non decroissantes dans I’intervalle <0,+ 00), sera designe par U
et une transformation de U dans U — parr { @®; de plus {y(h (t))} —
= F{I}h(®), (y (O} = r{1} (. J’admets pour I’squation (1) les hypotheses
1—7 p. 68 et 1—3 p. 70.

Moyennant le theoreme du point fixe de Banach je demontre, que
I’equation (1) admet exactement une solution dans la classe des fonctions
{cp(t)}e$, qui satisfont a la condition

llcp(t)IKUt)ker, 0,
ou {C(t)} designe une fonction de T'emsemble U (v. T’hypothese 4, p. 68 et

3, p. 70), ||x || — la norme de element x B et 0< k = const.

Oddano do Redakcji 20. 1V. 1965



K. ZIMA

0 JEDNOZNACZNOSCI ROZWIAZANIA PROBLEMU CAUCHY’EGO
DLA ROWNAN ROZNICZKOWYCH Z PRZESUNIETYM
ARGUMENTEM

Niniejsza praca zawiera uogdélnienie znanego z teorii réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych kryterium E. Kamkego o jednoznacznosci, na przy-
padek réwnan rézniczkowych z przesunietym argumentem. Oprocz twier-
dzenia o jednoznacznoS$ci praca zawiera pewne twierdzenia o charakterze
porownawczym. Podane tu wyniki sg uogdlnieniem m. in. rezultatéw prac

(11 f2]

1. Rownanie rézniczkowe z op6znieniem w przestrzeni Banacha

Niech E oznacza przestrzeri Banacha, za$ X niech bedzie zbiorem funk-
cji x (t), okreslonych w przedziale < p,T), p~0<T, przyjmujacych
wartosci z przestrzeni E.

Bedziemy stale zaktadaé, ze funkcje nalezgce do zbioru X sg ciggte,
a w podprzedziale < 0, T) — rozniczkowalne.

Niech R bedzie iloczynem kartezjanskim przedziatu < p, T) i zbioru X,
tj. R=<p,T)X X, Zalézmy, ze na zbiorze R jest okre$lona operacja A,
ktéra ma nastepujgce witasnosci

1* Jesli punkt (t,x) nalezy do zbioru R, to A(t, x)eE.

2* Jedli x (), x ))£X idlate< p,T)x () = x () w przedziale < p, x>,

to A (t/x) = A (t, x).

Operacje A posiadajgcg wiasnosci 1* i 2* bedziemy nazywali operacja
typu Volterry.

Niech P(t) bedzie funkcjg rzeczywista, okreslong w przedziale <CO, T)
1 niech inf{P (()} p.

Bedziemy rozwaza¢ nastepujacy problem Cauchy’ego

[x () = () dla t£< p,0>
[x'(t) = A (P (), x) dla tE£< 0, T).



Rozwigzaniem problemu (1) w przedziale < 0, T) nazywamy takg funk-
cje x (t) nalezacg do zbioru X, ktora dla te<p, 0> jest identyczna z za-
dang funkcja poczatkowa (t), zas w przedziale < 0, T) spetnia drugi wa-
runek problemu (1).

2. Funkcjonaty modularne

Celem sformutowania kryterium jednoznacznosci dla problemu (1)
wprowadzimy pewng klase funkcjonatdw rzeczywistych i nieujemnych,
okreslonych na zbiorze lit= <0, T)X X X <p,0>. Funkcjonaty te,
z uwagi na niektdre ich wiasnosci, bedziemy krotko nazywaé¢ funkcjona-
tami modularnymi, a dla ich oznaczenia bedziemy uzywali litery F.

Jesli punkt (t, x, t) nalezy do zbioru R*, to warto$¢ funkcjonatu T w tym
punkcie bedziemy oznacza¢ symbolem T (t, x, X).

Niech x(t) bedzie dowolnie ustalong funkcjg, nalezacag do zbioru X. Be-
dziemy zaktadaé, ze przy ustalonym argumencie i, funkcjonat T ma na-
stepujgce wiasnosci wzgledem zmiennej t i parametru x

1°. Przy ustalonej wartosci r, r(t,x, x) jest funkcjg ciggtag i niemale-

jaca zmiennej t.
2°. Dla kazdego te (0, T) i t*e< p,0) zachodzi nieréwnos¢

F(t, x, t*) < T(0, x, ¥ + F(t,x, 0)— || x (0) ||

3% Jeslix(t) = 0 wprzedziale < t,0>, to dla te<0, T) zachodzi
réwnos¢ r (t,x,x) = T(t,x,0), a w przypadku granicznym, gdy
X —o, r(o,x,0)= Ix (01L

4°,  JeSlit*> 01 F(t*,x,0) = 0, to x(t) = 0 w przedziale< 0

5°. Jeslite(0, T) i x’ oznacza pochodng funkcji x, to

D _T(tx,0)<r(t,f’0).
6°. JeSli x (0) = 0, to D+r(t, x, 0)t=8< |i "+(0) |
Podamy obecnie kilka przyktadéw funkcjonatow, speiniajgcych warunki
1°—6°.

Przyktad 1 JesSli funkcja x(t), przyjmujaca wartosci z pewnej prze-
strzeni rzeczywistej Hilberta, jest ciaggta w przedziale < p, T), a w pod-
przedziale < 0, T) posiada ciggtg pochodng i x (0) = 0, to funkcjonat T
okre$lony wzorem

(@) rotx, = J Ix(s)|2Ads
spetnia warunki 1°—6° ([4]). x



Przyktad 2. Jesli funkcja x(t), przyjmujaca wartosci z przestrzeni
Banacha, jest ciggta w przedziale < p,T), ma ciaggtag pochodng w pod-
przedziale < 0, T) oraz x (0) = 0, to funkcjonat T okre$lony wzorem

t
(] rotx t)y="~7|x(s)lds

jest funkcjonatem modularnym ([4]).

Przyktad 3. Jesli funkcja x (t), przyjmujgca wartoSci z przestrzeni
Banacha jest ciagta w przedziale < p, T) a w podprzedziale <C0,T) ma
ciagta pochodng, to funkcjonat T okreslony wzorem

) ro(tx 1) = supfx ()]

<* >

jest modularny.
Do$¢ proste dowody wiasnosci 1°—6° w odniesieniu do funkcjonatéw
podanych w przyktadach 1—3 pomijam.

3. Jednoznaczno$¢ rozwigzania problemu (1)

Przy dowodzie kryterium Kamkego o jednoznacznos$ci dla réwnania
rézniczkowego z op6znieniem, bedziemy powotywacé sie na pewne twier-
dzenie z zakresu nieréwnos$ci rézniczkowych, ktoére nizej przytoczymy,
a ktore dla wygody nazwiemy pierwszym twierdzeniem poréwnawczym

(3D

Pierwsze twierdzenie poréwnawcze. Niech o (t, u) bedzie funkcjg nie-
ujemng i ciagta w zbiorze D {0<t < T, u”~0Oj i majaca te whasnos¢, ze
gdy utworzymy rédwnanie rozniczkowe

2 u' = aft u

to jedyng catkag tego rownania speiniajgcg warunki 1) Ii>rB14u(t): 0,
t

2) u’+(0) = 0, jest funkcja tozsamosciowo réwna zeru w przedziale < 0, T).
Réwnanie (2) ma nastepujgcg, wazng witasnos¢, zawartg w tezie pierw-
szego twierdzenia poréwnawczego:
Jesli ciaggta i nieujemna w przedziale < 0, T) funkcja z (t) znika w punk-
cie 0 wraz ze swg prawostronng pochodng, a dla te(0, T) czyni zado$¢ nie-
réwnosci

?3) D.z(t)<a(t,z(t)),

to z(t) = 0 w przedziale <CO0,T).



Twierdzenie o jednoznacznosci. Niech x (t), x (t) bedg dwoma funkcja-
mi rodziny X. Niech nastepnie | (t) = A (p(t),x), f @) —A (B(t), x) oraz
niech P(0)=%0. Jesli operacja A ma te wiasnos¢, ze dla dowolnej pary
funkcji x (t) i x(t) eX iich obrazow 1 (t) i f (t) zachodzi nieréwnos¢

(4) — 1), 0)<a( r(t.{x—x}, p)),
to poczatkowej funkcji @(t) okreSlonej i ciagtej w przedziale <tp, 0>,.

odpowiada co najwyzej jedno rozwigzanie problemu (1).

Dowo6d. Niech x (t) i x () bedg dwoma rozwiazaniami problemu (2).
Utwdrzmy funkcje z(t) = T(t, {x— x},p). Poniewaz dla te<p, 0t>
x(t)—x(t) = ty(i)—ty(t) = 0, wiec z(0) = T(0,{x—x), p) = 0.

Pokazemy teraz, ze funkcja z(t) spetnia nieréwnos$¢ (3). Istotnie, jesli
funkcje x (t) i x (t) sg rozwigzaniami problemu (1), to f (t) = AP (), x) =
—x’(t), 1() = A0'(t),x) = x’(t) i nieréwnos$¢ (4) przyjmie postac

®) r(t,{x’—x"}y0)< a(t, r (t,{x— x},p)),

a stad, poprzez warunki 3° i 5° otrzymujemy

(6) D.r(t,{x —x3},'P)< o(t, r(t,{x — x},p)).

Jest to wiec nierdwnos¢ (3) dla funkcji z (t) = T (t,{x — x},p).

Pokazemy jeszcze, ze funkcja z (t) posiada w punkcie 0 prawostronng
pochodng réwng zeru. Istotnie, z zatozenia, ze P(0)=%0 oraz na mocy 2*
(str. 1) wynikajg réwnosci

(M AGO).x) = A0©O).ty), AP@O)x) = A (p(0).1ty),
z ktorych, wobec réwnania (1) wynika rownos$¢ x’+(0) = x’+(0).
Na mocy warunku 6° otrzymujemy
(8) D+z(t)t G ||x *+(0)-x +(0)|| = O.
Funkcja z (t) jest jednak, wobec zatozenia 1° niematejgca. Stagd D+z (t) 5? 0.

Uwzgledniajac jeszcze oczywistg nieré6wnosé D+z (t)* D +z (t), otrzymu-
jemy wniosek, ze z’+(0). Zatem funkcja z (t) spetnia wszystkie zatozenia
pierwszego twierdzenia porownawczego, a stagd wynika, ze z(t)= Ow prze-
dziale < 0, T).

Dowodzi to jednoznacznos$ci rozwigzania problemu (2).



Twierdzenie 0 oszacowaniu catki réwnania (1), ktore nizej sformutuje-
my, bedzie sie wigza¢ z pewnym twierdzeniem z zakresu nierownosci rdz-
niczkowych. Twierdzenie to krotko nazwiemy drugim twierdzeniem po-
rownawczym ([3]).

Drugie twierdzenie poréwnawcze. Niech dane bedzie rownanie roznicz-
kowe

9) u = a*(t,u), t~ 0.

0 funkcji o*(t,u) zaktadamy, ze jest ciggta ’ nieujemna dla t O u7+0
1 niemalejgca wzgledem zmiennej u.

Réwnanie (9) ma te wiasnos¢, ze jesli ciggta i nieujemna dla t~ 0 funk-
cja z (t) spetnia nieréwnosci

(10) D-z(t)"o*(t,z(t)) oraz z(0)"8,

za$ u(t,b) jest catka gorng w prawo rownania (9) z warunkiem poczatko-
wym u (0, 8) = 8 to dla t~ 0 zachodzi nieréwnos¢

(12) z(t)=£7n(t, 8).

Twierdzenie o oszacowaniu. Niech funkcja x (t) nalezy do zbioru X
(str. 1) i niech I (t) = A (@i (t), x). Jesli funkcjonat A spetnia nieréwnosé:

(12) r(t,i,0)<o* (t,F(t,x,p)),

to dla funkcji x(t), bedacej catkg réwnania (1), prawdziwe jest oszaco-
wanie

(13) F(t,x,p)<u(t),

gdzie v (t) jest catkag gorng w prawo rédwnania (9), spetniajacg warunek
poczatkowy v (0) = r(0, g p).

Dowod. Z nier6wnosci (12) oraz warunku 5° wynika nierownos¢
(14) D_r(t,x, 0Xa*(t,r(t,x,p)).

Nastepnie, wobec monotonicznosci funkcji o*(t,u) wzgledem zmiennej
u, oraz w oparciu o nierownos$¢ (14) i warunek 2°, otrzymujemy

(15) D- F(t, x, 0) < o*(t, {F(t,x, 0) + r(0, op.p) — | x (O) ||D.



Przyjmijmy oznaczenia
Y(t) = T(t,x,0) + r(0,pp)— | x (0)] oraz T(O,pp) = 8.
Z nieréwnosci (15) wynika dla funkcji Y(t) nierowno$é nastepujgca
<16) D_Y (t)< o*(t,Y(1)).

Zauwazmy jeszcze, ze Y(0) = T(0,x,0) + 8— || x (0) || = 8. Na mocy dru-
giego twierdzenia poréwnawczego, dla funkcji Y(t) otrzymujemy oszaco-
wanie

@17 Y(t)<v(t),

gdzie v (t) jest catkg gorng w prawo réwnania (9), z warunkiem poczat-
kowym v (0) = 8. Z drugiej strony, wobec warunku 2°, T(t, x,p)”" Y(1).
Ostatecznie otrzymujemy wiec oszacowanie

(18) r(t,x,p)<u(t),

co konczy dowdd twierdzenia o oszacowaniu.
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RESUME

Sur l'unicite de la resolution du probleme de Cauchy par rapport
a l’equation differentielle a I’'argument retarde.

I) Soit E un’espace de Banach et X l’ensemble des fonctions continues
dans Pintervalle < p, T), differentiables pour t< 0, T) et x(t)sE pour
tE< p,T). Soit R=< p, T) X X.



Nous considérons une transformation A, definie dans T'ensemble R et
supposons

1* A(t,x)sE pour (t,x)sR.

2*. Six(t), x(t)eX et x(t) =x(t) pour ts<p, t>, alors A (t,x) =A (t, x).

II) Soit donne I’equation diffsrentielle

| x (t) = () pour ts<Cp, 0>
(x'(t) = AP(),x) pour te< 0,T).

ou P(t) est une fonction reelle, definie dans l,intervalle < 0, T) et
inf. P(t)"p.

I1) Designos par r une operation reelle, definie dansl’enisemble
R* —<0,T) X X X<p,0>. Nous admettons que loperation a pour cha-
que x (t)e X fixe, les proprietes suivanites

1°. T(t,x,x) est une fonction nonnegative, eontinue et nondscroissante

par rapport a variable t.
2°. Pour chaques te(0, T) et t*e<,p, 0)

T(t, X, t*) A T(0, £ x% + T(t, x, 0)— || x (0) ||

3° Si x () = 0 dans l’intervalle <t, 0>, alors T(t, £Jt) = T(t, £, 0) et,
de plus, T(0, 0) = ||x (0) |\

4°. Si t*> 0 et r(t*, x,0) = 0, alors x (t) = 0 pour te< O,t*>.

5°. D_T(t,x, Q)T (t, x’,0), ts(0,T) (x’ est derivee de la fonction x).

6°. Si x (0) = 0, alors D+ T(t, x, O)t=0" || x’+ (0) |

IV) La fonction o (f,u) eontinue et nonnegative pour te< O, T), u 0
a la propriete suivante:
Si la fonction a(t), te<CO0,T) est une résolution d’squation
) u=af(,u), et limu(@)=0, u +(0) = 0,
t >0+
alors u (t) = 0.

V) Designos par x (t), x (i) deux fonctions d’ense.mble X. Si Tinegalite
suivante a lieu

r(t,{i—t}, o)< a(t r(t,{x—x}, p),

ou | ®=AFC@®,Xx), | {)=A(P(@®),x), alors I'equation (1) possede le plus
une resolution.

Oddano do Redakcji 14. VII. 1965






TADEUSZ DLOTKO

O PEWNYM ZASTOSOWANIU TWIERDZENIA BANACHA
O PUNKCIE STALYM

Jak zauwazyt A. Bielecki [1], twierdzenie Banacha o punkcie statym
przeksztatcenia zwezajagcego moze by¢ w prosty sposob zmodyfikowane
tak, aby wraz z dowodem istnienia rozwigzania réwnania funkcyjnego
i jednoznacznoS$cig otrzymac ciggtg zalezno$¢ od parametru.

W klasie réwnan roézniczkowych pozwala to na jednoczesny dowod
twierdzenia o istnieniu, jednoznacznosci i ciggtej zaleznosci rozwigzania
od parametru i warunku poczatkowego.

W nocie tej podaje w oparciu o zmodyfikowane twierdzenie o punkcie
statym Banacha pewne twierdzenie o istnieniu, jednoznacznosSci i ciggtej
zaleznosci od parametru i wartosci poczatkowej rozwigzania rdwnania roz-
niczkowego zwyczajnego z wyprzedzajagcym argumentem. Omawiane row-
nanie rozpatruje w przestrzeni Banacha. Umozliwia to stosowanie rozwa-
zan np. do uktadéw rownan rézniczkowych.

Otrzymane twierdzenie gwarantuje istnienie rozwigzania rdwnania réz-
niczkowego z wyprzedzajagcym argumentem w klasie funkcji o wzroscie
co najwyzej wyktadniczym w catym przedziale < 0, °0).

Stanowi ono uogo6lnienie wczes$niejszych wynikéw A. Bieleckiego [2],
C. Corduneanu [3] z teorii rGwnan rozniczkowych bez przesunietego argu-
mentu i prac Doss’a i Nasr’a [6] oraz T. Diotko i M. Kuczmy [5] z teorii
rownah z wyprzedzajagcym argumentem.

Na wstepie przytocze wspomniang wczes$niej modyfikacje twierdzenia
0 punkcie statym.

Twierdzenie 1 Niech funkcja F (x,y, z), okre$lona na iloczynie kar-
tezjanskim B X E X G przestrzeni metrycznej zupeinej B i przestrzeni
metrycznych E i G przyjmuje wartosci z przestrzeni B. Zatézmy ponadto,
ze funkcja F jest ciagta wzgledem (y,z)sE XG przy ustalonym x i dla
dowolnych x i X eB jest

|F(X,y,Z) - F(X’y!Z)Ka(y’Z)IZ - le



gdzie a (y,z) jest pewna funkcja ciggta zmiennych y i z o warto$ciach
rzeczywistych i a (y, z) 8<C0,1).

Przy tych zatozeniach istnieje doktadnie jedna funkcja x(y,z) okreslona
w catym iloczynie kartezjanskim E X G o warto$ciach z przestrzeni B,
taka, ze

X(,2) = F(x(,2,y.2)

oraz x (y, z) jest ciggta w przestrzeni E X G.

Dowdd. Ustalmy (y,z)eF X G. Z twierdzenia Banacha o punkcie statym
wynika, ze istnieje funkcja x (y, z) taka, ze x (y,z) = F(x (Y,2),Y,2). Na-
lezy wykazac, ze x(y, z) jest ciggta. Niech (Y, Z)eE X G. Wtedy jak wy-
zej x (Y, 2), = F(x(Y, 2),Y,Z). Oszacujmy rdznice

IX(y,2) —x (Y, Z)|<|F (x(y,2),y,z) —F (x(Y, 2),Y, 2)i +
+ IF(x(y,2),Y,2)- F(x(Y,2)Y,Z)I<|F (X(y,2),VY,2) -
- F(xX(y,2),Y,2)1+ a(Y,2) |x (y,2)- x(Y,2)].

Otrzymujemy

1) IX(y.2) — x(Y, D)[sE= IF (x (v, 2), ytf) a—(f(j(x v,2),Y,2)]I

Ustalmy (y,z). Gdy iY —yi+ |Z—zi™-0, to licznik ostatniej nierow-
nosci dazy do zera, za$ mianownik do liczby wiekszej od zera. Dowodzi to
ciggtosci funkcji x (y, 2).

Sformutuje najpierw dalsze zatozenia w farmie hipotezy.

Hipoteza H1

I. Niech Bi oznacza przestrzen Banacha. Funkcja f(t,x,y,u) jest ciggta
i odwzorowuje elementy iloczynu kartezjanskiego < 0,00) X BxX BxX
X (—°0,+ o0) w elementy przestrzeni Bx.

Il. Istniejg funkcje Lx(t) i L2(t) nie ujemne i ciggte dla t*O o war-
tosciach rzeczywistych takie, ze dla x, X, y, Y £Bx t~ 0, u = const jest

@ I xyu) -/ XY u) [ <L () [[x-X ||+ L2(t) [[y—Y]]
gdzie || || oznacza norme w przestrzeni Bx.

1. Istniejg liczby x>1, K, 8e<0,1), T"~O i x0y0£Bx takie, ze dla
dowolnego ustalonego ue(—o00,+ 00) jest
t
3) JIf (t, x0y0,u) |[dx< K exp @A (t)) dla t~ T,
0

t

gdzie A(t) = ) [Lx(t) + L2(t)] dt dla t™ 0. Ponadto
0



gdzie h (t) oznacza funkcje rzeczywista zmiennej rzeczywistej t ciggia
dla t» 0i h()" t

Rozpatrzmy w przestrzeni Bl réwnanie rézniczkowe
®) V(D) = f(t @), e ®) v
z warunkiem poczatkowym
(6) cp(0) = q0s Bi.

Twierdzenie 2 Jezeli prawdziwa jest hipoteza H1, to rownanie (5)
z warunkiem poczatkowym (6) posiada przy ustalonym u doktadnie jedno
rozwigzanie @(t) takie, ze | @) | = 0 (exp (A (1))).

Dowdd. Oznaczmy przez zbidr wszystkich takich funkcji ciggtych q(t)
w przedziale < 0,<¢), ze @) B1li

(?) N (t) | —0 (exp(xA(t))) dla t~O.
Za A. Bieleckim [2] wprowadzamy norme Ip| elementu fp(t)
icol = sup {[[@(t) | exp (— wA(t))}.
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze zbior 4z przyjetag norma stanowi przestrzen

Banacha. Rownanie (5) z przyjetym warunkiem poczagtkowym (6) jest
rownoznaczne réwnaniu catkowemu

(8) @) = o+ If, @y, @h . U) dr (patrz [4] lub [7]).
0
Operacja
©) -@) = P+ I (t, W, @(h (1), u) dr
0

okre$lona dla @(t) s¢, przeksztalca elementy zbioru 4 w elementy tego
zbioru. Mamy bowiem oszacowania

* Ostatni warunek jest w szczegélnosci spetniony gdy A (h ) —A ™ A"
lub gdy h(t) =t



To®) < llgofl + é{l-i (O 1) —x0h+ L2(1) jgp(h X)) —y0 }dx+

+ éll/ (T, XO,yQ,u) 1d T< llg0ll + max(jcp — xOl;
|q3—J/oI)J [Li (t) exp (xA(t)) + L2(t) exp XA (D))] 0 x+
+J 11/(t,x0,y0,u)||dT<||cpO| + max(Jcp — xO0i; |gp— y0l1)8j [Li (x) +

+ L2(t)]x exp. (XA(x))dx + J |/ (t,x0,y0,u) ||dx = |<p0|| + max (lp— x01
0]
t
ljp— yoi)8 exp (xA() 1)+ | ||/(T,x0yo,u) ||dx.
0
Ostatecznie
[$ )| exp (—xA®)" const dla t~ 0.

Z ostatniej nierdwnosci wynika, ze @(t)e¢. Nalezy jeszcze pokazaé, ze
przy poczynionych zatozeniach jest

i(p— + 348 Ip— ¢1.

W tym celu rozpatrzymy rdznice
t
e (1)-+(@®)n< 3 0/ @), ph ), u)—/7/7X+x,+(hK),u) ldx<

0
t

< fF LN —+0) 0+ L2 Ip(th X)) —+ (h Q) Il) d x<
5%|op — +| I {Li ) + L2x)exp XA(h (X)) —xA X]exp XA (X))} dx"
0

F8cp—+| T[Lj X) + L2po1 x exp XA (X)) dx = 8cp—+| [exp (XA (1)) — 1],
0
Ostatecznie
Io® —+ @1 | 8lp—+ lexp (xA (), skad Ip— xpl=H81cp— +|.
Pokazalismy, ze operacja (9) jest zblizajgca. Z twierdzenia Banacha
0 punkcie statym wynika, ze istnieje doktadnie jedno rozwigzanie @(t)

z klasy $ spetniajgce rownanie (5) i warunek (6) w przedziale t~ 0 (pa-
rametr u byt ustalony).



Przed przystgpieniem do dowodu ciagtoSci otrzymanego rozwigzania
rownania (5) ze wzgledu na parametr u sformutuje drugg hipoteze.

Hipoteza H2

Funkcja f (t, x, y, u) okreslona w przestrzeni < 0,00) X BLX Bi X
X (—o0, + 00) speinia warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienng
u £ (— oo, 00)

It x, y,u) —jtxy U)fl< Nu—U],
gdzie | || oznacza bezwzgledng warto$¢ oraz istnieje stata M taka, ze

sup teexp (—xA@M)" M
t;s=0

Twierdzenie 3. Jezeli prawdziwe sg hipotezy HEi H2 to rozwig-
zania rownania (5) zalezg w sposéb ciggty od warunku poczatkowego (6)
oraz parametru u.

Dowod. W celu stosowania twierdzenia 1 przyjmijmy, ze B —¢,
E=< 0, 00), G= (—o0, + cx)). Funkcje F okre$lamy nastepujgco:

t
F=F( <@{), g0, u) = o+ j (T, @), @ (t)u) dc
0

Przyjmujemy a (g0, u) = 5< 1. Zgodnie z dokonanymi oszacowaniami
IF(t, ¢p oo, U)  F(t, a0, u)I™~5]cp — ip|

Pokazemy, ze funkcja F jest ciggta wzgledem argumentéw g0i u. Z hipo-
tezy H2otrzymujemy

IF(t, @ cp, W Fp <p, .

+osup

Nopo— cpjll + NMIluo— UI L.
5> exp(xA(t))< o el ue

Gdy |g0—Pi[|< ~-ilu0—uk| < e/2MN, to

IF(t, cp, opo, UQ) — F(t, cp cpi, Ui)l<e,

co dowodzi, ze rozwigzania rownania (5) zaleza w sposéb ciggty od warun-
ku (6) i parametru u.
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SUR UNE APPLIQUATION DU THfIiOREME DE BANACH SURLE POINT FIXE
TADEUSZ DLOTKO

RESUME

Dans la prbsente note lauter examine l’equation differentielle a argu-
ment accelere aux valeurs de lespace de Banach. On demantre le theo-
reme: si I’hypothese Hx est accomplie, alors I’¢quation differentielle [5]
avec la condition [6] possede exactement une solution @(t) telle, que
llep (t) || = 0 (exp (XA (t))) pour t” o.

Ensuite nous trouvons une modification du theoreme de Banach sur le
point fixe d’une telle fagon, que si les hypotheses H, et H2sont accomplies,
alors les Solutions de I’'squation [5] dependent d’une maniere continuelle
de la condition [6] et du parametre u.

Les résultats obtenus generalisent certains theoremes ulterieurs obtenus
par A. Bielecki, C. Coduneanu, S. Doss et S. K. Nasr et Tauteur de cette
note.

Oddano do Redakcji 18. VI. 1965



TADEUSZ DLOTKO

O ISTNIENIU ROZWIAZAN PEWNEGO ROWNANIA
ROZNICZKOWEGO
Z OPOZNIAJACYM SIE | WYPRZEDZAJACYM ARGUMENTEM

W pracy [1] zajmowatem sie istnieniem rozwigzan réwnania rozniczko-
wego z wyprzedzajagcym argumentem postaci

z warunkiem poczatkowym @(0) = q0. Przy odpowiednich zatozeniach do-
wiodtem, ze réwnanie (1) wraz z sformutowanym warunkiem poczatko-
wym punktowym posiada przynajmniej jedno rozwigzanie @(t) w catym
przedziale <CO0, co). Rozwigzanie to nlezy do klasy funkcji o wzroscie co-
najwyzej wyktadniczym dla t”~ 0.

W pracy tej modyfikuje metode dowodu zastosowang w [1] w taki spo-
s6b, azeby objaé nig rownanie postaci [1], w ktorym wystepuje réwnoczes-
nie op6zniony i wyprzedzajacy argument i w ktérym warunek poczatkowy
dany jest w postaci funkcji poczatkowej.

Oznaczenia

Niech Xnoznacza n wymiaowg przestrzen kartezjanska, ktorej elementy
oznaczamy przez » = (®,..., xn). Przyjmujemy norme elementu x:|x|=
= max [Ixil,.., Ix,|]], Symbol X1+n oznacza iloczyn kartezjariski zbiorow
( °° + °°) X Xn; jego elementy oznaczamy przez (t, x) = (t, Xi,,.xn).
Symbol 4 oznacza klase funkcji wektorowych (cp(s)/1 u okreslonych
w przedziatach < t, u>, przyjmujacych wartosci z przestrzeni Xni cig-
gtych w przedziale <Ct, u~>. Korice przedziatlu <t, u> nie sg ustalone.
Symbol @(t) jest skrotem ciagu <A (), ...<p, (t). W zbiorze  okreslam me-
tryke w ten sposo6b, ze odlegtosé

@) W ..v]

rozumiemy jako odlegtos¢ w sensie Hausdorffa wykresow tych funkcji,
bedacych podzbiorami przestrzeni Xn+1



Symbol ('<p”™ oznacza klase funkcji q(s), okreslonych i ciggtych w prze-
dziale < p,00), 0 p = const> — 00, przyjmujacych wartosci z przestrze-
ni Xn. Symbol ,0znacza podklase klasy funkcji (><p JImajacych cig-
gtg pochodng w przedziale < 0, 00).

Symbol F ({cp (s)}>u) oznacza funkcje ktora elementom zbioru $ zloka-
lizowanym do przedziatu < t,u> przyporzadkowuje punkty przestrzeni
Xni jest ciggta ze wzgledu na metryke przyjetag w zbiorze ¢. Oznacza to, ze

®) A AV A [[W(ES)),uMV(t)IsW<bAF(U>(s)}) -

(tos)}*,, oo o0

Punkt przyporzadkowany funkcji {gp(s)/f,» oznaczamy przez F ({<(Xs)}t,u)-
Zaktadamy, ze h (t) i k (t) sa funkcjami ciggtymi dla t~ 0, h(t)"k (t)
iinf. h(t)= p> —oo0.

(0]

Bedziemy rozpatrywaé¢ réwnanie

() = F {ep (s)}h@rkm) dla t~ 0O
P = o(t) dla te< p,0>,

okre$lone dla funkcji wektorowych {op (s)¥>,c(0 z klasy ¢. Poszukujemy
rozwigzania @(t) z klasy 0 spetniajgcego dang funkcje poczatkowa
o (t) takg, ze 10(@4)1¥#x dla 4e<¢ép, 0> i %= const> O.

t

Oznaczmy A(t) = j [M(s) + N (s)] ds, 4* 0, gdzie M(t) i N (4) sg funk-
i

cjami ciggtymi i nieujemnymi dla 470.
Zaktadamy, ze istniejg liczby a, K takie, ze

(5) alJAk®))—A@®]< @—a)A(() + e~i dla 4™ 0,
przy czym Kx*A*, as*<0,li>, K*0 i

(6) 17, ({cp(s)>fem.fecm )K M (1) + W(t)K(max|cp(s)|)« dla 470.

Lemat. Dla danej funkcji q(4)e$ <00 funkcja ip(t) = F {cp (s)>h(f). f(f))
jest funkcja ciagtg dla wartosci 470.

Dowdd lematu jest w peini analogiczny do dowodu lematu 1z pracy [2]
str. 65.

W dalszym ciggu ograniczymy sie do pewnej podklasy zbioru ®<Pj00)
i w niej bedziemy poszukiwac¢ rozwigzan rownania (4). W tym celu wpro-
wadzamy norme funkcji (p(t)£$<p a mianowicie:

(6) lcpll = max [ sup |cp(t)i;sup {|cp(t)|exp(— eA(t) — Xt)}],X = const> 0.
0

te<p, 0> th



Oznaczmy przez B zbior utworzony z wszystkich funkcji p(t)e$ < ~»
takich, ze | @||< + o0o. jest to przestrzei Banacha. Liniowo$¢ przestrzeni
B jest oczywista. Wezmy cigg funkcji gx o2, ..., qn,... 0 wyrazach ze
zbioru B spetniajgcy warunek Cauchy’ego

A Vv A [hm>M—1q, aqm|< e,
e>0 MeNONn,mcNO
Wykazemy zbiezno$¢ tego ciggu do pewnej funkcji tp(t) takiej, ze
[to]l< + 00. Ustalmy dowolny punkt tOe<p, 00). Gdy tOe<p, 0>, to
z warunku max |tp, () — gm(t)|< e wynika, ze istnieje funkcja ciggta o(t)

te <p, 0>
taka, ze qn(t) =S (t) dla te< p,0>. Dla t0=3*0 cigg liczb qwx(t0), q2(t0),...
spetnia warunek Cauchy’ego

Ittn (to) — em(tO) Isup (—e A (1) —A(tQ) < [ .- (mll< 8

wiec jest zbiezny. Zbiezno$¢ wedtug normy (6) oznacza jednostajng zbiez-
no$¢ ciggu cpl, q2,... w kazdym ustalonym przedziale < 0, T>, T> 0,
wiec w przedziale < 0,00) cigg ten jest zbiezny do funkcji ciggtej @ (t).
Z nierownosci |[gn—agm| < e otrzymujemy w granicy || p— qm]| < e, skad
Hen~ n<dni + e< 00 co dowodzi ze zbior B stanowi przestrzen zupeing.

Oznaczmy przez U podzbior zbioru B utworzony przez funkcje ¢(t) ta-
kie, ze |<p(t)Kx dla te<p, 0>, |cp(t)|*x exip (eA(t)) dla t*O oraz
K>c max(l :lco(0)l). Wedle tych zatozen Kn"")t"max [co(t)i.

Zbioér U jest niepusty, ograniczony, wypukty i domkniety. Aby wykaza¢
domknieto$¢ zbioru U, wezmy cigg funkcji cpx, o2, ... ze zbioru U, zbiezny
do funkcji g Trzeba wykazaé, ze rowniez cpeU. W przeciwnym razie
istniat by punkt txtaki, ze 1tp (tY 1> x exp (e A (tX). z warunku (6) wynika,
ze tp, (t) =5 p(t) dlia te<0, tx>, wiec I<P,(ti)l>x exp (eA(tx) dla n>N,
co niemozliwe.

Rozpatrzmy obecnie transformacje a(t) = Tcp(t), gdzie

() dla ts< p, 0>

() T(t) = [ _ _
co(0)+ J F ({cp (s)INMj k() dr dla 0 i gp(t)eU.

Zgodnie z poczynionymi zatozeniami otrzymujemy ip(t)sU. Oznaczmy
przez V zbiér V = T (U)CU. Wykazemy, ze operacja (7) jest ciagta. Wezmy
ciag funkcji qx(t), 92(t),... zbiezny do @(t) zgodnie z przyjetag norma. Na-
lezy wykazac, ze cigg obrazow tych funkcji Tx(t), tp2(t),... jest zbiezny do
funkcji  Tp(t) = Tcp(t) wedle normy (6), czyli sup [Tm(t)—ip(t)I
exp (—eA(t) — At)->0 gdy m-> + 00. >0



Z ostatniego warunku wynika, ze tym(t) —ty(t) dlate< 0, T> C< 0,°°),
wiec dla udowodnienia relacji ||ty,, (t) —ty(t) ||»=0, gdy m-> + oo wystar-
czy wykazaé, ze supltym(t) —ty(t)|exp(—eA(t) — zt)-> 0 gdy m->- + oo.

t"o

Zgodnie z okreSleniem operacji T otrzymujemy

Ityn(t) —ty (t)] = |to(0) + ] F({<pn>h(t)>kWdt — co(0) —]F({cp}hh)>hWdTj<
0 0

0 RN ) - F (Mh(a,

Przypus¢my, ze istnieje punkt taki, ze ciag liczb ty, (ti)-/-*ty (tX. Wez-
my pod uwage przedziat < 0, T>, gdzie T = max k (1).

te <0, ti>
Z jednostajnej zbieznosci <, (t) =t @(t) w przedziale <CO0, T> wynika,
ze dla dowolnej liczby 8> 0, istnieje liczba N taka, ze dla n N jest
(<pW), 8 dla te<0,ti>. Z ciggtosci funkcji F otrzy-
mujemy

— F({cp}.I(afc(0)|<£ dla ti< 0,ti>, wiec
Iylj (t)—ty(t)I~et! dlat(<O0.ti>.

Oznacza to, ze ty,(ti)->ty(ti). Co wiecej ty,(t)-"ty(t) w przedziale
< 0,tj> Cl <0, o0). Ponadto

ityn (t) — ty(t)lexp(— eA(t) — Xt)"2xexp (—It)"el dla t~ ti,

skad ||ty,,—1ty||—2 0 gdy n~>00. Wiec operacja T jest ciggta.
Niech (ty, ()}, n = 1,2,... oznacza dowolny cigg funkcji ze zbioru V.
Obierzmy cigg liczb Tm m= 1,2,... taki, ze lim Tm= oo. Wezmy pod

uwage przedziat < 0, Tj>. Gdy ty(t) = Tty(t), p(t) ¢U i 0=% =£t2" TIr
to lty, (t)I"§z exp (eA(My)+ zTj) dlan=1,2,... oraz t(<0,Tl>. Po-
nadto

i7J
|ty("2)—ty(t|)l" I [M(t) + N(t)K( max Ity (s))“]dt =4[ max M (t)+
+ K max N (t)x exp (eA(k*(Tl))(tJ)rq)S(gT;;] (t2—ti) = cc(;r<1:t (t2— ti),
I\t/\
gdzie k*(Tj) = max /fc(t), i= 1,2,...
0<figT|

WykazaliSmy, ze w przedziale < 0, Tj> funkcje zbioru V sg wspoélnie
ograniczone i jednakowo ciggte. Z twierdzenia Arzeli wynika, ze istnieje
podcigg {ty®(t)} ciagu (ty, (t)} zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji tyl(t)



w przedziale < QT1> takiej, ze ityl(t)l=E"x exp (e A(t)). Rozpatrzmy
przedziat < 0, T2> oraz cigg funkcji (ty"(t)} dla t£E<0, T2>. Podobnie
jak wyzej mozna wykaza¢ wspdlng ograniczono$¢ i jednakowga ciggtosc
ciagu funkcji {tyj,(t)} dla t (<0, Tz>. Wiec istnieje podciag (tyE(t)} ciggu
(tyj,™)} zbiezny jednostajnie do funkcji ty2(t) dla t(<0, T2>.
Powtarzajgc ostatnie rozumowanie okreslamy rekurencyjnie nieskon-

czony ciag (ty™(t)}, m = 1,2, . . bedacy podciggiem ciggu ty™4(*)}
i ty™()=:tym(t) dla t(<0, Tm> i n-> + oo. Utworzmy ciag przekatnio-
wy "~ (t), ty™(t),... Cigg ten jest niemal jednostajnie zbiezny

w przedziale < 0,co) do funkcji ty(t) takiej, ze ty(t) = tym(t) dla

t(<0, Tm> i ty(t)EU. Obierzmy t>0 i oznaczmy T, = Al In (4xe 1).

Wowczas sup lty(t) — ty™@)l exp (— eA(t) — Xt) sup Ity(t) —ty” (t)l exp
(>0

(—eA(t) —A.t)+ sup Ity(t) —tyddt) l exp (—eA(t) —Xt). Pierwszy ze
£

sktadnikdw prawej strony ostatniej nieréwnosci mozna uczyni¢ 8J e/2 dla

n~"N, gdyz yMit)~ ty(t) dla t(< O, T, >. Do drugiego sktadnika mozna

stosowal oszacowanie

sup lty(t) —ty"(t) 1 exp (—eA(t) —X t sup 2x exp (—At) = e/2.

t>T£ tAZTE
Dowodzi to zwarto$ci zbioru V. W ten sposob zostato udowodnione twier-
dzenie:

Twierdzenie. Zaldzmy, ze spetnione sg zatozenia przyjete na wste-
pie do niniejszej pracy. Wowczas réwnanie rézniczkowe (4) z ograni-
czong funkcjg poczatkowg w(t) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie
cp(t)(ty'<p  takie, ze Igp(t)|~*x exp (eA(t)) dla t~O.

PRACE CYTOWANE

[1] T. Dtotko: O istnieniu rozwigzan pewnego réwnania rézniczkowego z wyprze-
dzajacym argumentem. Zesz. Nauk. WSP w Katowicach, Nr 4, 1964, str. 79—83.

[2] T. Dtotko: O pewnym réwnaniu rézniczkowym z opdézniajacym sie argumen-
tem. Zesz. Nauk. WSP w Katowicach, Nr 4, 1964, str. 63—72.

SUR une £quation DIFFERENTIELLE ordinaire A argument retardE
ET ACCEIErE
TADEUSZ DLOTKO

RESUME
Dans cette noe T'auteur examine Peguation diffsrentielle vectorielle (4)

a argument retard¢ et accel$rS. Nous comprenons par le symbole
{ty (S)}h (O, kto, que la voleur qp, (t) est designee par les yaleurs de la solu-



tion @(t) de lintervalle < h (t),k (t) > (on peut supposer h(t)*t"k ().

Dans les hypotheses convenables l’auteur demontre I’existence au moins
d’une solution @(t) (t~ 0) de I’Squation (4) avec la condition donnee sous
la forme d’une fonction initiale o(t) pour t=%0.

Oddano do Redakcji 18. VI. 1965



TADEUSZ DLOTKO

UWAGA DO PRACY ,0 PEWNYM ROWNANIU ROZNICZKOWYM
Z OPOZNIAJACYM SIE ARGUMENTEM”

W pracy [1] zajmowatem sie rownaniem rozniczkowo-funkcyjnym
z opOzniajagcym sie argumentem postaci

@) = F @@ ©IW). s<t) dla t"0
@) o) = o dlat o

Funkcjonat {p ()}, (), f przyporzadkowuje uktadowi funkcji  @(s) =
= o (s),. . m,(s) zlokalizowanych do przedziatlu < h (t),t> punkt
{®(s)th (f),/ z przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej En.

Przy odpowiednich zatozeniach dowiodtem w [1] istnienia przynajmniej
jednego rozwigzania réwnania (1) o charakterze lokalnym, przedtuzania
rozwigzan na caly przedziat < 0, co), ich odlegtosci, jednoznacznosci i ciag-
tej zaleznosci od funkcji poczatkowej o(t). W szczegdlnosci udowodnitem
nastepujace twierdzenie.

Niech x =(x% ..., xn) ( En. Oznaczmy 1x1= max [I xxI, .. . Ixnl]
i Ip@®)o, (= max [ max |ff, (s)]]. Wowczas dowolna liczba pochodna

t 2=1,.. 7
D ®(S) |lo, t funkcji ciggtej || @(s) |0t spetnia nierdwnosé
D||cp(s)|lo,f<lcp’(t)i dla t>0.

W cytowanej pracy [1] dowiodlem rowniez nastepujgcego twierdzenia:
jezeli spetniony jest warunek

IF{®()}htht—F(ip ()} O>Km (t [p(sj—ip(s) llof) dla t~ 0,
w ktorym @(t) iip(t) oznaczajg funkcje ciggte w przedziale < inf h (t), 00)
t"o

i ograniczone dla t*O, to rozwigzania <p(t) i ip(t) rownania (1) wyzna-
czone odpowiednio przez funkcje poczatkowe ®(t) i io(t) spetniajg nie-
réwnosé

lop(s) — Tp(s)||0, f<ex(t) dla t~O,

gdzie a (t) oznacza catke gdrng rownania



2 u'(t) = w(t u()
wyznaczong przez warunek poczatkowy (0, || @(t) — to (t) ILf h(Q. oF

Twierdzenie to mozna uog6lni¢ na przypadek dwu réznych réwnan.
Dane sg rownania (1) oraz

3 =G{*(s)(n,)) dla trO, ~(t) = w(t) dla t"O,
|tn>1:) h(t) = mfok (t) > — o0, k(t)=S{t dla t*O.
Warunek

@ \F{op)h (Of) — G ({'p ©Hcpi, )\ w (¢ () —" () 10,1) dla t>0,

w ktérym w (t, u) jest funkcjg ciggta dla t~ O, u™ 0 irdéwnanie réznicz-
kowe (2) posiada wszystkie rozwigzania gérne wyznaczone przez warunki
poczatkowe (0, ua), uo™ 0 okreslone w catym przedziale t* O gwarantuje,
ze dla dowolnych dwu rozwigzan o(t) i ~(t) rownan (1) i (3) jest praw-
dziwa nieréwnosé

llep(s)—ip(s) I-(< a (t) dla t"O.

W ostatniej nieréwnosci a (t) oznacza rozwigzanie gorne réwnania (2) wy-
znaczone przez warunek poczagtkowy (0, | @(t) — w (t) ||inf h (f), 0).

Dowdéd. Zgodnie z (4) otrzymujemy

D lip(s) — 1(s) llo. f< |[F {p (9} @) — G ({'> (8)}k (). K
Nto(t lop(s)— (s) Hh#) dla t~O.

Z twierdzenia Wazewskiego o nierownos$ciach rézniczkowych [3], tw. 2,
str. 124 otrzymujemy

(5) lp(s)—ty(s)||o,f<a(t) dla t>0,

gdzie funkcja a (t) jest okreslona jak w tezie dowodzonego twierdzenia.
Ostatni warunek mozna zapisa¢ w postaci
t

6) o) —a(©O) o, << lco(t)— a)(t) |linfhm,o+ f w (t,a xX))dx dla t>0.
t"o 0

Whniosek. Z warunku (6) wynika, ze przy poczynionych w [1] zatoze-
niach rozwigzania rownania rézniczkowego (1) zalezg w spos6b ciagty od
warunku poczatkowego w postaci funkcji poczatkowej oraz od prawej
strony rownania (1). Nierownos$¢ (6) daje réwnoczes$nie oszacowanie od-
legtosci dwu rozwigzan réwnan (1) i (3) wyznaczonych przez rozne, badz
rowne funkcje poczatkowe.



I. Dane dwa réwnania skalarne z op6zniajagcym sie argumentem postaci

@ oM=a®aeh®+/tphi®) datr 0,q) = o) da t"O
i
b ty®)=a®yk@®) dat”r 0tyt) = w(t) dla t~ 0,

w ktérych a(t) oznacza funkcje ciggtg dla t~ O, h(t) i k (t) sa danymi
funkcjami ciggtymi, h () » t, k ()" tdlat™ 0, i% h () = tipg fc(t) > 00.
Funkcja f(t,x) jest ciggta i I/ (t,cr)l M = const dla (t,x) £< 0,00) X
X (— o0, + 00). Funkcjami szukanymi sg @(t) i ty(t).

Dla rownan (a) i (b) otrzymujemy:
\F(W (»)}hfod)- G (MHs)W), t) Kia (t) | kP(h (t)) —ty(fc (1)) +
+E( (hi (1)< M+ Jo(®)iN+ Ta(t) I ())- ty(k (<) [0,
gdzie N = ||w(t) —w(t) ||(i£f0h(0i 0.
Mozna przyjaé w (t,u) = la (t)Ju + la (t)IN + M, wowczas zgodnie z udo-

wodnionym twierdzeniem dla warunku poczatkowego (0,p) = |o(t) —
— wW(t) llinfh (f) 0) Otrzymujemy
tpso

t t
Ips) ty()H  exp (g) la (x)|d x)|p + J [Ja(t)[N + M] exp
0

(— | la(uldu)drj dla t~ 0.
0

Przez specjalizacje warunkow na funkcje a(t) i f (t,x) mozna otrzymac
rézne twierdzenia o rozwigzaniach réwnan (a) i (b).

Il. Rozpatrzmy réwnania rézniczkowe

t
(c) ()= fo(s)dsr(t,s)+ /() dla t~ 0, @(t) = o(t) dla t =30
i hQ

t
d ty@)= fop(s)dsf(,s)+ g(t) dla t~ 0, ty(t) = ro(t) dla t» O

h i)

i zaldzmy, ze posiadajg rozwigzania okre$lone w catym przedziale < 0, 00)
(patrz n.p. [2] lub [1]).



s=t
Hipoteza H. Oznaczmy M (t) = \{]{t}r (t,s)—f (t,s)] i niech M ()" K
S=

i | M(t)dt< + o0o. Ponadto funkcje ciggte / (t) i g(t) dla t* O spetniajg
0
t t

warunki |j f(t)dt |[* Kxi Wgxdt|” Kxdla 13=0. Funkcja h (t) jest
o 0
ciggta i h(t)~t dla t*O.

Lemat. Jezeli prawdziwa jest hipoteza H i rozwigzania réwnania réz-
niczkowego

t

(e) X'() = Ix(s)ds[r(t,s)—f(t,s)]dlat™ 0, x (t) = f(t)
hit)
dla t~ OIj(t) I const dla t™ O

istniejag w calym przedziale < 0, 00), to sq one ograniczone dla t*O. Do-
waéd ograniczono$ci rozwigzan wynika z twierdzenia 4 udowodnionego
w [2] str. 55. Wéwczas

Ix’(t) =% (sup ix (s) I) Vh( )[r (t,s)—f (t,s)]~ const dla t™ 0.
sh"O s—h(t

Pokazemy, ze spetniony jest warunek (4) dla funkcji wystepujacych
w rownaniach (c) i (d). Otrzymujemy

z t
A{tp (5)>hco.0 — G {" Co)}ten. /)11 | <p{s)dsr(t,s)— J Tp(s)dsf(t,s)i +
h(t) hit)

t t

+ 2K ,<| Jp@s)ds[r(t,s)— f(t,s)]1+ 1 J [op(s) —tp(s)] dsf (t, s)l + 2 Kx
h ) hit)

Pierwszy skiadnik ostatniej sumy jest ograniczony przez statg K2 zgod-
nie z wcze$niejszym lematem. Do drugiego sktadnika wolno stosowac
oszacowanie.

t

I ) fop (s) —ip(s)] dsf (t, s)[<t [sup loo(t) —m(t)|+ max lop(s) —
h[t) t<0 OSCsSt

—TE) NV f(ts)= [p+ lois)—T(s) Hfl8 (),
s= h(t)
s=t
gdzie p = sup|co(t) —c¢o(t)], 8(t) = V f(t,s).
t<0 s= h(t)
Funkcja tu (t, u) z warunku (4) jest postaci w (t,u) = (p + u) 8(t) + 2K X+
+ K2 Z udowodnionego twierdzenia otrzymujemy oszacowanie



t i
HP(s) — ~ (s) llo, (< (expf d(r)dr) {p + J [K2+ 2Kx+ p5()Jexp (—

r

— /6(@u)du)dt}
5

dla t~ 0. Analogicznie mozna wykorzysta¢ udowodnione twierdzenie
w innych twierdzeniach typu poréwnawczego.

PRACE CYTOWANE

[l] T. Dtotko: O pewnym réwnaniu rézniczkowym z opézZniajgcym sie argumen-
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UNE REMARQUE CONCERNANT LA NOTE ,,0 PEWNYM ROWNANIU
ROZNICZKOWYM Z OPOZNIAJACYM SIE ARGUMENTEM”
TADEUSZ DLOTKO

RESUME

Dans la note nommee ci-dessus Tauteur examine deux eguations diffe-
rentielles de la forme (1) et (3) a argument retarde. Nous comprenons par

le symbole {cp (s)}h(t)<gs<ct que la valeur cp (t) est dtesignee par les valeurs
des Solutions de I’intervalle < h (1), t>.

La condition initiale est donnde sous la forme d’une fonction initiale.

Dans les hypotheses admises (entre au.tres (4)) l'auteur donne I’evalua-
tion de max lop(s)—"(s) | dans leguel q(t) satisfait a I’equation (1), ip(t)
satisfait a I’squation (3) par la solution supS$rieure de I’'squation différen-
tielle (2). Il en resulte entre autres la dependence continuelle des Solutions
de I’equation (1) de la fonction initiale et du parametre.

Le théoreme obtenu est iluustre par les exemples concrets.

Oddano do Redakcji 18. VI. 1965.






TADEUSZ DLOTKO

O PEWNYM ZAGADNIENIU ASYMPTOTYCZNYM DLA ROWNANIA
ROZNICZKOWEGO rc-tego RZEDU

W pracy [3] G. A. Gofman rozpatruje przy odpowiednich zalozeniach
zagadnienie istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania réwnania rézniczko-
wego postaci

()] y>(x) = f(x,y (x)ff(x), n> 1

spetniajgcego nastepujgce warunki poczatkowe

) y(©0 =y 0y’ (0)=..=y"-20)= 0 lim y’(x) = 0.
X ->c©

W dowodzie istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzania omawianego zagad-
nienia znajdujg sie btedy polegajace na tym, ze autor nie rozpatruje przy-
padku, w ktérym szukane rozwigzanie zeruje sie wraz z pochodng w pew-
nym punkcie.

Celem tej noty jest podanie og6lniejszego twierdzenia anizeli w [3],
ktorego odmienny dowdd nie zawiera wspomnianych usterek. Poczynione
zatozenia sg przy tym znacznie stabsze anizeli w [3].

Hipoteza H.

1. Funkcje sklarne f(x,y) i @(x) sg ciggte dla iy ((— oo, + 00).

2. f(x,y)y'>0dlax”0 iy 0O cp(x)>0 dla x"~0.

3. Dla kazdego zbioru < 0,a> X (—o0,+ 00), a” O istniejestata M (a)
taka, ze 1f(x,y) I M (a) dla punktow tego zbioru.

Twierdzenie 1 Jezeli prawdziwa jest hipoteza H, toistnieje roz-
wigzanie rdwnania (1), spetniajgce warunki poczagtkowe (2).

Dowod. Najpierw udowodnie, ze rownanie (1) posiada rozwigzanie spet-
niajgce warunki poczatkowe

(2) yh©) =Y, 7;((—°0,+ 00), i =0, 1

okreslone w catym przedziale < 0, 00).



Rownanie rézniczkowe (1) z warunkami (2’) jest rownowazne réwnaniu
catkowemu postaci

X

3> yw = (,1d, f (x~~t)nxf(t’y (t)aj(t)dt+v , - i H

Xn-2
Jezeli ostatnie rownanie posiada rozwigzanie, to jego pochodna jest postaci

4 y\x) =J ~ 2y | (x~ O"-2/ (by (0) p()dt+y,-! ul 2y +

-3
+T-1r»-3)T+""+v
Obierzmy liczbe a> 0 i oznaczmy przez

X
$(x)=j |l ~\ n2ti(t)dt dla x"0.

o]

Jest ¢)(z)™ 01 $ (i) roSnie dla x~ 0. W przedziale < —1,a> rozpatrz-
my cigg rownan catkowych

B) ymx)= -J; 1), jT (x—tn-"f{t,ym(t))a>(t)dt + vn-i —

TN+ T,

przy tym zakiadamy, ze ym(@c) = 7fdla x (< — 0i> dla m = 1,2,...
Kazde z rdwnan catkowych (5) mozna rozwigza¢ metodg kolejnych prze-
1 I/
dtuzen w przedziatach < 0, — < C—,>, gdzice—" a. Dla
m m m m

wszystkich rozwigzan réwnan ciggu (5) otrzymujemy w przedziale <0, a>
oszacowanie

lym(cc)K (n "~ M@®@ + ™ 17i1l ~_ m<+ c0dlam=1 2.
i=1

Oznacza to, ze rozwigzania rownan (5) sa wspdlnie ograniczone w prze-
dziale < 0,a~>. Pokazemy, ze sg one réwniez jednakowo ciggte w tym



przedziale. W tym celu obierzmy liczbe > 0 i rozpatrzmy rdznice
lym(x + h)—ymX)I dla x,x + h(< 0,a> i hj*0O. Jest

X

IVm(x+h) — ym(x)K = —f (x )71/ ym() o) dt +

(n
+ VI T7i - <-T— —M @a”-1 max @(t)h +

Z i (n — 9T (n— 1)! te<o,«>
=1
n— M 1

@onl ax o +
i1 (n De te<oa>

Yil i 1hd|a m= 1,2,... i0(< 0,1>.

i=i J

Dowodzi to jednakowej ciagtoSci rozwigzan (5) w przedziale <0, a>.
Z twierdzenia Arzeli wynika, ze istnieje podcigg rozwigzan (ymj&x)}
k =1,2,... ciggu rozwigzan {ym(x)} m = 1,... zbiezny jednostajnie do
funkcji y (x) w przedziale < 0,a>. tatwo mozna udowodnié, ze funkcja
y (X) spetnia rownanie (3) w przedziale < 0,a>. Przedziat < 0,a>,a> 0
zostat obrany dowolnie, oznacza to, ze rdwnanie (3) posiada rozwigzania
spetniajace warunki (2°) okreslone w catym przedziale < 0, 00).

W dalszym ciggu bede rozpatrywal szczeg6lne warunki poczatkowe
postaci (2°), a mianowicie

27) y@©@=y0> 0, y’0) = ... =y<"»(0)= 0, y<»» (0) = y = y~.

Gdy przyjagé y> 0, to pochodna (4 z warunkami (2”) monotonicznie
rosnie oraz y’(x) > 0 dla x ~ 0. Nie moze wiec by¢ lim y’(x) = 0. Ozna-

cza to, ze rozwigzan réwnania (1) spetniajacych (2) wystarczy szuka¢ dla
wartosci y 0.

Pokaze, ze gdy liczba y jest ujemna i dostatecznie mata, to rozwigzanie
rownania (3) spetniajace (2”) przecina doktadnie jeden raz 0§ x. Z réw-
nosci

(6) y(x)=y.+ X T+ / (i— £)"

wynika, ze gdy ustali¢ przedziat < 0,a> i przyja¢ y= —

— M@ I"ll— @ (t)dt—k2 gdzie k —const 0, to y(a)< O.



Z réwnosci (6) wynika, ze jesli rozwigzanie yt(x) odpowiadajgce war-
tosci Yj przecina o$ x, to rozwiazanie y2(x) odpowiadajgce wartosci Y,<y
tez przecina o$ x. Ponadto dowolne rozwigzanie (6) moze przecig¢ co naj-
wyzej raz o$ X.

Zbioér tych wartosci y dla ktérych y(a)<O0 jest ograniczony z gory.
Niech y oznacza kres gérny tych wartosci.

Zbior tych wartosci y dla ktérych y (2') nie przecina (y (x) 0) osi x
jest ograniczony z dotu. Oznaczmy jego kres dolny przez y. Pokazemy, ze
y — V. tatwo pokazaé, ze jest y*Y - Gdyby byto y*y, to istniatoby roz-
wigzanie (6) spetniajgce (27), ktére nie przecieto by osi x, ani tez nie byto
by y(x)" 0 dla x~0. Jest to niemozliwe, gdyz jedna z dwu sytuacji
musi zaj$¢. Pozostaje y =y, czyli zbiér (y(— oo;+00) mozna podzieli¢
na dwie klasy (—°°,y) i (y,+ °°) stanowigce przekroj Dedekinda o takich
wiasnosciach, ze rozwigzanie rOwnania (6) wyznaczone przez warunki (2”)
z wartoscig y z pierwszej z tych klas przecina doktadnie jeden raz oS x,
za$ rozwigzanie rownania (6) wyznaczone przez (2”) z wartoscig y z dru-
giej z tych klas nie zmienia znaku w przedziale < 0, 00).

Pokazemy, ze rozwigzanie y (x,y) rdwnania (6) wyznaczone przez wa-
runek {yo 0,..., 0,y) ma te witasnos¢, ze lim y’(x,y) = 0.

Rozwigzanie y (X, y) nie moze przecinaé¢ osi x, gdyz wowczas z ciggtej
zalezno$ci rozwigzah od warunku poczatkowego wynikatoby, ze rozwig-
zanie réwnania (6) speiniajace warunek (yg0,..., 0,y + e) dla pewnego
e> 0 przecieto by 0§ x wbhrew witasnosciom klas przekroju Dedekinda.

Pozostaje jedyna mozliwos¢ y (x,y)*0 dla x~0. Mozna tatwo poka-
za¢, ze gdy funkcja yOI)(x,y) nie zmienia znaku dla x * x O, to istnieje
lim y' (x,y) = g(-< —oo0,+ 00>. Nie moze by¢ g< 0, gdyz wolwczas

X >co

y (x,y) przecieto by 0$ x, co nie zachodzi. Obecnie wykluczymy mozli-
wos¢é g> 0.

Gdyby byto g 1> 0, to dla dostatecznie duzych wartosci x funkcja y (x,y)
byta by rosnaca. Mogg zaistnie¢ dwa przypadki:

I. miny (cy) = 5> 0. Wéwczas dla y < y dostatecznie bliskiego y roz-

wigzanie y (x,y) rownania (1) nie przetnie osi x whrew witasnosci kresu vy.

. r)?,\ig y (x,y) = 0. Wtedy rozwiazanie y (x,y) dla pewnej wartosci
Y< Y musiato by przecig¢ dwukrotnie 0§ x, co nie jest mozliwe.

Pozostaje jedyna mozliwos¢é g — 0, co koniczy dowdd twierdzenia *).

*) Pewne skréty w dowodzie zaproponowat mirecenzent pracy p. dr K. Zima, za co
w tym miejscu sktadam podziekowania.



Twierdzenie 2 Niech prawdziwe jest twierdzenie 1 Woéwczas do-
wolne twierdzenie o jednoznacznos$ci dla rownania (1) z warunkiem po-
czatkowym (2°) jest réwnocze$nie warunkiem jednoznacznoS$ci istnienia
rozwigzania tego roéwnania spetniajgcego warunek (2).

Dowdd. Twierdzenie 1 gwarantuje, iz nie istniejg dwie rozne wartosci
Yi i Y2 takie, ze lim y’(x, Yi)= lim y'(x, Y2) = 0. Twierdzenie o jedno-
X—->00

X —>o00
znaczno$ei dla réwnania (1) gwarantuje, ze warunkowi poczatkowemu
(y0,0,..., 0,y) odpowiada tylko jedno rozwigzanie, co konniczy dowdd twier-
dzenia.

Uwaga. Zadanie (2) dla rownania (1) posiada w szczegdlnosci jedyne
rozwigzanie, gdy funkcja f(x,y) spetnia warunki:

a) Vxy)— /I (xy)I=L X)ly—yldla x>0 idowolnych vy,
b) funkcja L(x) jest ciggta dla x> 0, przy czym gdy y (x) i y (X) ozna-
czajg dwarozwigzania rownania (1) dla x~ 0, wyznaczone przez

if (0)= y4(0) dla i= 0,1,....n—1,

to lim LX) [yx)—y X]=0.
a->+o0

Bowiem przy tych zalozeniach rozwigzanie réwnania (1) spetniajagce (27)
jest jedyne (patrz np. [1]).

Rowniez dla L (x) = x~n ostatnie twierdzenie jest prawdziwe, gdyz
w tym przypadku

jim o yox)—yx) _ lim yMmQn—5wW(kx) _ f(0,y (0)—/(0,y (0))_ Q
X’>+0 Xn X-,+ s nl n!

CO 0znacza, Ze spetniony jest warunek b).
Ostatnia uwaga stanowi mocne uogdlinienie warunku jednoznacznosci
zadania (2) dla réwnania (1) sformutowanego w pracy [3].

PRACE CYTOWANE
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SUR UN FROBLEME INITIAL ASYMPXOTIQUE POUR LEQUATION
DIFFERENTIELLE ORDINAIRE DU n-ieme ORDRE
TADEUSZ DLOTKO

RESUME

Dans cette note T'auteur examine I’existence des Solutions de I’§quation
differentielle de la forme () yM ) =/7(xy X)) @EXx) telle que (2
y (0)=y0> 0, yO@©)= ... = y(@2(0) = 0, lim y' (x)= 0. Si Thypothese

|
X ~*o00
Hi est accomplie, alors I’equation (1) possede au moins une solution o(t)
satisfaisant aux conditions (2).

Si de plus la fonction / (x, y) satisfait a la condition de Lipschitz, alors
cette solution est unique.

Les résultats obtenus consistuent une forte generalisation d’un thSoreme
de G. A. Gofman [3] ou d’ailleurs il y a quelques fautes.

Oddano do Redakcji 18. VI. 1965.



JAN BLAZ

O ZADANIU BRZEGOWYM DLA PEWNEGO ROWNANIA
ROZNICZKOWEGO Z OPOZNIONYM ARGUMENTEM

1.

W pracy zajmuje sie zadaniem brzegowym dla réwnania rézniczkowego
z opdéznionym argumentem, postaci

(@) = o(), dla t< 0, @(a) = &\

Symbol catkowy w prawej stronie rownania oznacza catkowanie w sen-
sie Stieltjesa wzgledem zmiennej s przy ustalonym t(< 0,a>, za$§ Xjest
parametrem rzeczywistym.

Niewiadomg w rownaniu (1) jest funkcja @(t), ktéra ma by¢ ciaggta
w przedziale (—00,a> i ma mie¢ ciggtg pochodng dla t (< 0,a>, przy
czym przez cp'(0) rozumiem pochodng prawostronng. Zgdanie to nakfada
juz z géry warunek ciagtosci na funkcje ®(t), zwang funkcja poczatkowsg.

Wystepujace w rownaniu funkcje w(t), f (t,x) ir (t,s) przyjmuje za wia-
dome i zaktadam, ze spetniajg one nastepujacy uktad zalozen:

Zatozenia Z

1. Funkcja f (t,x) jest ciggta w obszarze D{0 t” a—o00< x < + 00}
przy czym istnieje liczba m > 0, taka, ze w obszarze tym spetniona
jest nierownosé f(t, x).

2. Dla kazdego punktu (t,x) obszaru D zachodzi nier6wnos$¢ f(t,x)=%
AEl> (t,ixl), gdzie funkcja ¢(¢, y )jest ciggta, nieujemna w obszarze
D+{0"t"Na, 0} i niemalejaca ze wzgledu na zmienng v.

3. Jadro r (t,s) jest okreslone dla t(<0,a>, s™~0, niemalejgce ze
wzgledu na zmienng s i spetnia zatozenia (u. np. [1]), gwarantujgce
ciggtos¢ catki Stieltjesa

0= ) ft,pt—s))dsr(ts), ti< 0,a>.



Istniejg ponadto dwie state g, V takie, ze dla 0,al> zachodzg
nierownosci
0< g< Vr(s)< V.
s=0
4. Kazda catka gérna rdéwnania rézniczkowego bez opdznienia
y'= C{'(t,y), gdzie C jest dowolng statg, jest przediuzalna na caly
przedziat < 0,a>.
5. Funkcja poczatkowa ®(t) jest ciggta i ograniczona dla 15%0.

Przy tych zalozeniach przeprowadza dowod istnienia rozwigzania zadania
brzegowego (1).

W ostatniej czesci pracy omawiam zagadnienie jednoznacznos$ci rozwig-
zania tego zadania.

2.

Twierdzenie 1. Jezeli sg spetnione zatozenia Z, to istnieje co naj-
mniej jedna liczba A dla ktorej odpowiednie zadanie brzegowe (1) posiada
co najmniej jedno rozwigzanie.

Dowdd. Jak pokazano w pracy [2] przyjete zalozenia gwarantujg istnie-
nie rozwigzania zadania Cauchy’ego:

cp't) = A | /(t,(t— s))dsr(t,s), dla t(< 0,a>
(2) 0
@) =d@) dlat O
przy kazdym ustalonym A
Zastagpmy rownanie (2) rownowaznym mu rownaniem catkowym
t oo
PO =1+ A jf f(t,pt—s)ds(t,s jdr,i =0(@0), t(< 0,a>,
(3) 0 o
@) = o), t~ 0

i zbudujmy cigg liczb {Av}, v= 0,1, 2,... oraz cigg {cpv(t)} funkcji ciggtych
w przedziale (—oo0,a>, v= 1,2,3,..., okreslone w sposéb nastepujacy:

Liczbe ADobieramy dowolnie i okreslamy funkcje <t(t) jako catke row-
nania



Liczbe A okreSlamy wzorem

a 0=
Ai = (M— £) {1 f(t, @A (t— s))dsr (t, s)Jdt,
0 o
po czym przyjmujemy, iz
t co
RU)y=1i+*J3 {/ /(T @E2(t—s))dsr(t s)idt, dla t(< 0,a>
06 o

q2(t) = o), dla t< 0

Ogolnie, przyjmujemy

\%
= 00

4 Kai= (" ?)/JJI f@t, <M (@t—9S)dsr(i,s)|dt, v= 2, 3,...
0 o

gvt) =1+ AxJ |Jmf(t,<p,,(t—s))dsr (t,s)|dr, dla t (< 0,a
©) 6 o
@ (t) = oft), dla t< 0,v=1,2,...

Pokazemy, ze funkcje (cpv(E)} tworzag zbidr zwarty w przestrzeni
C< 0,a> funkcji ciggtych w przedziale < 0,a> (zwarto$¢ tego zhioru
dla 15%0 wynika bezposrednio z okre$lenia (5)). Zgodnie z twierdzeniem
Arzeli wystarczy wykaza¢, ze funkcje omawianego zbioru sg wspdlnie
ograniczone i jednakowo ciggte w przedziale < 0,a>. Przyjmijmy wiec,
zeti<10,a>; wtedy — zgodnie z zatozeniem 2 — otrzymamy

[, t—s))< (lpvt—al)< ®(t, A, (t—s))< &(t, Av(t),
gdzie Av(t) = sup Im, (u)l.

Stad, z warunku (5), z zatozenia (3) i ze znanych wtasnosci catki Stielt-
jesa, otrzymujemy dla 0,a> nieréwnosci

[tPV ()X lii +|Xwil (J) (J 7 (t, qv(x—s)) dsr (t, s)}dt <
0

t

<lg|+ IVIIVj ®(T,Av(T)dT.

0
Wynika stad nieréwnos$¢

t
<6) Av(tX 15] + XV1IVI® (t, AWT)dT, t (< 0,a>.

0



Z drugiej strony, na mocy (4) oraz zalozen 1 i 3, otrzymujemy osza-
cowanie

a aM
I*v-il = 1n- 11/ f[ | f(t,<pv-i(t — s))dsr(t,s)]dtsSiri —ei/m f Vr(t,s)dt,
0 O 0S=0

z ktérego wynika nier6wnos¢
(7 U.-iKlr) —il/mqga, v= 2,3,...

Ze zwiagzkow (6) i (7) otrzymujemy nierownos$¢ catkowg
t

®) A (IXIHI+C I'$ (t, Av(t) dx, t(< 0,a>,
0

gdzie C= V|r]—£|/mqga, z ktorej — na mocy zalozen 2 i 4 oraz twier-
dzenia Z. Opiala [4] — wynika, ze

A, .(tXg(tlil), tA< 0,a>,

przy czym g(t,lil) oznacza tu catke gdérng w prawo réwnania rézniczko-
wego y'= C$(t,y), spetniajagcqg warunek poczatkowy g (0,111) =111.

Stad, oraz z zalozenia ograniczonos$ci funkcji poczatkowej o(t) w prze-
dziale (— 00,0 > (zalozenie 5), wnioskujemy o istnieniu takiej liczby
M> 0, ze dla t ¢(— oo(o > spetniona jest nierownosé

©) lev(t)K M ,v=1,2,3 ...

co dowodzi wspoélnej ograniczonosci funkcji {gv ()} w rozwazanym prze-
dziale.

Zatozmy teraz, ze liczby t oraz t + h (h-fz0) nalezg do przedziatu

< 0,a>. Wtedy — zgodnie z (5), z zatozeniem 2 i oszacowaniem (7)
i (9) — bedzie
t+h
Ip. (t+ h)y—ov® K IKi|J {!/MPvT—S)ds (x5)jdt |
t o0
t-+h 0
Alir]—E£lmga)l i max X |[qvX—S)]) V r(xs)dxX
2 0"s s=0
t+ h

<(VIin—£El/mqga)i j $(x, M)dt].
t
Poniewaz funkcja $ (t, M) jest ograniczona dla t¢<10,a> — # (t, M)"
5L — wiec
lep,,(t + h) —ep, (1)K (LV In — £1/mqga) Ihl.



Oszacowanie réznicy |opv(t+ h)—qw (t)l w przypadku, gdy jedna z liczb
t oraz t+h jest ujemna, za$ druga nalezy do przedzialu < 0,a> nie
przedstawia trudnosci. Tym samym wykazalismy, iz funkcje {. (1)} two-
rzg zbiér funkcji jednakowo ciggtych w przedziale (—o0o,a>; zbidr ten
jest wiec zwarty. Istnieje zatem podcigg {m(v)} ciagu {v} liczb natural-
nych, taki, ze ciag funkcji {cpai) (t)} jest jednostajnie zbiezny w prze-
dziale (—oo0,a> do pewnej funkcji @(i), ciagtej w tym przedziale:

(10) lim qi(j®) = @), tG( o0, a>.

Jest oczywiste, ze @(t) —o(t) dla t 0.
Z oszacowania (7) wynika, ze ciagg jest ograniczony; mozna zatem
wybra¢ z niego podcigg {X(v) j}, zbiezny do pewnej liczby X

(11) lim X5m-i= X

Z kolei z ciggu funkcyjnego {gpHv) ()> wybierzemy podcigg {cpa® (t)>;
ze zwiazku (10) wynika, iz

(12) lim (p.® (1) = ®O.

\>co

W dalszym ciggu, dla prostoty zapisu, ciagi wystepujagce we wzorach
(11) i (12), oznaczac bedziemy odpowiednio przez {X } oraz {$ (t)}, opusz-
czajac wskaznik w.

Pokazemy, ze funkcja @(t) spetnia w przedziale < 0,a> rdéwnanie

(13) @) = |+ X1 L f(r(. (t—s))dsr(t,s)jdx, t(<0,a>
6 o
oraz warunek () = ] (réwnos¢ ¢p(t) = co(t) dla t~ 0 jest oczywista).
Rozwazmy w tym celu rdéznice
t oo
R,() = kPQt) —1 — X1 | 1 f(r,a>(T — s))dsr(t,s)Jdt| =

0 0
t o ( @

= 0 1/ {1 /(T<PAT—s))dsr(T,$)JdT — X| | 1 f(x, {r — s))dsr (t, s)j d tK
0 0 0 0

~ER,(1) + R, (1),
gdzie

Rjt) = X0 ilj'| f [f(T,cpaT— s))— f (r.~(t — s))]dsr(T,s)]dT,
0 o

R (t) XJ| f (T, ~A(x—s))d,.r(T,s)JdT.
0 o



Dla oszacowania funkcji R ,(t) zauwazmy, ze ze zwigzku (12) i zaloze-
nia 1 wynika, iz dla dostatecznie duzych o oraz 0,a> jest

& a\(t— ) —f(t,e(t—s))l<e,

gdzie £ jest dowolnie matg liczbg dodatnig. Stad i z oszacowania (7) wnio-
skujemy, ze

Ra(t) < (Ir)— ||/ mqa) Vae,
CO oznacza, iz
14) lim ft,(t) = O

Z zatozen 1i 5 wynika istnienie takiej liczby K> 0, ze dlat(< 0,a>
spetniona jest nierownosé If (t, p(t— s))|*K . Poniewaz ponadto limX.= A

wiec dla dostatecznie duzych a zachodzi nierowno$¢ |[X0r— X|<£. Zatem
dla tychzeo bedzieR=t) KaV£, co oznacza, iz

(15) lim R.(t) = 0.

Z relacji  (14)i(15)wnosimy, iz lim Ra(t) = 0, co wobec (12) oznacza, ze

funkcja @(t) spetnia rownanie (13). Ze wzoru (4) i okreSlenia ciggu {X}
wynika réwnosc

(16) 1= (M—)/f {f/(t,qp (t—s))dsr (t, s) }dr.
6 o

Dla wykazania, ze funkcja @(t) .spetnia warunek cp(@) = r), wystarczy
pokazaé, ze
@ 0
7) Il = (n—1! f| f f(tcplt—s))dsr(t,s)]dt.
O o

Rozwazmy w tym celu rdznice

D= Xe—@—i)/ f{f f(¢(1-s))dsr(,s)]dt\.
6 o
.Korzystajac ze zwigzku (16) tatwo sprawdzamy prawdziwo$¢ nieréw-
nosci
/
a 00

0,5%[li) —ei/(mgqa) U | [ [f(t,A(t —s)) —F (t,q):(t — s))]dsr(t,s)jdt].
6 6



Rozumujgc analogicznie jak przy szacowaniu funkcji R.(t) stwierdzamy
bez trudu, iz dla dostatecznie duzych o prawa strona ostatniej nierow-
nosci jest dowolnie mata. Oznacza to, ze spetniona jest réwnosé (17). Tym
samym dowdd twierdzenia 1 zostat zakoriczony.

TJwaga. Jezeli funkcja f(t,x) nie zachowuje w obszarze D statego zna-
ku, to problem brzegowy (1) moze nie posiada¢ w ogodle rozwigzania. Jako
przyktad rozpatrzmy rownanie rozniczkowe ze statym opoOznieniem argu-
mentu

@)= A4—@({t—1)], dla 0< t< 2
®(t) dla —l<t< 0.

Stosujagc metode krokéw znajdziemy rozwigzanie tego réwnania
1 dla —13%4~ 0
cp(t) 3At + 1 dla (KtsSU
_!;.2t2+3A(i+A)t—2—A2+I dla I<t< 2

skad wynika, ze
PR) ———AR+ 6A+1

tatwo teraz zauwazy¢, ze warunek postaci @(2) = ip gdzie §> 7 nie
moze by¢ spetniony dla zadnej wartosci A warunek @(2) = 7 jest spet-
niony dla jednej wartosci tego parametru, za$ warunek typu @(2) = 1,
przy < 7 jest spetniony dla dwu wartosci parametru A

3

Dla zbadania zalezno$ci rozwigzania zadania brzegowego (1) od para-
metru Aoraz jednoznacznoS$ci tego rozwigzania, rozwazmy dwa réwnania
rézniczkowe z opdznionym argumentem

(18) Vi) = h 1 fi(t, g (t—s))dsrj (t,s) dlat(< 0,a>

0
c(i (t) = co; (t) dla t~ 0, i= 12

i przyjmijmy, ze funkcje f; (t,x) sa ciggte w obszarze D, za$ funkcje r;(t, s)
oraz o (t) spetniajg odpowiednie zatozenia 3 oraz 5 (str. 107), i = 1,2. Za-

t6zmy ponadto, ze dla kazdej pary (t, x) i (t,x) punktow obszaru D za-
chodzi nier6wnos¢

(19) Ifi (t,x) — f2(t,x)I<W (t,|]x—xlI)



gdzie funkcja " (t,y) jest ciagta, nieujemna w obszarze D+ i niemalejaca
ze wzgledu na zmienng v.

Zatdzmy, ze funkcje ob(t) = cpi (t, A) i tp2(t) = q2(t, 12 sa rozwigzania-
mi odpowiednich rownan (18) i oznaczmy

= |
M = max {stgg w2 (t)1, Juax, I(p2(1)'},
K = max If2(t,x)| w prostokacie P {0~ t*"a,ix[*M },
Y =I*i—h\ KVa,
X)) = IAXK V [rj (t,s) —r2(t,s)] dla ti< 0,a>,
s=0
= tsg(g) l<i(t) —w2(t)|+Y,

At) = IR () — gl A) = f}u% JA.u)I, t™a,

i przyjmijmy, ze funkcja %(t) jest ciggta w przedziale < 0,a> oraz, ze
catka gorna réwnania rozniczkowego bez opd6znienia

(20) y = CW(, y)+n (t), gdzie C= IKIV

jest przedtuzalna na przedziat <0, a>.
Nietrudno teraz pokazaé, ze w przedziale < 0,a> zachodzi nierownos¢

catkowa
t

(21) A< i+ fICIF(t A(t) + z (X)] dt,

0
z ktorej, na mocy cytowanego juz twierdzenia Z. Opiala, wynika oszaco-
wanie

(22) sup |<pi (u) — f2(u)i<g(t,ri), t(< 0,a>.

Symbol g (t, t]) oznacza tu catke goérng w prawo réwnania rézniczkowe-
go (20), wychodzaca z punktu (0, r)).
Tym samym udowodniliSmy nastepujace

Twierdzenie 2. Jezeli funkcje cp;(t) s§ rozwigzaniami odpowiednich
rownan (18), funkcje fi(t,x) sa ciggte w obszarze D i spetniajg nierow-
no$¢ (19), za$ funkcje r,(t,s) i oo(t) (i= 1,2) spetniajg zatozenia 3 i 5
(str. 107), to dla t (< 0,a> zachodzi nieréwnos¢ (22).

Z twierdzenia 2 uzyskamy pewne wnioski, dotyczace jednoznacznosci
i ciggtej zaleznosSci rozwigzania (zadania Cauchy’ego dla rozpatrywanego
réwnania) od parametru.

Potézmy w tym celu w zwigzkach (18): fi (t,x) = f2(t,x) dla (t, x)iD,
ri(t,s)=r2(s) dla t(<0,a>, s*0, oj(t) = w2(t) dla t*0; wtedy
X(t) = 0, za$ n=y = KPI/-! —X)Ja.



Funkcje oo (t) i q(t) oznaczac¢ teraz bedg dwa rozwigzania tego samego
réwnania, odpowiadajgce kolejno wartosciom A i A2 parametru A Z osza-
cowania (22) wynika wprost

Whniosek 1. Jezeli sg spetnione zalozenia twierdzenia 2, g (t,0) — 0 oraz
funkcja g(t,r\) dla dostatecznie matych mzalezy w sposob ciggly od wa-
runkow poczatkowych, to rozwigzanie zadania Cauchy’ego dla rozpatry-
wanego rownania rézniczkowego, zalezy w sposob ciaggty od parametru A

Przyjmujagc w rownaniach (18): fi(t,x) = f2{t,x), ri(t,s) = r2(t,s),
wi (1) = w2(t) oraz A - A tzn. n= 0, mozemy wypowiedzie¢

Whiosek 2. Jezeli sg spetnione zatozenia twierdzenia 2 oraz g(t,0)= 0
dla i(< 0,a>, to przy ustalonej wartosci parametru A zadanie Cau-
chy’ego dla rozpatrywanego réwnania moze posiada¢ co najwyzej jedno
rozwigzanie @(t).

Zalozmy teraz, ze funkcje epi (t) i q2(t) sa rozwigzaniami zadania brze-
gowego (1), tzn.

cp\ (t) = AJ f(t,opi(t—s))dsr(t,s) dla t(< 0,a>
(23) 6

A() = o) dla t~ 0, (@) =1
oraz
(24) cp2(t) = Azc: f(t,e2(t— S)dsr(ts) dla t(<0,a>
gP(t) = o(t) dla t< 0,q2(a) = A
i przyjmijmy nastepujace zatozenia

Zatozenia Z*
1* Funkcja f(t,x) spetnia zatlozenia 1 (str. 107) i jest niemalejgca ze
wzgledu na zmienng x.
2*. Funkcje r (t,s) i @o(t) spetniajg odpowiednio zatozenia 3 i 5 (str. 107).
Udowodnimy

Twierdzenie 3. Jezeli sg spetnione zalozenia Z*, to istnieje co naj-
wyzej jedna warto$¢ parametru A dla ktorej zadanie brzegowe (1) posiada
rozwigzanie.

Przypusémy, dla dowodu niewprost, ze wystepujace w zwigzkach (23)
i (24) liczby A i AR5sg rézne, np. A< AR Wtedy, dla 0,a> bedzie

fpli() = Aj f @, <g(t—s)dsr(ts)< A ff(t qi(t—s))ds ().

0 0



[<pli(t)<X, | f i(t—s))dsr,s) dlat(< 0,a>
lcpi (t) = g2(t) = o(t) dla t< 0,

z ktorej, wobec znanego twierdzenia o nieréwnosci rézniczkowej z op06z-
nionym argumentem (v. [3], [7]), wynika silna nieréwnos¢

ga(t) < ep2(t) dla t(<0,a>.

Nieréwnos¢ ta przeczy jednak warunkowi cpi (a) = cp2(a) = r1j, co konczy
dowod twierdzenia.

Uwaga. Bez istotnych zmian zatozen i rozumowania mozna przenies¢
powyzsze twierdzenia na przypadek problemu brzegowego, typu

q/(t)

o (1)

Al f, @@E—12)dsr(ts) dla t(< 0,a>
0
o (t) dla t< 0,cp(a) = i]

Przedstawione w pracy twierdzenia uogdlniajg niektore wyniki K. Za-
wischy [6] i S. Takahashi [5], dotyczace réwnan rozniczkowych zwyczaj-
nych.
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SUR UN PROBLEME AUX LIMITES
POUR L’EQUATION diffErentielle A ARGUMENT retardE

resume

Considierons Teguation differentielle a argument retarde

1) gp'(t) = Aj f(t, g (t —s))dsr(t:s), pour
0

et la condition aux limites
2 @(t) = o(t) pour t*O, ®() = {

ou a(a> 0) et r)sont des constantes et Aest un parametre.
La fonction f (t,x) est definie et continue dans le domaine D (0 *51 g,
— 00-<x<C+ 00) et satisfait pour tout point du domaine Da Pimegalite
/ (t,x), 0< m = const. De plus / (t, x)» (t,].x]), (t,x) (D, ou la fonc-
tion $(t, y) est continue et non negative dans la domaine D+{0"t"a,
y~0O}, non decroissante par rapport a la variable y et telle, que toutes
les integrales superieures de l’equation differentielle sans retard y' =
= k$(t.y) k —const, sont prolongeables a I’intervalle <0, a>.
La fonction initiale w(t) est continue et bornee dans [I’intervaile
(—o00,0>. Le noyau r(t,s) est une fonction definie pour 0,a>. et
0 et telle (v. p. ex. [1]), que Tintegrale de Stieltjes

0@ =jf (t @(t—s)dsr(ts)
0

est continue dans l’intervalle <0, ai>. La variation

v(t) =V r(t,s)
s~ 0

satisfait aux incégalites pour t( 0,a> (q et V sont
des constantes).

Dans ces hypotheses je dbmontre qu’il existe au moins une valeur du
parametre A pour laquelle le probleme (1) — (2) admet au moins une
solution.

Dans la seconde partie de la presente note j’etablis des conditions suf-
fisantes pour l'unicit¢ de la solution du probleme (1) — (2).

Oddano do Redakcji 2. VIII. 1965






K. ZIMA

EFEKTYWNE ROZWIAZANIA
NIEKTORYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH
Z FUNKCYJIJNYM ARGUMENTEM

W pracy niniejszej podane zostang pewne twierdzenia dotyczace struk-
tury catki ogdlnej niektérych liniowych rownan r6zniczkowych pierw-
szego i drugiego rzedu o funkcyjnym argumencie.

1. Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu

Niech a(t) i 8(() bedg dwoma funkcjami ciggtymi w przedziale < 0, T),
T~ o0. Bedziemy zaktadac, ze 8(t) O oraz 8(t) (< O, T) gdy t6< 0O, T).
Rozwaza¢ bedziemy nastepujgcy problem Cauchy’ego

X'(t) = a(t)ex (8(t) dla ti< 0,T),
n x (0) = a.

W zaleznos$ci od funkcji 8(t), rownanie (1) moze przedstawiaé¢ rownanie
rézniczkowe z op6znionym argumentem, réwnanie z wyprzedzeniem,
robwnanie typu mieszanego, zwyczajne réwnanie rézniczkowe itp.

W odniesieniu do rownania (1) wazng role bedzie odgrywat nastepujacy
szereg funkcyjny

~ t t
2) £(t1) — 1+ a; (t), gdzie ak(t) = fa(s)ds, ai+l(t) = fa(s)=a;(8(s)) ds.
i=1 0 0

Szereg (2) jest zawsze zbiezny w punkcie t = 0. Zaleznie za$ od zespotu
funkcji a(t) i 8(t) moze by¢ zbiezny w szerszym lub wezszym podprze-
dziale przedziatu < 0, T).

Udowodnimy obecnie pewne twierdzenie dotyczace zwigzku szeregu (2)
z problemem (1). Przyjmijmy w tym celu, ze istnieje liczba A, 0< AT,
taka, ze 8(t)(< 0,8 (A)), gdy t6<0, A). Niech dalej A*= max (A,8(A)).
(Oczywiscie A*= oo gdy A = 00).



Twierdzenie 1. Jesli szereg (2) jest jednostajnie zbiezny w prze-
dziale < 0, A*) (wzglednie niemal jednostajnie zbiezny w przedziale
<0,00) gdy A*= o0) to funkcja

3) Xx()=x () ea=as[l+ Va;(t)]
i—

jest rozwigzaniem problemu (1) w przedziale < 0, A).

Dowdd. Rézniczkujgc szereg (3) formalnie, wyraz po wyrazie, otrzy-
mujemy

4 @l+J mi@®)=a*Xa,t)=aca()[Lm Vo, 5W))]
i=1 i—1 i=1

Otrzymany szereg pochodnych jest — w mys$l zalozenia — zbiezny dla
tych wartosci t, dla ktorych 5() i< 0, A¥), tzn. dlaté< 0A). W tym
przedziale rézniczkowanie szeregu (3) wyraz po wyraziejestdozwolone
i wobec tego dla t (<0, A) ma miejsce réwnos¢ (4). Oznacza to, ze funk-
cja (3) jest rozwigzaniem problemu (1) w przedziale < 0, A), bowiem procz
réwnosci (4) mamy jeszcze a, (0)= 0, i= 1,2,3,... i stagd x (0)= a1+

Hflifo)) = a
i=I

Przypadki, gdy szereg (2) jest zbiezny niemal jednostajnie. W tym
miejscu przyjmiemy, ze funkcje a(t) i 5(t) sg okreslone i ciggle w prze-
dziale < 0, 00).

Jesli funkcja 8 (t) spetnia nieré6wnos¢ 8 (t)"t (tzn., ze ré6wnanie (1) jest
rownaniem z opdéznionym argumentem), wdwczas szereg (2) jest jedno-
stajnie zbiezny w kazdym domknietym przedziale <0, T>.

Niech bowiem M = <rTO1arx> la (). Wtedy |aj ()l ML, |a2(t)l 2¥amt22!,...,

Ich ()i  Mtn/n\ dla tE<0, T>. Z otrzymanych oszacowan wynika jed-
nostajna zbiezno$¢ szeregu (2) w przedziale < 0, T>.
t

W szczegdlnosci, jesli 8(t) = t, a, (t) = | fa(s)dsjln! ((3), str. 73), a stad

0
t

X (t) —a *exp (| a(s) dsj, co zgadza sie ze znanym wzorem ,na rozwigzanie
6
liniowego réwnania rozniczkowego zwyczajnego.
Z odpowiednich twierdzen o jednoznacznosci wynika, ze w przypadku
gdy 8(t)$~t, funkcja x (t) wyrazona wzorem (3) jest jedynym rozwigza-
niem poblemu (1).



Przyktady. Przyktad 1 Dla rdwnania r6zniczkowego x'(t)—e I,x (21),
t (< 0,00), z warunkiem poczatkowym x (0) = a, rozwigzaniem w prze-

dziale < 0, 00) jest funkcja x () =a 1—e ‘+g*e 3t— 3 ye T+

p~15t..

-
N 37915
Przyktad 2 Rozwigzaniem rdwnania x'(t) —tnex (tk), x (0) —a

w przedziale < 0,1  jest funkcja

| £n An+l) (k+ 1) An+l) [fe3+ k+1]
+ 12+ T+ 1In + D20+ 1)~+ (n+ 1 (k+ D[k2+ k+ 1] +
f(n-rl)[k.3+/c2+k+1]
(n+ 14k+ 1) (k2+ k+ 1) (k3+ k2+ k+ 1) *
[ )*Qi-I (k)
% (n+ D*n*-i Qs (k)
+ kr2+ ...+ k+ 1

+ o

, gdzie QO(k) —1, Qr(k) —kr+ kr x-

Przyktad 3 Wezmy pod uwage réwnanie x'(t) —x (2t), x (0) —a.
W tym przypadku szereg (2) ma postac

F(*)-«[»+ «+ T Tj-«'+ |, + + <*+ 4+ R4 om

Powyzszy szereg jest zbiezny jedynie dla t = 0. Nie oznacza to jednak,
ze rownanie w przyktadzie 3 nie posiada w ogodlne rozwigzania. Blizej te
kwestie wyjasni ponizszy przyktad:

Przyktad 4. JeSli dla réwnania x'(t) = x (t+ yj> x (0) = 0 rozpisze-

my szereg (3) to otrzymamy funkcje identycznie rowng zeru w przedziale
< 0,00); ktora jest trywialnym rozwigzaniem réwnania w przyktadzie
czwartym. Innym rozwigzaniem tegoz réwnania jest funkcja x (t) = sint,
ktorego to rozwigzania nie da sie uzyskaé na podstawie podanego tu wzo-
ru (3). Ostatnie dwa rownania sg tzw. rOwnaniami z wyprzedzajagcym
argumentem. W stosunku do takich rownan niewiele wiadomo na temat
istnienia rozwigzania i nie ma twierdzen o absolutnej jednoznacznosci.

Znane dotychczas twierdzenia o jednoznacznosci (1), (2), wymagaja sto-
sunkowo mocnych zatoze odnos$nie réwnania z przysSpieszeniem i gwa-
rantujg jednoznaczno$¢ rozwigzania w pewnej, specyficznej dla danego
réwnania klasie funkcji. Twierdzenia te gwarantujg jednoczesnie istnie-
nie rozwigzania. Zatozenia wzmiankowanych wyzej twierdzen spetnia np.



rownanie w przyktadzie 1i dlatego mozemy twierdzi¢, ze otrzymane przez
nas rozwigzanie jest jedyne w klasie funkcji podwyktadniczych, spetnia-
jacych nieréwnos¢ \x (t)i™ exp (k » e~l), gdzie k jest pewng stata.

Niejednorodne rownanie rézniczkowe. Wezmy pod uwage réwnanie

IX'(t)= o) exBM®)+b (1), t(< 0,T)
A |x (0) = a.
Zaktadamy, ze funkcje a(t), 8(t) i b(t) sg ciggte w przedziale < 0, T)

a ponadto 8(t)~0. Jesli w oparciu o funkcje o(t), 8(t) i b (t) zbudujemy
nastepujacy szereg.

6) X(t) = y~b; (t), gdzie bj (t) = fb(s)ds, bi+(t)= ja(s)*b;(8(s)) ds
i=i o b

to szereg ten jest formalnym, szczegdlnym rozwigzaniem réwnania (5),
tzn. w stosunku do tego szeregu jest stuszne analogiczne twierdzenie do
twierdzenia 1. tatwo stwierdzi¢, ze gdy 8(t)"t, wodwczas szereg (6)
jest zbiezny niemal jednostajnie. W szczegdlnosci, gdy 8(t) = t, x (t) =
t t S
=exp(la(s)ds)-1Db(s) cexp (— j a(u) du) ds.
o) b o)
Catka ogdblng réwnania (5) jest suma funkcji x(t) i x (t) gdzie ot{t) jest
rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego, za$ x (t) szczeg6lng catka
petnego rownania (5).

2. Rdwnanie rézniczkowe drugiego rzedu

Zajmiemy sie teraz rownaniem rozniczkowym postaci
(7 X"(t) = a(t)-x(b (t))+ b (t), a(t),8(t) i b(t) ciagte dla t (< 0, T)

oraz 8(t)~ 0, z warunkiem poczatkowym x (0) = a, x'(0) = £
Zanim podamy formalne rozwigzanie problemu Cauchy’ego (7) przy
dowolnej funkcji 8(t), zajmiemy sie krétko przypadkiem, gdy 8(t) = t.
Niech q(t) bedzie dowolng funkcja ciagta w przedziale < 0, T). Okresli-
my pewne operacje dziatajagce na funkcje @(t), a mianowicie

®) 7 (pdi £ Ith(S) ds, mopdf- a () (),
b

gdzie a (t) jest funkcjg wystepujacg w rownaniu (7).



Okreslmy z kolei nastepujgce trzy funkcje

z0(t)= I+ Pa+PmPa+PmPmPa+ ...
Zi(t) = Pa+ PmPa+PmPa+PmPmPa+PmPmPa+ PmPmPa+ ...
z2(t) = Pb+PmPb+PmPmPb + ...

tatwo sprawdzi¢, ze rozwigzaniem problemu (7) w przedziale 0, T
jest funkcja

) x ()= (a+ Pt) »z0(t) — 2P « Zi(t)+z2(1).

Szeregi okreslajace funkcje zO0(t), z1(t) i z2(t) sa niemal jednostajnie
zbiezne i mozna je dwukrotnie rozniczkowa¢ wyraz po wyrazie. Précz
tego, funkcja z2(t) spetnia rownanie (7) i z2(0) = z'2(0) = 0. Funkcja z0(t)
spetnia réwnanie jednorodne i warunek z0(0) = 1,z'0(0) = 0. Wreszcie
funkcja zx(t) czyni zado$¢ tozsamosci rézniczkowej

2 W= 20+ o(t) *zi (%), Zi(0) = z'i (0) = 0.

Z tych wiasnosci funkcji z0(t), zx(t) i z2(t) mozna wywnioskowac, ze
rozwigzaniem problemu (7) jest funkcja okreslona wzorem (9).

Przyktad 5 Dla rownania x"(t) =t ex (f) + ta funkcje zO(t), Z (t)
i z2(t) przedstawiajg sie nastepujgco

2-3-5-6 12-3-5-6-8-9

100t10 1380 t it
10! 13!

ta+S
22(t)  (a+1) @+ 2)

Funkcje x(t) okre$long wzorem (9), a bedaca rozwigzaniem problemu
(7) mozna zapisa¢ inaczej, a mianowicie

@o) X (1) = azO0(t)+ P (t *z0{t) — 2 « Zj (1)) + z2(%).

Z zapisu (10) tatwo wyciagna¢ wnioski dotyczace istnienia rozwigzania
problemu brzegowego dla réwnania (7). Istotnie, jesli dla jakiego$ a liczba
a-Zo(a)—2-"1(0) 7™ 0, to réwnanie x(a) = azQ@a)+ P(a*z0(a)— 2 Zj(a)) + z2(a)
ma doktadnie jedno rozwigzanie na P, a to oznacza, ze z punktu (0,a) moz-
na poprowadzi¢ doktadnie jedng catke (pod katem P*= arctg P), przecho-
dzgca przez punkt (a,x (a)). Np. odnosnie rownania w przyktadzie 5 jest



widoczne, ze dla a= 11z20(1)—2*Zi(l)>0. Stad wniosek, ze z kazdego
punktu osi t = 0 mozna poprowadzi¢ catke rownania 5 docierajacg do do-
wolnie wybranego punktu na osi t= 1

Réwnanie drugiego rzedu z funkcyjnym argumentem. Zajmiemy sie
teraz rownaniem postaci

[x"(t) = a(t) *x G () + b(t), tC< 0,T),
(V) Ix (0) = a, x'(0) = p.
O funkcjach a(t), 8(t) i b (t) zaktadamy, ze sg ciggte w przedziale < 0,T)
oraz funkcja 8 (t) jest r6zniczkowalna i nieujemna.

Formalnym rozwigzaniem problemu (11) jest funkcja nastepujaca
(12) X ()= a-z0(t) + Gezj (t) + id (), gdzie

2() = 1+ f2a+72mp72a+ 72np72mp72a+ . ..
*2 (1) “ Pb+PmpP-b+PmpPmpPb + ...
zZi () = t+8(t) 722+ 8! (t) PmpPa +b2(t) PmpPmpPa + ...
— [72mj7a+ Im}Pa + PmplrriiPa+ 72np72m Ira+ Im2PmpPa +
+Pm2mpPa+ ...]

Litera 7 oznacza operacje catkowania, m — operacje mnozenia przez
funkcje a(t), p — operacje podstawienia w miejsce t liczby 5(t) za$§ mk
oznacza mnozenie przez funkcje 8\(t), gdzie bk(t) = 8{... 8[8()]}, (k —
krotna iterata funkcji 8 (t)).

Odnosnie formalnego rozwigzania (12) mozna udowodni¢ analogiczne
twierdzenie do twierdzenia 1, a mianowicie

Twierdzenie 2. Niech dlati< 0,A) 8(t) £< 0, 8(A)). Niech
dalej A* = max (A, 8 (A)). Jesli szeregi z0(t), zi (t) i z2(t) sq zbiezne jedno-
stajnie w przedziale < 0, A*) to funkcja (12) jest rozwigzaniem problemu
(11) w przedziale <0, A).

Dowod twierdzenia 2 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.

Szeregi okreslajgce funkcje zO(t), z1(t) i z2(t) sq zbiezne niemal jedno-
stajnie, gdy 8(t)"t. tzn. gdy réwnanie (11) jest rGwnaniem z op6znionym
argumentem. Wowczas w kazdym ograniczonym przedziale <0.T*>
mozna uzyska¢ oszacowania

la(t)I<M, 18(t)|<K, a stad |8, (t)i< K\



Mozna wiec funkcje z0(t), 1Y(t) i z2(t), a $cislej mOwiac szeregi te funk-
cje okreSlajgce zmajoryzowa¢ zbieznymi szeregami wyktadniczymi.
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rEsolutions effectives des certaines Equations diffErentielles
AVEC L’ARGUMENT FONCTIONNEL
K. ZIMA

RESUME

Dans cette note nous consid$rons I’Squation différentielle du premiere
ordre

1) a't)= a(®) ex BM)+b(), ti< 0,7T), x (0) = a,

et Teguation du second ordre

@ x"(t) = a(® «x GM)+b (1), x(0) = B x (0) = a

Les fonctions a(t), b (i) et 5(t) sont continues dans l’intervalle < 0, T),
T" oo, et 5(t)~ 0.

Soit | Toperateur de Integration et ma loperateur de la multiplication
par la fonction a (t), c’est — a-dire

t
13>= f @(s), msp= o(t) *p(H)

0

Définisons les fonctions x0(t), x Y(t), comme suit

t t
Xi®) =V D@, bj (1)=9 D (s)ds, bi+i () = ja(s) b, 5(s))ds,
i=1 6 b
t t
x0(t) =1+ ™ ai(t), ai (t) = ja(s)ds, ai+l(t) = fa(s)-a;(5(s)ds.
i=i o b

Theoreme 1. Si les fonctions x0(t) et x 1(t) sont definiSes dans l’inter-
valle < 0,8 (A)), alors la fonction x (t) = a *x0(t) + (t) est la solution
du probleme (1).



Dssignos par x0, X\ etx2les fonctions suivantes

(t) = 1+ Pa+ PmpPa+ PmpPmpPa+ ...
z2(t) = Pb+ PmpPb + PmpPmpPb + ...
zi (t) = [t+S(@)Ja+ 51(f)PmpPa+b2(t)PmpPmpPa+ ...] —
— [Pm*Pa. + Im*22a+ Pmpl2ml2a+ ...]

ou p est Toperateur de la substitution (t<=8(t)), m; — Zloperateur de la
multiplieation par la fonction S'; (t), 8;(t) = 8 (... (8 (8 (1)))).

Theoreme 2. Sous les hypotheses convenables, la fonction
z(t) = a-z0(l) + Pezx(t) + 22(t)

est la solution du probleme (2).

Oddano do Redakcji 2. VIII. 19G5



KRYSTYNA SKORNIK

POSTAC FUNKCJI LOKALNIE CALKOWALNEJ, KTOREJ m-ta
POCHODNA LOKALNA ZNIKA PRAWIE WSZEDZIE

Wiadomo, ze jezeli funkcja f (x) zmiennej punktowej x = ('8!,..£t) ma
pochodne ciggte az do rzedu m = (u% . . u,) i jezeli f(M (x) = 0, to funkcja
/ (x) daje sie przedstawi¢ w postaci

L1 fq—1

fW = g fli(x)+...+ 27 5q U>(®>
j=0 t=0

gdzie funkcja fj, jest stala wzgledem zmiennej

Dowdd tego twierdzenia mozna znalez¢ miedzy innymi w ksigzeczce J.
Mikusinskiego i R. Sikorskiego ,,The Elementary Theory of Distributions”,
na str. 46. W tejze ksigzeczce jest analogiczne twierdzenie wypowiedziane
takze dla przypadku, gdy f jest funkcjg catkowalng i pochodna /(m jest
rozumiana w sensie uogélnionym. Jednakze dowdd tam podany jest (dla
przypadku funkcji catkowalnych) niekompletny*). Celem tej pracy jest
podanie dowodu kompletnego. Okazuje sie przy tym, ze nie jest istotne
ograniczanie sie do funkcji o wartosciach rzeczywistych lub zespolonych.
Twierdzenie jest prawdziwe dla funkcji o wartosciach w dowolnej prze-
strzeni Hilberta i w tej postaci jest udowodnione w tej pracy. Zauwazmy
jeszcze, ze szczegolny przypadek, gdy wartosci funkcji sa rzeczywiste,
byt rozwazany takze przez H. Koniga w Mathematische Nachrichten 9
(1953) str. 129 -148.

Cato$¢ mojej pracy ztozona jest z trzech paragrafow. W pierwszym zo-
stata wprowadzona potrzebna w pracy symbolika i definicje. Miedzy in-
nymi podane zostaty tam definicje zbiezno$ci wedtug normy, zbieznosci
lokalnej i pochodnej lokalnej. W drugim paragrafie udowodnione zostaty
twierdzenia dotyczace funkcji lokalnie catkowalnych, ktére posiadajg po-
chodne lokalne oraz znajdujg sie tam uogoélnienia twierdzen Rolle’a i La-

*) Luka jest w dowodzie twierdzenia 28.2, na str. 45, gdyz podana na kohAcu wska-
z6wka dotyczaca przypadku, gdy funkcja f (x) jest catkowalna, nie rozwigzuje spra-
wy. Uwage na to zwrécit mi prof. J. Mikusinski.



grange’a na przestrzen g-wymiarowg dla funkcji o wartosciach rzeczy-
wistych. Twierdzenia te majg charakter pomocniczy. Twierdzenie podsta-
wowe tego paragrafu jest nastepujace:

Funkcja f lokalnie catkowalna w Rq o wartosciach w przestrzeni Hil-
berta ma m-tag pochodng lokalng réwnag zeru wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego dowolnie ustalonego h zachodzi réwnos¢

\(m, h)f— Q
dla prawie wszystkich x z Rq.

Ostatni, trzeci paragraf zostat poSwiecony postaci funkcji lokalnie cat-
kowalnej w Rq, ktdrej m-ta pochodna lokalna znika prawie wszedzie.

8. 1. Symbolika i podstawowe okreslenia

Przez Rq rozumiemy przestrzen g-wymiarowg punktéw x = (lj,..., E.
Przyjmijmy znakowanie x+y = CSi+ih,..., £,+!1?), x —y = (ii—m, m¢
lg— 19, xy = (ii T, e*+,!? Hy), gdzie y = (Hi,..., U,). Poza tym bedziemy
korzystali z oznaczenia xm = , gdzie m = (p4, ..., u,).

Oznaczmy przez Tqzbidér wszystkich permutacji ztozonych z i jedynek
i g—i zer. Na przyktad zbior T* sktada sie z szeSciu permutacji: 0011,
0101, 0110, 1001, 1010 i 1100. Poszczeg6lne permutacje nalezace do zbioru
Tqbedg odgrywaty role wyktadnika potegowego (ewentualnie wskaznika)

zmiennej x = (£i,..., |,). Na przyktad dla permutacji k = (0,1, 1,0) nale-
zacej do T™* mamy xk = = i3

Niech k = bedzie dowolnie ustalong permutacjg nalezgcg do
Tqi niech ¢ = (Yi,..., Y?) bedzie dowolnie ustalonym uktadem q liczb rze-
czywistych.

C
Symbolem V,J' oznacza¢ bedziemy funkcje okreslong w Rq za pomocg
wzoru

Vkf = f(x~~ kx + kc),

C
gdzie kx = (xxil;...,xqlq), kc = K Yi,..., z,yqg. Funkcja Vkf jest wiec
stata wzgledem tych zmiennych t-, dla ktérych x;= 1

C
Symbol V* bedziemy nazywali operatorem podstawiania.

Dla przyktadu niech k = (0,1, 1,0), ¢ = (yi, Y2, Ya, Y4), ~ = (84, li, Iz, 1);
wowczas

VI o= f (&L Y2, va ).

Niech e; oznacza punkt, ktérego i-ta wspdtrzedna jest r6wna 1, a pozo-
state 0. Jezeli wiec punkt x ma wspdétrzedne ii,..., ', to punkt x+e;X%



rézni sie od x tylko i-tg3 wspotrzedng, rowng Si+ X- Jezeli k jest permu-
tacjg nalezaca do Tf, majgcg na i-tym miejscu liczbe rdwng jeden, to za-
chodzi réwnosc

Vkf = Veif,
przy czym symbol

Ve f=f(li, eosii-i, 7i, ii +i, = i,)

przedstawia funkcje punktu, ktérego wspditrzednymi sg Ii,..., gdzie
= Yi- Analogicznie symbol

Vg Vg f dlainj

oznacza wartos¢ funkcji w punkcie, ktérego wspotrzednymi sg ii,..., i,,
przy czym = a a -= p. W dalszym ciggu zamiast symbolu Ve bedzie-
my pisali Vi. Jezeli za x wstawimy a = (ax ..., ag), to bedziemy krétko

pisali V /.
Jest widoczne, ze dla operatorow podstawiania zachodzi nastepujgca
witasnos¢: Jezeli i 77, to
P a

a p
1.2) V,Vjf= VjVif,

gdzie « a s

Poniewaz réwnos$¢ (1.1) zachodzi dla wszystkich funkcji, wiec mamy
symboliczny zapis

(1.2) Vivj 1 jVj (i=Cj),

[ ﬂ-
ktory moéwi, ze zachodzi przemienno$¢ operatoréw V, i V?+ Latwo poka-
za¢, ze dla operatoréw podstawiania stosuje sie twierdzenie o tgcznosci:
Jezeli wskazniki i, j, r, sg rézne, to

I(v, V,)fl= tv, V) (Vr)).
co mozna zapisa¢
(1.3) vz(V,Vvnl/= (VtV,)vrl.

Przyjmijmy definicje nastepujgcg
al an

(1.4) ()iVi+ ..+TIn V,)f = Hiavi/+...+T|n\7nj.

al an
Operator postaci ~ = % V/+ ...+Il,, V], gdzie Th,...,1), oraz 0,...,0,
sg liczbami rzeczywistymi, bedziemy nazywali operatorem czgstkowym.



Mozna pokaza¢, ze operatory o roznych wskaznikach sg przemienne
i taczne. Nalezy jedynie zauwazy¢, ze operator A, mozna zapisa¢ w postaci

t]
i pamieta¢ o tym, ze prawdziwa jest rownos¢ (1.2).

Niech h bedzie dang liczbg rzeczywistg r6zng od zera. Dla funkcji f (x)
jednej zmiennej przyjmujemy definicje:

ALHf = f (x+ h) —f ().

Operator A(l-h>bedziemy nazywali operatorem réznicowym rzedu 1-go
lub krétko operatorem réznicowym. Réznice f(x +h)—f (x) nazywa sie
zwykle pierwszg réznicg funkcji y = f(x). V. [5],

Przyjmujemy definicje indukcyjng

\<m,h)f = A(Lh) (A<m-Lh)f) (m = 2.3,...).
Mozna wykazaé, ze zachodzi wzér

m

f=y (—HmO(m)fx+jh).
3=0
Jezeli / jest funkcjg wielu zmiennych okreslong w Rqoraz | = (1,. . 1),

X = (in e i,), h = (Xi,..., X)), to przyjmujemy definicje

ALA) = F(x +eXi) — f(x),
Ai>f= A<hA<bxg)

Analogicznie jak dla funkcji jednej zmiennej rozszerzymy definicje
operatora réznicowego rzedu pierwszego na operator rzedu m = (Pj,..., p?).
A mianowicie

Amh) j — A(iw..) «++"g,X0)
przy czym
il
(1.5) Allrz)/ =V (— 1" ()7 (x1e;
30

Korzystajac z przyjetej symboliki i powyzszych rédwnosci mamy

(1.6) Kixi)f =y j—



Z ostatniej rownosci wynika, ze operator réznicowy jest szczegol-
nym przypadkiem operatora czgstkowego. Stad oraz z przemiennos$ci ope-
ratoréw czastkowych o réznych wskaznikach wynika, ze

AJI*T AT = AQINAITELE (@0 ).

Niech x oznacza w dalszym ciggu punkt przestrzeni g-wymiarowej:

X = (5i....... l,); podobnie h = (Xi,..., Xq). Przez j- bedziemy rozumieé

liczbe LT . Ponadto przez sgn x bedziemy rozumie¢ iloczyn TI sgn
X]| oo 1r q

Gdy wiec cho¢ jedna ze wspdtrzednych  jest rowna 0, to sgnx = 0. Gdy
wszystkie wspotrzedne  sg rdzne od zera, to sgnx ma wartosé¢ 1 lub —1
w zaleznosci od tego czy liczba wspo6trzednych ujemnych jest parzysta czy
nieparzysta. Poza tym, niech mi = mi!... #! jeSlim = (m,..., m7) i Ui,..

sg catkowite nieujemne.

Przedziatem q-wymiarowym [a, bj bedziemy nazywali iloczyn Kkarte-
zjanski q przedziatdw jednowymiarowych

[a,b] = [aj,pd X ... X [«7,PT7],
gdzie

[«;, Pi] = [Pi,«;], gdy P;< ai,

przy czym a; sa wspOitrzednymi punktu a, natomiast sg wspoOtrzednymi
punktu b.

Niech w dalszym ciagu fn i/ oznaczajg funkcje o wartosciach w prze-
strzeni Hilberta, catkowalne (lub lokalnie catkowalne) w sensie Bochnera.
Ogélnie przez |/i bedziemy rozumieli funkcje, ktérej wartos¢ w danym
punkcie jest rowna normie wartosci / w tym punkcie. Jezeli / jest funkcja
catkowalng w sensie Bochnera, to I/l jest funkcjg catkowalng w sensie
Lebesgue‘a.

Méwimy, ze cigg funkcji fn jest zbiezny wedtug normy do funkcji /,
jezeli
1.7) lim j I/, —/ldx = 0.

> Rgq

Moéwimy, ze cigg funkcji /,, jest zbiezny lokalnie do funkcji /, jezeli jest
zbiezny wedtug normy w kazdym ograniczonym przedziale P, to znaczy
jezeli

lim |

TI-*00 p

/,, —fldx = 0.




Mowimy, ze lokalnie catkowalna funkcja f ma pochodng lokalng réwna
lokalnie catkowalnej funkcji g, jezeli dla kazdego ograniczonego prze-
dziatu P

dazy do zera, gdy h-m0 i sgnh 0.

Ogo6lnie mowimy, ze lokalnie catkowalna funkcja f ma m-tg pochodng
lokalng rowng lokalnie catkowalnej funkcji o jezeli dla kazdego ograni-
czonego przedziatu P

dazy do zera, gdy h->01i sgnh” 0.

W dalszym ciggu pochodng lokalng bedziemy oznaczali symbolem DL
Mozna pokazaé, ze dla funkcji lokalnie catkowalnych, posiadajgcych po-
chodne lokalne, zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie 1.1. Jezeli / i g sg funkcjami lokalnie catkowalnymi
w Rqi posiadajg pochodne lokalne, to:
a) DL(f+g) = DLf+ DLg,
b) DI(f’g) = DLf eg+f mDlLyg,
c) DEi u+g) = D" f+Dp g
Ciag funkcji rzeczywistych catkowalnych fn bedziemy nazywali ciggiem
deltowym, jezeli:
1. Istnieje cigg liczb e,> 0, zbiezny do 0, taki ze /,, (.r) = 0 dla |x1> en;
2- M, (x)dx = 1;
3 jljin (X)lda: < M < oo.

Cigg deltowy bedziemy zawsze oznaczali przez 5n.

8§ 2. Pewne twierdzenia dotyczace funkcji lokalnie catkowalnych
posiadajgcych lokalne pochodne

Podstawowym twierdzeniem tego paragrafu jest:

Twierdzenie 2 Funkcja f lokalnie catkowalna w Rg ma m-tg po-
chodng lokalng rowng zero wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ustalo-
nego h zachodzi réwnos¢

A<m'h>f (X) = 0

dla prawie wszystkich x z lig.



Dowo6d powyzszego twierdzenia oparty bedzie na pomocniczych twier-
dzeniach 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5.

Twierdzenie 2.1. Jezeli cigg fn funkcji lokalnie catkowalnych jest
zbiezny lokalnie do /, a ciag funkcji catkowalnych gn znikajgcych poza
pewnym wspélnie ograniczonym przedziatem jest zbiezny wedtug normy
do funkcji g, to ciagg splotow f,, *g,, jest zbiezny lokalnie do f *g.

Dowod. Niech [—a, a] bedzie przedziatem, poza ktérym znikajg funkcje
ciggu gn. Wtedy
win-on —p*g\dx = jj [l (x—t) gn(t)— f(x —t) g(t)] dt\dx =
P P

= Jitfn(x 1) [gn{t) — g (t)]dt\dx + [/, (x—t) —/ (x—t)] dt\dx <

AS\9N(t) — g(H\dt j \n{x—t)\dx + ]’Ig () 1dt $\fn(x— t) — f (x— t)\dx.
-a P -a P

Niech P bedzie dowolnie ustalonym przedziatem. WeZzmy przedziat p
taki, ze dla kazdego x¢P i dla kazdego t(:[— a, a], x — tEP. Niech e be-
dzie dowolnie ustalong liczbg. Niech t bedzie dowolnie ustalonym punk-
tem z przedziatu [— a, a]. Wtedy

infn(x—t)—f(x —t)idx<g"|/n(u)—/(u)ldu<e
dla wystarczajgco duzych n. Wobec powyzszego catka
»aJ \g (t)|dtPJ‘|/n(x ) f (x Didx
dazy do zera przy Mozna zauwazy¢, ze istniejestata M taka, ze
Fj” I/, (x —t)idx< M.
Wobec tego i zbieznosci wedtug normy ciggu gn mamy
I Bn () — g{t\dt jI/,, (x— 1)]dx<M -E

Twierdzenie 2.2. Jezeli / jest funkcjg lokalnie catkowalng, to cigg
<\ *f jest lokalnie zbiezny do funkcji f.

Dowo6d. Korzystajagc z whasnosci 2° ciggu deltowego i twierdzenia Fu-
biniego otrzymujemy

i1/ *n—/-dx = j |3/ (x —t) d, (t) dt — I f (x) bn(t) dt Idx <
(2.1)
AR (— ) — /(] 5, (DId] dx< 315, () \dt S\F(x — ) —/ () ldx.



Ale j if (x—1t) —/ (a)ida; dazy do zera dla it|-> 0. Wobec tego dla kazdego
p

s> 0 istnieje 5> 0, ze catka po prawej stronie (2.1) jest mniejsza od s dla
|t|< 8 Wobec witasnosci 1° ciggu 5, wyrazenie (2.1) staje sie mniejsze od e,
gdy n jest tak duze, ze 8,(t) = 0dla It|> 8.

tatwo wykazaé, ze: Jezeli f jest funkcjg lokalnie catkowalng w Rg, to
(2.2) (A(m'h>f)*bn =

gdzie h = (xIt..., xg), m = (m,..., m".

Dla uproszczenia wypowiedzi dalszych twierdzen wprowadzimy dodat-
kowe okreslenia i oznaczenia.

Przez pochodng rzedu m bedziemy rozumieli kazdg pochodng postaci

§im! f

gdzie m —(i,..., p,), [ml=Pi+...+P, a
(2.3) ilti2  ,i\m\

jest pewnym uktadem \m\ liczb o warto$ciach 1,..., g, przy czym m ozna-
cza ilos¢ jedynek wystepujacych w uktadzie (2.3), p2 oznacza ilos¢ liczb 2
wystepujacych w uktadzie (2.3) i tak dalej.

Funkcja f jest klasy CMw [a,b] (m = (m,..., p?), jezeli wszystkie po-
chodne rzedu m istniejg w (a,b) i sag rownowazne z funkcjami ciggtymi
w [a,b]

Wiadomo, ze jezeli funkcja f jest klasy Cm i dwie pochodne mieszane
rzedu m réznig sie tylko kolejnoscig rozniczkowania, to pochodne te sg
réwne. V. [4]. Innymi stowy, w klasie Cm istnieje tylko jedna pochodna
rzedu m; bedziemy ja krétko oznaczali symbolem Dmf.

Pochodng rzedu m mozna tez zdefiniowac indukcyjnie wzorami

D°f = f,
DOn+epl = (Dmfyet) = 1,.. @);

gdzie m = (mi,. . p,).
Uwaga. Mozna pokazaé, ze operator rézniczkowy Dmei jest przemienny
zar6wno z operatorem podstawiania Vy jak i z operatorem rdznicowym
przy zatozeniu, ze

W dowodzie lematu 2.1 bedziemy korzystali z nastepujacego twierdze-
nia W. Sierpiiskiego:



Jezeli funkcja /(x) okreslona w R1i o wartosciach rzeczywistych po-
siada w przedziale [x,x+mli] ciagta pochodng rzedu (m-1)-go, a wewnatrz
tego przedziatu pochodng rzedu m-tego, to zachodzi

x-\-Qmh
Aim ,h)f = hm y £)m A

gdzie 0< Q< 1, ax i h dwie dowolnie ustalone liczby rzeczywiste. V. [5].

Lemat 2.1. Jezeli funkcja / o wartosciach rzeczywistych jest klasy Cm

w [x,x + mh], gdzie rrih = (M X)(m>0ih” 0),za$ x i hto dwa
dowolnie ustalone punkty przestrzeni Rq oraz
(2.4) f=aQ

Yy
to w przedziale [x, x+ mh] istnieje punkt y, dla ktdrego V Dmf = 0.

DowoOd. Bez straty dla ogdlnosci dowodu przyjmiemy x = 0 i h —1.
Wtedy zalozenie (2.4) jest postaci

V A(mnf = 0,

a funkcja f jest klasy Cm w przedziale [0,m], Na podstawie twierdzenia
W. Sierpinskiego mamy prawdziwos$¢ tematu 2.1 w przypadku q= 1
Twierdzenie bedzie udowodnione przez indukcje, jezeli z zalozenia, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla (q— I)-wymiarow wynika, ze jest praw-
dziwe dla g-wymiarow. Przyjmujemy to zatozenie.

Jezeli x = (il(..., £0), to niech x oznacza punkt przestrzeni (q— I)-wy-
miarowej, powstaly przez skreslenie ostatniej wspdirzednej punktu x;
a wiec x = (£1;..., 5%i). Wypiszmy jeszcze skroty wynikajgce z przyjetej
poprzednio symboliki:

A(mh) = A alay

Am, h) = oy AQul_i,y.q-i)

Wtedy Aamh'f = A’ I>A(lg’W f.
0

Funkcja g = f jest funkcjg zmiennej x i jest klasy Cm w prze-
dziale [0, m], Poza tym = o. Na podstawie zatozenia indukcyjnego

istnieje punkt yi [0, m], dla ktérego \)f Dfng = 0. Ale

V Dmg= VvV DmVq f= VvqgzlgQ)Vv Dm/

y
zgodnie z uwagg na stronie 134. Piszagc wiec @—V Dmf



mamy Vq i(0d _ Q

gdzie o jest funkcjg zmiennej rzeczywistej £q i klasy C q w przedziale
[O, Mg Zatem istnieje takie T?t [O ¥], ze

VgDlgp= 0O

czyli
N

y
Vg DcoV Dmf=0.

Stad i na podstawie uwagi odnosnie operatoré6w Dmei i V; ze strony 134
mamy
\y {//Q Dm Qf=0
CO oznacza, ze
V Dmf= 0

przy czym y = (y,n?) a m = (m,p,).
Korzystajac z powyzszego lematu udowodnimy

Lemat 2. 2. Jezeli funkcja / o wartosciach rzeczywistych jest klasy Cm
w przedziale [x,x +mh], przy czym x i h to dwa dowolnie ustalone punk-
ty przestrzeni Eq, to w przedziale [x, x+mh] istnieje punkt y, dla ktérego

N Dmf= py A

Dowdd. Lemat jest prawdziwy w przypadku, gdy f (t) = tm = o
wtedy bowiem Dmf = ml i Afrah>/ = —- Adm-h)tm =
i - il ty>---(1 !
-/jhi> Qt--... .= ml.
Yy 1 Q yplee )t

Jezeli f jest dowolng funkcjg spetniajgcg zatozenia powyzszego twier-

dzenia, to funkcja .

m!

gdzie X=-~-Acmh)f — spetnia zatozenia lematu 2.1. Wobec tego w prze-

y
dziale [x,x+mh] istnieje punkt y dla ktérego \r}v Dmg = 0, czyli V Dmf =
= A Zatem
VvV D"f= 1.
Y 1 hm J
a to nalezatlo wykazac.



Uwaga. Lemat mozna by uogdIni¢ w ten sposéb, zeby twierdzenie W.
Sierpinskiego byto jego szczegblnym przypadkiem.

Twierdzenie 2.3. Jezeli funkcja f o wartosciach rzeczywistych jest
klasy Cm w catej przestrzeni, to ma m-tg pochodng lokalng i pochodna ta
jest rowna

Dmf.

Dowdd. Nalezy wykazaé, ze Dmf = D f to znaczy, ze dla kazdego ogra-
niczonego przedziatu P catka

p

dazy do zera, gdy h-+0 i sgn h9=0. Wobec lematu 2.2 istnieje punkt
y £[x,x+h], dla ktdrego

Poniewaz funkcja Dmf jest jednostajnie ciggta w kazdym przedziale
ograniczonym, wiec dla kazdej liczby s> 0 istnieje taka liczba dodatnia
£><1, ze dla xiP jest

——AmNj—Dmjl__ |4+ j—omjl< gdla < o< 1.

Stad

P
a to nalezato wykazac.

Twierdzenie 2.4. Jezeli funkcja g o wartosciach rzeczywistych,
klasy Cm jest poza pewnym ograniczonym przedziatem tozsamosciowo
réwna zeru, a funkcja f o wartosciach rzeczywistych jest lokalnie catko-
walna w RQ to funkcja F = f*g jest takze klasy Cm i zachodzi ré6wnos¢

Dm (f*9) = f*Dmg.

Dowdd. Najpierw sprawdzimy stuszno$¢ twierdzenia w przypadku
m = 0. Poniewaz iloczyn f(t) eg(x—t) jest catkowalny, wiec splot
F —f*g jest okreSlony dla kazdego x. Ponadto mamy nieréwnos$¢

\F(x) — F(xOQ\s™ 11/ () 1 \g (x —t) — g (x0O— t) \dt.

Ale wyrazenie Ig (x —1)— g (x0— 1)| jest rowne zeru poza pewnym ogra-
niczonym przedziatem [—a, a] (dobranym w zaleznosci od punktu x) i wo-



bec jednostajnej ciggtosci g staje sie mniejsze od dowolnie zadanej liczby
£> 0, gdy \x—xO0\ jest mniejsze od odpowiednio dobranej liczby S>0.
Zatem

a
\F(x) —F (xa)1re | l/(t)ldtdla \x — x0I<8.
—a

Oznacza to, ze
lim F(X) = F(x,),

xX->xQ

czyli splot f*g jest funkcjg ciaggta.

Udowodnimy stuszno$¢ twierdzenia dla pochodnej czgstkowej rzedu e;.
Rozwazana pochodna czastkowa jest w punkcie x réwna granicy wyra-
zenia

p(k) — — A<xke)J g(x—t) «f()dt — ~ | ghx —t) </ (t) dt

dla k=0, sgnk7-0 i |ki<l. Na podstawie lematu 2.2

<P(fc) = j V Deig </ (1) dt,
gdzie y £ [x, x+ e;k], Wobec tego

I<P(k)— /*,Dftgr|=|j V Deigr « f(t)dt — /f(t) » Deig(x — )] dt <
-t
=% |V Deig— Deig (x— 1) 1 I/ (t) |dt.

Ale wyrazenie \</4Deig—Deig{x—t) jest réwne zeru poza pewnym
ograniczonym przedziatem a t< b (dobranym w zalezno$ci od punktu
X) i wobec jednostajnej ciggtosci Deig staje sie mniejsze od dowolnie za-
danej liczby £>0, gdy k jest bezwzglednie mniejsze od odpowiednio do-
branej liczby 8> 0. Zatem

b
|cp(k) —/*Deig|<e « fl/(t)Idt dla |k|<8.

a
Oznacza to, ze Ilgngo [ff (k) —f*Deig] = 0. Czyli Dei(f*g) = f*Deig

i wobec dowodu twierdzenia dla m = 0 splot f*Detg jest funkcjg ciggta.

Dla pochodnej rzedu m prawdziwo$¢ twierdzenia dowodzi sie induk-
cyjnie.

Twierdzenie 2.5. Jezeli f jest funkcjg lokalnie catkowalng w RQ
i ma m-tg pochodng lokalng D"/, a g jest funkcjg mierzalng, ograniczong



i 0 no$niku ograniczonym, wtedy splot f *g jest klasy Cm, przy czym za-
chodzi zwigzek

(2.5) Dm(f*g) = (D™f)*g.

Dowo6d. W przypadku m = 0 twierdzenie jest prawdziwe na podstawie
twierdzenia podanego w [3], str. 55—58.

Udowodnimy stusznos$¢ twierdzenia dla pochodnej czastkowej rzedu e,.
Niech k —j*g i \g\<.M. Wtedy

(2.6) ~ i”I'hei)k— (Dleif)*g= ( --J- AW)k —D"f g(x — t)dt.

Niech (a,b) bedzie jakim$ ograniczonym przedziatem i niech Q bedzie
liczbg dodatnig takg, ze g(x) = 0 dla |x|> g Wtedy g(x—t) = 0 dla
x¢(@b)itf(a—e,b+p). Wiec modut (2.6) jest mniejszy lub réwny

M

a-

Poniewaz D”if jest lokalng pochodng funkcji /, wiec ostatnia catka
dazy do zera, gdy h-> 0. Jest to dowod niemal jednostajnej zbieznosci

j *(t*«) do (Dp f)*g,

skad wynika, ze (D”if)*g jest funkcja ciagta i rowna sie Dlei (f *g).
Ogolnie dla pochodnej rzedu m twierdzenie jest prawdziwe na podsta-
wie indukcji matematycznej.
W ten sposob zostaty udowodnione lub przytoczone wszystkie twier-
dzenia pomocnicze potrzebne do dowodu twierdzenia 2. Przystapmy wiec
do dowodu tego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Funkcja f lokalnie catkowalna w Rgq ma m-tg po-
chodng lokalna réwng zero wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego dowol-
nie ustalonego h zachodzi réwnosé

dla prawie wszystkich x z Rq, przy czym m = (uj,..., n,), h = (Xi,..., X)
ix =

Dowod. Udowodnimy najpierw stuszno$¢ twierdzenia w przypadku, gdy
funkcja f przyjmuje wartosci rzeczywiste.



Jezeli Adm>h>t jest funkcjg zerowg, to f jest takze funkcjg ze-
rowg. Wobec tego

lim 1 — j dx (sgnn 0)
h->0

jest takze funkcjg zerowg. Oznacza to, ze zero jest m-tg pochodng lokalng
funkcji /.

Przyjmijmy teraz, ze funkcja / ma m-tag pochodng lokalng réwng zeru
i sgn h =2=0. Niech funkcje ciggu deltowego 5, nalezg do klasy C™ Wtedy
funkcje

(2.7) = f*8g,

sg wobec twierdzenia 2.4 takze klasy Cm. Na podstawie lematu 2.2 istnieje
punkt yi [x, x+mh], dla ktérego zachodzi réwnosc

(2.8) V. Dm “pn = ~ cpn.

Na podstawie twierdzenia 2.5, réwnosci (2.7) i zatozenia mamy

Dm~ = Dmtf(an)= (Dmf)*~ = 0.

Stad i z rownosci (2.8) wynika, ze
(2.9) A(mh)qn = 0.

Korzystajgc ze wzoru (2.2) otrzymujemy

(2.10) tp, = \ srth>(/ *S,) = (Axm™>f) *bn.
Na podstawie twierdzenia 2.2 cigg (A(m-h>f) *8n dgzy lokalnie do f.
Stad, z réwnosci (2.9) i (2.10) wynika, ze = 0 dla prawie wszyst-

kich x i kazdego dowolnie ustalonego h.

Rozwazmy przypadek, gdy funkcja / ma wartosci w przestrzeni Hilberta.

Jezeli Adm'h>f jest funkcjg zerowg, to dowod jest analogiczny jak w przy-
padku funkcji o warto$ciach rzeczywistych.

Jezeli D'nf = 0 za$ an jest dowolnym elementem bazy w przestrzeni
Hilberta, to takze DLf (x) ean= 0 (w sensie iloczynu skalarnego). Ale
funkcja

Fn(x) = an"f(x)
jest funkcja o wartosciach rzeczywistych, wiec z pierwszej czesci dowodu

wynika, ze
A(m,n)F, (x)y= 0

— 140 —



dla kazdego dowolnie ustalonego h i dla prawie wszystkich x z Rg. Zatem
an'f(x) =0

dla x i Z, miary 0 i dla dowolnego elementu an bazy. Poniewaz baza jest
przeliczalna, wiec

(2.11) Aarch>a,,- f(x) = 0

-dlai(Z miary 0, przy czym Z = U Zn miary 0. Z (2.11) wynika, ze

a,,-A<m’h)f (x) = 0 dla xiZ miary O

Poniewaz ostatnia rownos¢ zachodzi dla wszystkich elementéw bazy,
wiec
= 0 dla Z miary O.

Ozpacza to, ze dla kazdego dowolnie ustalonego h
Am’Vf(x) = 0

poza zbiorem Z miary zero.

8 3. Posta¢ funkcji lokalnie catkowalnej, ktérej m-ta pochodna lokalna
znika prawie wszedzie

Niech ii,. . iaoznacza uktad a liczb wybranych sposréd q pierwszych
liczb naturalnych i niech k = (ki,...,kq) bedzie takim uktadem, ze k,=1I,
gdy 1= 1! .../iaoraz K, = 0, gdy i * h ,.. .jia

C
Symbolem ff (t)atK bedziemy oznaczali patke wielokrotng, w ktorej
0 .
catkowanie odbywa sie raz wzgledem kazdej ze zmiennych tj ... ,XId od-
powiednio w granicach od 0 do ..., yia co mozna zapisa¢ wzorem:

£ATj0 21 f(t)dnia
B 0 0

przy czym t = (t1;...,t,), ¢ = (Yi,..., yo.
Niech dany bedzie uktad liczb rzeczywistych Yi,;, gdzie i= 1,..., g,
j —1,...,U. Liczb tych jest mi+ ...+pg. Oznaczmy ten ukiad literg c.
Jezeli a = (ul?..., at)), gdzie jest liczbg naturalng spetniajgcg nierow-
nosé to przez carozumiemy cu= (YIi,. . Ygag)»



Twierdzenie 3. Jezeli funkcja F (x) jest ciggta w Rq i spetnia row-
nos¢
\(m,h)F (x) = 0 dla h,xERv

oraz o
V;F—0dlai=1,..,q,

to dla kazdego uktadu punktow statych ca= (Yi,» ,me 1q,,Q (Tiv i= §
dla i77j) zachodzi

N —i i \ i Ca
3) F(X)= ~ 2. L (-1)MAen,, +

I~irg ket9 O”a“m-1 O”bs m-I
dla x ( Rq,
przy czym 0= = = la sa

odpowiednio dobranymi statymi a symbol T9 byt zdefiniowany na stro-
nie 128. (Jezeli we wzorze (3) jest M= 0 dla pewnego j, to odpowiednig
sume nalezy zastgpi¢ przez 0).

W dowodzie powyzszego twierdzenia wykorzystamy pewne twierdzenie
Angheluta, ktérego dowdd mozna znalez¢ w pracy T. Angheluta: Sur une
¢auation fonctionnelle caractérisant les polynémes. V. [1]. Twierdzenie
Angheluta: Jezeli funkcja / o warto$ciach rzeczywistych jest ciggta w R1i

A(m+1l,h)f = o

zachodzi dla dowolnego statego h i punktu x, to funkcja f jest wielomia-
nem stopnia co najwyzej m-tego.

Pokazemy stuszno$¢ twierdzenia Angheluta w przypadku funkcji f
o wartosSciach w przestrzeni Hilberta. Niech Gn(x) = ane<f (x) (w sensie
iloczynu skalarnego), przy czym f(x) ma wartosci w przestrzeni Hilberta,
an jest dowolnym elementem bazy w rozwazanej przestrzeni. Wdwczas
na podstawie twierdzenia Angheluta funkcja Gn(x) jako funkcja o war-
tosciach rzeczywistych jest postaci

G, (X) = brm xm+ .. .+bno.
Zatem
foom 2C ~b .. ,~\~ljno dn « f (X).

Funkcja f (x) jest okreslona jednoznacznie, w przeciwnym bowiem wy-
padku

Gn(x) = an+f(x) i G,, (X) = aneg (x).
Czyli

an[/ m)—9 (")] = 0 dla kazdego x,

a to znaczy, ze / (x) = g (x).



tatwo mozna wykazaé, ze istnieje ck takie, ze aneck= bnk. Dla x —0
mamy
Gn(0) = bno= an-+/ (0), wiec cQ= f (0).

Mozna pokazaé, ze

t—k-t 1 _
- K hk dla k=m,..., L

Wiec f (x) = cmxm+ ...+c0, co nalezalo wykazac.

Dowod twierdzenia 3. Pokazemy, ze w przypadku g —I twierdzenie jest
prawdziwe. Korzystajac z twierdzenia Angheluta i zalozen powyzszego
twierdzenia w przypadku funkcji jednej zmiennej mamy nastepujacg po-
sta¢ funkcji F:

(3.1) FX = axx'li+ ...+ a, x.
Wyznaczmy wspoiczynniki & w zaleznosci od wartosci funkcji F

w punktach y= (i=1,...,u;), przy czym Yi.i*Y imRozwigzujagc Mjrownan
0 Hi niewiadomych postaci:

F (Yii) = aiYjh + ..-+ a4 Yi.i

FMf,,) - OiYj;., + « m+ aldiy g
otrzymujemy

O iSSH

gdzie W = , a 0+, to podwyznacznik wyznacznika W
i, ",

powstaty przez skreslenie kolumny o wskazniku ax+ | i wiersza o wskaz-
niku ctj-f-1. axi Pi sg liczbami naturalnymi i przyjmuja wartosci od 0 do
M— 1 dla Mi~l. (Jezeli mi= 0, to umdéwimy sie, ze wtedy f(x) = 0).
Zatem funkcja F jest postaci



Jezeli teraz przyjmiemy

WI14—P, «4 1
— I = Al4dp, ,.+1,
S v Tio i+
VvV, F
O+a,+»,-1 0+(3,+14-1

Ostatnig réwnos$¢ mozna napisa¢ w postaci
- Z Z &= 3
|- R ai+] xAU - o
0+« +11-1 O+pA.,-1

W ten sposéb w przypadku g = 1 twierdzenie zostato udowodnione.
Wprowadzmy oznaczenie:
<}3-2) z Z  Jlist«i+iMi+l'lv!1i= Vd dlai=1,...,q,
OPISMAj-1

przy czym V[+= 0, gdy g;=0
Z zatozenia wiadomo, ze

(3.3) A<nih>F(x) = Ak..w/m>, Akg-zg» F(x) = 0.
Ustalmy dowolnie zmienne ?2 ¢es A i niech A<y eesAqqyd F ~ H (ii).
Stad i z rownosci (3.3) otrzymujemy réwno$¢ nastepujaca
(") =0,

przy czym H jest funkcjg spetniajacg zatozenia twierdzenia w przypadku
g= 1. Na podstawie pierwszej czeSci dowodu ostatnia réwno$é przyjmuje
postaé

ViH(A) =0

a po ponownym zastosowaniu poprzednio wprowadzonej definicji
(3.4) yj4 AsT"¥1-mmA qq’/g) F = 0.

Operator y+ tak. jak operator /\lIr A jest szczeg6lnym przypadkiem
operatora czastkowego. Korzystajagc z przemiennos$ci tych operatorow dla
réwnos$c¢ (3.4) jest postaci

(3.5) A24x) Vi' Ast “'AdQZ) F = 0-



Ustalmy teraz zmienne £1, ?3, i niech yj» *Heee F=
—G (|2, wowczas réwnos¢ (3.5) przyjmie postaé

Ar»>G(|2 = 0,

gdzie G (12 jest funkcja ciagta i G (0) = 0. Stad. i z pierwszej czesci do-
wodu otrzymujemy posta¢ funkcji G

V2 G (id= 0.

Zatem zachodzi réwnosé

V? VI Aa"™ XY «AqQItQ F = 0

Postepujac tak jeszcze q— 2 razy dochodzimy do réwnosci

A<HE -°-

ktéra dzieki wzorom (3.2) jest postaci

(3.6) Ma- s z -

I<fcS;q 0<stj5S~r | fcSAsgaj-I

przy czym jezeli we wzorze (3.6) jest y = 0 dla pewnego j, to odpowied-
nia suma réwna sie 0. Réwnos¢ (3.6) mozna zastapié réwnoscig

en T e E_smbiKas) X0 VOp = 0

jezeli oczywiscie umowimy sie, ze przy rozpisaniu wskaznikéw [l (m— b),
I(a+1)] odrzucimy wszystkie zera tam wystepujgce. Wowczas wskazniki
te bedg postaci (a;— P;,a;+ 1), czyli takiej jak w réwnosci (3.6).

Pokazemy, ze réwnos$¢ (3.7) jest identyczna z réwnoscia

(38) (1- E E E E  (-1)i-18(m-b),Ma+1)XKk'b+I>VK)P = 0,

I<y<q ke tq

gdzie Afcmb))fctat/) = 11 AN(,_()J/, (), przy czym E h=k>za$
1ii 1% %

state Ai]lm.b)j HaH) sg postaci takiej jak Ai fmb>, (at/).

Wystarczy pokazaé, ze dowolny sktadnik wystepujacy po lewej stronie
rownosci (3.8) jest takze elementem lewej strony réwnosci (3.7) i odwrot-
nie. Niech k = (kP..., kg) bedzie dowolng permuitacjg nalezagcg do T?. Dla



uproszczenia rozumowania przyjmijmy, ze k ma i pierwszych wspotrzed-
nych 1. Wtedy

Ca Ti, «1+1 Ti “i+i
A+l)= A4l M+1, A== vx s v, F

Ak (m-b), k(a +1) €141 Th s perr

Nalezy wiec pokaza¢, ze skiladnik postaci
(3.9) ( D*As-2, «+i " Ar /N BjH Af +Lleecefi+i  yAlee TvALF

wystepuje w rownosci (3.7) z tym samym znakiem.
Jezeli z rownosci (3.7) wezmiemy drugie sktadniki ,,i” pierwszych czyn-
nikdw, to otrzymamy element postaci

Ti, «,+1i Ti «i+i

(— DjAa.?,.+1 «~+1 V1 mmAHh h+l4fi+t v F

identyczny z elementem (3.9).

Analogicznie mozna pokazaé¢, ze dowolny wyraz wystepujacy w réw-
nosci (3.7) wystepuje tez w réwnosci (3.8). Poniewaz réwnos¢ (3.7) i (3.8)
majg doktadnie po 2q sktadnikéw i to takich, ze kazdy wystepujacy
w réwnosci (3.7) wystepuje tez w roéwnosci (3.8) i odwrotnie, wiec sg
identyczne. ROdwnos¢ (3.8) jest tezg naszego twierdzenia a to oznacza, ze
dowdd jest zakonczony.

Lemat 3.1. Jezeli funkcja f jest lokalnie catkowalna w Rq, to wtedy za-

chodzi réwnosé
X x-\-h

Acth>ff () dt = f

0 X

Dowo6d. Twierdzenie jest prawdziwe w przypadku q —1, gdyz wtedy
zgodnie z przyjetag symbolikg zachodzi réwnosé

X x-\-h X x-\-h
A(bh)ff(t)dtz I f(t)dt— If(t)dt= | f(t)dt.
0 0 0 X E
Ogolnie twierdzenie udowodnimy przez indukcje. Przypusémy, ze za-

chodzi ono dla (gq— 1) zmiennych rzeczywistych. Udowodnimy, ze zacho-
dzi wtedy tez dla g zmiennych rzeczywistych. Przyjmujemy oznaczenia

x = OUSV), t = (i, *q), h = (h, Hg), | = (1,1).



X 8q X Tq+Xq X
| f(t)dt = Nd,S)Ad,/g) j drqgj f(i,xgdt = j dxql f (t,xgdi =
0 0 0 L:9) 0
X ioHy.q x+h gqrZg x+h
= la,0) Bdt 1 f{txgdxg= Jdt | f(ixqdxg=1 f{t)dt.
0 Y| X X

Lemat 3.2. Jezeli f jest funkcjglokalnie catkowalngw Rq, to wtedy
zachodzi réwnos¢

X-j-h xJrh
j ( Aam>fe>/(t)dt.

Dowdd. W przypadku, gdy q = 1 twierdzenie jest prawdziwe. Niech

X

f f(t)dt = F(x),

Wtedy
x Jrh X-x-h
roaM>f(t)dt= f Y (-ir-jmyiriziidte=
X 0Ni<™m
X-j-h x+h-fih
(—Dm_i(7) f f(t+ih)dt= (-)ymaT) | I(z)dz =

Y (—=Dm-(7)[F(x+h + ih)—F (x+ih)] =

X+h
A(">h[F(x+h) — F(x)] = AA%) J / (1) dt.

Ogolnie twierdzenie udowodnimy przez indukcje. Przypusémy, ze za-
chodzi ono dla (g—1) zmiennych rzeczywistych. Udowodnimy, ze zacho-
dzi tez dla q zmiennych rzeczywistych. Przyjmijmy oznaczenia

x= (x,%), h=(R1g m- (mix)it= (tx2.



x+h x-\-h £q"txq
\(m,h) | = Acm’heAng i ) dt | f(t,Xg)dxq =
X X £q
X+S X0
— I dtArgXxg f  j(i,Xqdxq=

x+h £g+XQ
— ) [a<™sr> 3 Ahg-Xq) /(t,T,)dT,]dt =
X

x-\-h x-\-h
= ) dt | AMHAAtelf (i,xgdxgq= | A(mh>f(t)dt.
X iq X

Twierdzenie 3.1. Kazda funkcja lokalnie catkowalna f jest pochod-
ng lokalng swej catki

ftoa

Dowo6d. Niech h+ bedzie punktem powstatym z h przez zastgpienie
wspotrzednych ujemnych zerami. Analogicznie, h~ niech bedzie punktem
powstatym z h przez zastgpienie wspo6trzednych dodatnich zerami. Wiec
h = h++ h~. Wobec tego i lematu 3.1

X x Jdt-h x-\-h-\-
(3.10) ku.h) | f(t)dt = sgnh f f(t)dt.

Jezeli sgnh-A0Q, to h~< h+. Oznaczmy przez Zh funkcje charaktery-
styczng przedziatu h~< x < h +. Zatem catke z rownosci (3.10) mozna na-
pisa¢ w postaci Z/,*/. Wobec tego

X

AV’h>] f (t)dt = sgn h Zh*f.
0

Niech hn bedzie takim dowolnym ciggiem punktéw zbieznym do zera,

ze h"O. Wtedy ciag sgn hnZmh jest ciggiem deltowym, czyli

5,= -- sgn hnZzZhn,
H



Stad i z twierdzenia 2.2 wynika, ze dla kazdego ograniczonego prze-
dziatu P zachodzi

ol 1 ol 1
im [~ )l fydt— 1 eoldx = tim [h sgnhnzhws —/x =

0p Tl AT1 p n

=Alim 1 15,*/—/|dx = 0,
A1 P
co jest teza naszego twierdzenia.

Twierdzenie podstawowe. Funkcja / lokalnie catkowalna w RQ
ma m-tag pochodng lokalng rowng zero prawie wszedzie wtedy i tylko
wtedy, gdy jest postaci

4 1*)= 2o %(Tiq oggm(~ DHLxkb pow

gdzie b = (PI5..., $g), m = (u-!,..., p.,), funkcje fkb sg state wzgledem zmien-
nej xk i lokalnie catkowalne w ptaszczyznie (q— i)-wymiarowej prosto-
padiej do xk. (Jezeli we wzorze (4) jest P; = 0 dla pewnego j, to odpo-
wiednig sume nalezy zastapi¢ przez 0).

Dowdd. Korzystajagc z twierdzenia 2 mozemy zatozenia o m-tej pochod-
nej lokalnej réwnej zero prawie wszedzie zastagpi¢ réwnoscia

(4.1) ASVOTF — 0,

ktéra zachodzi dla kazdego ustalonego h i prawie wszystkich x. Niech
X

(4.2) Jf®dt=FX.
0

Rozwazmy dla funkcji F (m+1)-szg roznice. Na podstawie lematow 3.1,
3.2 oraz réwnosci (4.1) otrzymujemy

»X x-\-h x-{-h
AmXHp = Amh) \b jj  fo=\<mh) f | = f (t)dt = 0.
0 X X

Funkcja F spetnia zalozenia twierdzenia 3, jest wiec postaci

b= <0’ o<edTTH ocbim



przy czym a = (al;. . a,), b = (f*,. . P?), c, = 0\, a, ***, TO;,0), za$ Ak(mbjtka
sg odpowiednio dobranymi statymi. Stad, z definicji (4.2), z twierdzenia
Fubiniego oraz z definicji catki wprowadzonej na stronie 14i mamy

Jf(dt=y Y . (- DHAHMKDH)V K=

ketQO<"as"mI O"b<’\
Ale

xk(b+) y kKF = xk(b+) 1 |jXt)dtkj dtl+ = Xlﬂb)x [alf(t)dtk « XKj dtf =
0 0 D o

=X ] £(t) dtke dtk] dtl k = xltf[f (f(t) dtk Xtk
0O o0

x Ca
—xkb) (3 f(t)dtkJdt.
00
Wiec
x Ca

If(1)dt= Y Y Y Y T akor+ukr*y (Frcr)dex) .

\<’i<hb jjQ O”a”m-1 0*.b"m-1

Korzystajgc w dalszym ciggu z twierdzenia Fubiniego i z twierdzen 1.2
i 3.1 otrzymujemy nastepujacag posta¢ funkcji /

Ca

f0=Y YY Y (-1 f(t)dt* +

INi<A"Q ke t Q 0$7a”m -1 O~b</Am-|

Y OY Y Y (FhaanMbskok i il di

przy czym rownos$¢ zachodzi prawie wszedzie. Ale



Jezeli przyjmiemy
Ca ca
X m-b),ak[j f{t)dtk+kb -VicF ] = fkb,
9 S ENIRIO ]

to otrzymamy

o= X X X W,

gdzie ffd, sg funkcjami statymi wzgledem xk i lokalnie catkowalnymi
w ptaszczyznie (q— i) wymiarowej prostopadtej do xk.

tatwy dowdd twierdzenia w drugg strone pominiemy.

Dla przyktadu wypiszmy posta¢ funkcji f w przypadku, gdy m = (2,3).
Zgodnie z tezg ostatniego twierdzenia funkcja f jest postaci:

fog= X X X o™1y1fkb « Xkb =
iz Kip b

—X )q x kb fkh X X xhbfkb— X ’T ‘l"

Tofe X oo -

= X [/(P.,0) X r2x (P, p)] X

Funkcje 00— X /(p, m sta*e wzgledem analogicznie funkcje
f(0, 31 s3 State wzgledem zmiennej %. Niech wiec f (— ~ , 3)=/1,3)-
c m

I0.P)= /2, p)>

gdzie fR F)funkcje state wzgledem zmiennej i2 a funkcje fn 3)state wzgle-
dem li. Zatem otrzymamy posta¢ funkcji / nastepujaca

1(*)= Osékl I(1,p,)+ @éﬂ’\'/(z,w

przy czym funkcje ja, g sg stale wzgledem zmiennych i;.



Mozna zauwazy¢, ze przedstawienie (4) nie jest jedyne. Na przyktad,
jeslim= (1,1) i f(x) —ii+ la, mozemy tez napisa¢ f (x) — (ii+ 1)+ (i2—"m
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THE FORM OF LOCALLY INTEGRABLE FUNCTION WHOSF, m-th
DERIVATIVE VANISHES ALMOST EVERYWHERE
By K. SKORN1K

SUMMARY
The author gives the generat form of locally integrable function of
many variables with values in Hilberfs space and integrable in the sense

of Bochner, which fulfil the differential eguation /(m) (x) = 0 (the mixed
derivative of the order m is used here in a generat sense).
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ZESZYTY NAUKOWE WYZSZEJ SZKOLY PEDAGOGICZNEJ W KATOWICACH
1956—1967

Wydziat Filologiczno-Historyczny:

1 Zeszyty Naukowe. Trace Historycznoliterackie: Nr 1: 1956 ss. 244, cena zt 20—
Nr 2: 1962 ss. 300, cena z} 40,—; Nr 3: 1965 ss. 494, cena zt 40,—;
Nr 4: 1967.

2. Zeszyty Naukowe. Sekcja Jezykoznawstwa: Nr 1. 1959 ss. 116, cena zt 20,— ; Nr 2:
1962 ss. 139, cena zt 25— Prace Jezykoznawcze: Nr 3: 1966
ss. 164, cena zt 14,50.

3. Zeszyty Naukowe. Katedra Metodyki Literatury i Jezyka Polskiego; Nr 1: 1963
ss. 156, cena zt 25—.

4. Zeszyty Naukowe. Katedra Literatury Powszechnej: Nr 1: 1963 ss. 70, cena zt 15—.

5. Zeszyty Naukowe. Katedra Pedagogiki: Nr 1: 1961 ss. 136, cena zt 20,— ; Nr 2: 1963
ss. 96, cena zt 15—; Nr 3: 1965 ,ss. 208, cena zt 20,— ; Nr 4: 1967.

6. Zeszyty Naukowe. Prace Filozoficzno-Spoteczne: Nr 1: 1962 ss. 155, cena zt 25—;
Nr 2: 1964 ss. 223, cena zt 35— ; Nr 3 — w druku.

7. Zeszyty Naukowe. Prace Historyczne: Nr 1. 1964 ss. 248, cena zt 36,—-

8 Zeszyty Naukowe. Stefanowi Zeromskiemu w setng rocznice urodzin. Nr 34: 1967
ss. 212, cena zt 17,—.

Wydziat Matematyczno-Fizyczno-Chemiczny

JLJSeszyty Naukowe. Sekcja Matematyki: Nr 1 1958ss. 64, cena zt 12,—; Nr 2:1960

'ss. 76, cena zt 15—; Nr 3: 1962ss. 96, cena zt 15—; Nr 4:196¢
ss. 96, cena zt 15—; Nr 5: 1967, Nr 6 — w druku.
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Sekcja Chemii: Nr 1. 1957 ss. 81, cena zt 15—; Nr 2: 1960
ss. 220, cena zt 20,—; Nr 3:1961 ss. 136, cena zt 20,—; Nr 4: 1963
ss. 120, cena zt 17,—; Nr 5:1964 ss. 196, cena zt 30,—; Nr 6: 1965
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Sekcja Wychowania Technicznego: Nr 1. 1962 ss. 68, cena
zt 15—; Nr 2: 1967.






